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Abstract:  Smoothed complexity of algorithm can explain the practical performance of algorithm more efficiently. 
Condition number of matrix is a main root to result in large error in solution during the running of Gaussian 
algorithm. Sankar, et al. performed a smoothed analysis of condition number of symmetric matrix under 
zero-preserving perturbations. However, the smoothed complexity presented by Sankar, et al. was higher and more 
complicated. To solve this problem, two key inequalities are presented. The inequalities are used to improving the 
smoothed complexity of condition number of symmetric matrix. The smoothed analysis of bits of precision needed 
by using Gaussian algorithm is performed and lower smoothed complexity is presented. 
Key words:  smoothed complexity; zero-preserving perturbations; condition number of matrix; symmetric matrix 

摘  要: 算法的平滑复杂度能够更合理地反映算法的实际性能.在运行高斯算法求解线性系统过程中,矩阵条
件数是导致求解误差偏大的一个因素 .Sankar 等人用 0-保留高斯扰动进行对称矩阵条件数平滑分析 .然
而,Sankar 等人给出的平滑复杂度过高而且复杂.为了解决这个问题,首先提出了两个关键的不等式;然后将这两
个不等式用于对称矩阵条件数的平滑分析,得到更简单、更低的平滑复杂度;并利用该结果对高斯算法求解精度
进行平滑分析,从而得到更低的平滑复杂度. 
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算法的复杂度分析是软件系统设计与分析中一项非常重要的工作.通常仅对算法作最坏情况复杂度分析.

有很多算法虽然具有指数阶的最坏情况复杂度,但它们在实际应用中却很奏效.这些算法的一个典型代表是求
解线性规划问题的单纯形算法.20 世纪 80 年代初,人们用随机方法分析了单纯形算法,并证明了对输入参数的
一系列分布,单纯形算法的平均时间复杂度是多项式的[1].但是,在随后的 20 多年里,很多人的研究指出:这种统
计平均的多项式复杂度并不能很好地解释单纯形算法的实际有效性,因为其输入参数的统计分布具有很特殊
的性质,在实际应用中非常罕见.另外,算法的平均情况复杂性与输入实例空间上的概率分布有关,不同的分布
其相应的平均情况复杂性一般并不相同,况且输入实例空间上的概率分布一般也不容易得到. 
麻省理工学院的 Daniel A Spielman 与波士顿大学的滕尚华提出了计算机算法的平滑复杂度(smoothed 

complexity)概念.Spielman和 Teng在 STOC 2001的论文[2]中提出了一种新的算法复杂度分析方法,即算法的平
滑复杂度分析.他们的思路是:在分析一种算法时,对输入实例加上微小幅度的随机扰动,然后分析算法的复杂
度与输入规模及扰动的关系,由此得出的复杂度称为算法的平滑复杂度.Spielman 和 Teng 在文献[2]中对“两阶
段投影-顶点”单纯形算法的时间复杂度进行平滑分析,证实了“两阶段投影-顶点”单纯形算法具有多项式时间
平滑复杂度,对单纯形算法具有指数阶的最坏情况时间复杂度与其在实际应用中很奏效之间的矛盾给出了合
理的解释. 
众所周知,高斯消元法(以下简称高斯算法)是求解线性系统的常用算法.矩阵条件数和增长因子在求解大 

规模线性系统 bxA = 时是必须要考虑的重要因素.这是因为异常大的条件数和增长因子是引起病态矩阵从而
导致求解误差偏大的主要原因.由于在实际的计算环境中存在着这样、那样的随机干扰,在带有随机干扰的情
况下,矩阵是否会出现异常大的条件数和增长因子?要求高斯算法输出具有 m 位精度的解需要多少位机器精
度?Sankar,Spielman 和 Teng 在文献[3]中采用高斯随机扰动模型对矩阵的条件数及增长因子进行了平滑分析,

证实了矩阵 A 受到微小幅度的高斯随机扰动得到的随机矩阵 A 不可能有异常大的条件数和异常大的增长因
子,并证实了高斯算法输出具有 m位精度的解所需机器位数的平滑复杂度不超过 

m+7log2n+3log2(1/σ)+log2log2n+7. 
实对称矩阵具有很好的性质.为了保证在随机扰动模型下所得到的实例仍为对称矩阵,Sankar,Spielman 和

Teng 在文献[3]中提出 0-保留高斯随机扰动模型并作了对称矩阵条件数和增长因子的平滑分析,但所得到的平
滑复杂度太高而且过于复杂.我们首先提出两个重要的不等式,并将文献[3]中给出的关于在 0-保留高斯随机扰
动模型下对称矩阵条件数平滑分析结果 
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其中:α是任意大的正数; 是矩阵 A 的条件数;n 是矩阵 A 的阶数;σ)(Aκ 2是高斯随机变量的方差.然后,在 0-保留 
高斯扰动模型下,对高斯算法输出具有 m 位精度的解所需机器位数进行平滑分析;证实在 0-保留高斯扰动模型
情况下,高斯算法输出具有 m位精度的解所需机器位数不超过 m+16⋅log2n+4⋅log2(1/σ)+5. 
本文第 1节介绍算法平滑复杂度的有关概念、矩阵的高斯随机扰动模型及对称矩阵的 0-保留高斯随机扰

动模型的定义.第 2 节简要列出本文所要用到的几个引理.第 3 节给出本文的主要结果及其证明.第 4 节是小结
与展望. 

1   算法的平滑复杂度及随机扰动模型 

给定一个算法Λ,具有给定规模 n的所有可能输入实例所构成的输入实例空间记为 Xn.对于输入实例 x∈Xn,
令 CΛ(x)表示算法Λ关于输入实例 x的复杂度.输入实例的规模 n通常由包含在输入实例中的变量个数二进制表
示及各变量取值所需二进制位数之和来表示[2]. 
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算法Λ的最坏情况复杂度为 . ))((sup)(max xCnf
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算法Λ的平均情况复杂度为 ,其中,µ))(()( xCEnf
n
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= n是 Xn上的一个概率分布. 

在文献[2]中,Spielman和 Teng将算法Λ的平滑复杂度定义为 .其中:g是一个 ||)]||([sup),( xgxCEnf
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⋅+=
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由均值为 0、方差为σ2的高斯随机变量所组成的随机向量;||x||表示 x 的模;x+g⋅||x||直观上可以理解为以输入实
例 x 为中心的一个随机邻域(记为 Uσ(x)).该随机邻域是输入实例 x 受到随机扰动而产生的.由高斯分布的性质
容易看出,随机邻域Uσ(x)的大小主要由σ2和||x||的大小决定.当σ2=0时,Uσ(x)就是输入实例 x,此时,平滑复杂度就
是最坏情况复杂度;当σ2 取得充分大时,Uσ(x)就可以认为是输入实例空间 Xn,此时,平滑复杂度就是平均情况复
杂度.在实际的计算环境中,通常存在着微小的随机干扰,因此在平滑分析中,一般σ2取得非常小,表示输入实例 x
受到微小幅度的随机扰动.由上述的定义可知,算法Λ的平滑复杂度就是算法Λ在 Xn中的每一输入实例 x的随机
邻域 Uσ(x)上的平均情况复杂度的上确界.因此,算法的平滑复杂度越低,那么算法在实际应用中就越奏效. 

矩阵的高斯随机扰动模型[2]. 设 A 是一个矩阵, A 的高斯随机扰动记为 A 是指对 A 中的每个元素加上相 
互独立均值为 0、方差为σ2的高斯随机变量得到的随机矩阵. 
矩阵的 0-保留高斯随机扰动模型[4]. 设 A 是一个矩阵, A 的 0-保留高斯随机扰动记为 A 是指对 A 中的每 

个不为 0的元素加上相互独立均值为 0、方差为σ2的高斯随机变量得到的随机矩阵. 

设 TTDTA ++= ,为对称矩阵,其中, D 为对角矩阵; T 为下三角形矩阵,且其对角线上的元素为 0; TT 是 T  
的转置. 
对称矩阵的 0-保留高斯随机扰动模型[4]. 设 TTDTA ++= 为对称矩阵, A 的 0-保留高斯随机扰动记为

TTDTA ++= 是指对 T 中的每个不为 0的元素及 D 的对角线上的每一个元素加上相互独立均值为 0、方差为
σ2的高斯随机变量( TT 也随着 T 的随机扰动而扰动)得到的随机矩阵. 
在下面的讨论中,Pr[ω]表示事件ω发生的概率;E[η]表示随机变量η的均值(即期望值); 2||A|| 表示矩阵 A 的 

2-范数.有关概率论、矩阵条件数及范数的概念见文献[5−7]. 

2   本文用到的几个引理和定理 

引理 1. 令(a1,a2,…,an)是从 Rn中均匀随机抽取的一个单位向量,则当 c≤1 时,有 .其
中,u是一个均值为 0、方差为 1的高斯随机变量. 

]Pr[]Pr[ 22
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引理 2. 令ζ是一个正随机变量,且存在正数α≥1,使得对于任给的正数β,
β
αβζ ≤≥ ]Pr[ ,则 E[log2ζ]≤1+log2α. 

以上各引理的证明在文献[3]中已给出,在此略去. 

引理 3. 设ζ是一个正随机变量,且存在正数α,β (α≥1),使得对于任给的正数γ≥1,
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引理 3是对文献[3]中的引理 5.3的纠正.文献[3]中的结果为 . 1
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定理 1. 令 TTDTA ++= 是任给的 n×n 对称矩阵, 2|||| A ≤1. A 的 0-保留高斯随机扰动记为 A=T+D+TT,其

中: DGDD += ,GD是由均值为 0、方差为σ2<1且相互独立的高斯随机变量所组成的对角矩阵,则有 
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其中,α>1为任意给定的正数; )为矩阵的条件数. (Aκ
定理 1中的(1)~(4)分别是文献[3]中的引理 6.2、定理 6.6、定理 6.7和定理 6.10的结果. 

3   本文的主要结果 

定理 2. 设 u∈Rm,v∈Rn 是相互独立的随机向量,X(u,v),Y(u)都是正随机变量,且存在正数α,使得对于任意给

定的正数β, , ]),(Pr[
β
αβ ≤>vuX 则 ].)([])(),(Pr[ uYEuYvuX

β
αβ ≤>⋅  

定理 3. 设 A为任意 n×n矩阵,u,v是单位向量,且||Au||2=||A||2,则||Av||2≥||A||2⋅|〈u,v〉|. 

定理 4(对称矩阵条件数的平滑分析结果的改进). 令 TTDTA ++= 是任意给定的 n×n 对称矩阵, 2|||| A ≤1. 

A 的 0-保留高斯随机扰动记为 A=T+D+TT,其中, DGDD += ,GD为由均值为 0、方差为σ2<1的相互独立的高斯

随机变量所组成的对角矩阵,则
ασ

α
223])(Pr[ nAκ ≤≥ .这里的α是可任意大的正数; )是矩阵 A的条件数. (Aκ

定理 2~定理 4的证明过程由于篇幅所限,在此略去. 

定理 5. 令 TTDTA ++= 是任意给定的 n×n对称矩阵, 2|||| A ≤1, A 的 0-保留高斯随机扰动记为 A=T+D+TT,

其中, DGDD += ,GD是由均值为 0、方差为σ2<1的相互独立的高斯随机变量所组成的对角矩阵,则运行高斯算
法输出具有 m位精度的解所需机器位数不超过 m+16⋅log2n+4⋅log2(1/σ)+5. 
证明:运行高斯算法输出具有 m位精度的解所需机器精度ε满足以下条件[3]: 

5⋅2m⋅n⋅ρL(A)⋅ρU(A)⋅ ⋅ε≤1. )(Aκ
由此可得:2.33+m+log2n+log2(ρL(A))+log2(ρU(A))+log2( ) )≤log(Aκ 2(1/ε). 
由引理 2及定理 1可得:E[log2(ρU(A))]≤4log2n+log2(1/σ)−2; 

由定理 1可得:  xxAAE LAL d ]))((log[Pr))](([log
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由引理 2及定理 4可得:E[log2( ) )]≤2log(Aκ 2n+log2(1/σ)+4.169.  
运行高斯算法输出具有 m位精度的解所需机器位数的平滑复杂度至多是 m+16⋅log2n+4⋅log2(1/σ)+5.  □ 
类似于定理 5 的方法,如果采用 Sankar 等人给出的关于 0-保留高斯扰动对称矩阵条件数的平滑分析结果

对高斯算法的求解精度作平滑分析可得: 

定理 6. 令 TTDTA ++= 是任意给定的 n×n对称矩阵, 2|||| A ≤1, A 的 0-保留高斯随机扰动记为 A=T+D+TT,

其中, DGDD += ,GD是由均值为 0、方差为σ2<1的相互独立的高斯随机变量所组成的对角矩阵,则运行高斯算
法输出具有 m位精度的解所需机器位数不超过 

 2.33.)(1/log)(2log2/4)(1/log)(2log28)(1/log4log16 222222 +++++++⋅+⋅+ σσσ nnnm  

定理 5、定理 6的结果说明:我们所作的改进降低了高斯算法求解精度的平滑复杂度. 

4   总  结 

本文对文献[3]在 0-保留高斯随机扰动模型下关于对称矩阵条件数的平滑分析结果作了简化,在此基础上,
对高斯算法的计算精度进行了平滑复杂性分析.算法的平滑复杂度分析是从新的角度对算法复杂度进行分析
的方法.其目的在于通过分析问题的输入实例空间中每一个输入实例的局部邻域上的平均情况复杂度,探索问
题输入实例空间中是否存在最坏情况复杂度输入实例的稠密区域.这一研究领域得到理论计算机科学界的关
注,并取得了许多成果[4,8,9],但也存在许多问题还有待于研究. 

(1) 从已有实验结果来看,有选主元操作的高斯算法的精度比高斯顺序消元算法的精度要高.但从直觉上
看,有选主元操作的高斯消元法的平滑复杂度比高斯顺序消元算法要低得多,如何证实这一猜想是值得研究的; 

(2)  Spielman 和 Teng 在文献[2]中对“两阶段投影-顶点”单纯形算法的时间复杂度进行平滑分析,证实了
“两阶段投影-顶点”单纯形算法具有多项式时间平滑复杂度.但他们在分析过程中所用的方法很繁琐,对于一般
的读者不易看懂,且给出的时间平滑复杂度上界过大.能否对他们的分析作简化,使得整个分析过程易于理解,
且得到的时间平滑复杂度上界比文献[2]中的要低,这也是一项富于挑战性的研究; 

(3) 在线调度算法 MLF 是时间共享多任务操作系统使用得很成功的在线调度算法之一.而且在 Windows 
NT及 Unix操作系统中使用在线调度算法MLF作为基本的调度策略,其目的在于向用户提供快速的响应.系统
的响应时间通常用作业的平均响应时间(等价地就是各作业从发布到完成的总时间)来度量.在线调度算法
MLF 将作业组织到一个队列序列 Q0,Q1,…,Qm.Qi中的每个作业被执行 2i个时间单位后,如果还没有完成,则被
提升到队列 Qi+1 中去.设作业的处理时间取值于区间[1,2K],Motwani 等人已证明了其最坏情况竞争比下界是
Ω(2K).但是,在线调度算法MLF在实际应用中却非常有效.为了解释这一矛盾,Bechetti等人在文献[10]中对在线
调度算法 MLF进行了平滑分析.但用 Bechetti等人的结果来解释上述矛盾还不是很能令人信服,原因是他们得
出的平滑复杂度仍然偏高,需要作进一步研究将它降得更低.是否能降低到多项式,这也是一项富于挑战性的 
研究; 

(4) 到目前为止,算法复杂度平滑分析主要针对 P问题的算法复杂度作分析.对 NP-难问题的计算复杂度作
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平滑分析、证实某个 NP-难问题具有多项式时间平滑复杂度,这是一项非常有意义的研究. 
以上针对算法复杂度平滑分析领域里的一些主要研究成果进行了讨论和评价.在实际的应用环境中,通常

都会有这样那样的随机干扰,我们认为,应用算法的平滑复杂度分析结果对求解实际问题的算法进行评价是一
项非常有价值的研究工作.我们相信:随着算法复杂度平滑分析研究的不断深入,人们对算法的平滑复杂度分析
意义将有更好的认识.算法的平滑复杂度分析将在软件开发与分析中具有重要的指导意义. 
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