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Abstract:  Level-Set method is a good way to do metamorphosis. Narrowband and sparse-field algorithms 
improve its performance. Results of narrowband morphing are smoother when the sparse-field algorithm is faster. 
Sparse-field algorithm is mended to fit Euclidean distance model and the narrowband algorithm is used to make up 
the error of the sparse-field morphing. Topological relationship replaces distance band to define layer sets, and a 
single side active set is proposed to improve efficiency and robustness. To make up the error of the sparse-field 
algorithm, which causes obvious alias at the last half stage, two remedy methods are proposed. Averaging and 
translation method is simpler and more efficient. Narrowband evolution and back method is better for reserving the 
sharp shape. 
Key words:  morphing; level-set method; sparse-field; antialias 

摘  要: 水平集进化是基于体模型进行三维形状过渡的常用方法,窄带算法和稀疏场算法能高效实现水平集
进化,窄带算法的结果较为平滑,稀疏场算法速度更快.一方面通过改进稀疏场算法应用于欧氏距离模型提高速
度,另一方面运用窄带算法弥补稀疏场算法的误差.提出用拓扑关系代替距离值范围定义各层体素集,并通过单
侧活动集定义使算法更为高效和鲁棒.稀疏场算法因为欧氏距离的近似计算引起误差,在过渡的中后期走样明
显,为此,提出了均值平移和窄带回退两种反走样方法对过渡模型进行平滑,前者简单、快速,后者失真度低. 
关键词: 形状过渡;水平集;稀疏场;反走样 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

形状过渡(morphing)是计算机动画中常用的方法,由于能产生新颖的中间形状,可以用于产品设计的外形
创新,也是综合推理思想[1]的一种体现.常用的过渡方法包括二维多边形过渡、二维图像过渡、三维多面体过渡、
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三维体模型过渡 ,其中三维形状过渡的理论和方法较为复杂 ,其产生的模型用途更为广泛 ,是目前研究的重
点.Kent 等人提出基于多面体模型的过渡[2]通常要求过渡计算两端的模型必须满足星形的拓扑要求,首先指定
两个模型间若干顶点的对应关系,而后进行多面体的拓扑合并,建立所有顶点的对应关系,最后对这些顶点进行
插值,实现形状过渡.这种方法对模型的拓扑要求过高,只适用于简单形状.基于体模型的过渡能够实现较为复
杂的形状间的过渡,不必受到拓扑结构的约束.体模型形状过渡可以分为特征对应和边界追踪两类.基于特征对
应的体过渡由 Lerios 等人[3]提出,他们把二维图像方法推广到三维,首先在源体 S 和目标体 T 指定对应特征,根
据对应关系进行空间变化,达到几何对齐,而后根据体素值进行插值,形成新的形状.边界追踪算法早期采用在
体素内安置标记点对这些标记点进行追踪,一方面安置标记点的工作量太大,另一方面,在遇到拓扑变化时,标
记点方法变得不够稳定.接着出现VOF方法,在每个体素内保存体积比函数C的值,但体积比函数的求解相当困
难.目前较为理想的方法是利用水平集函数ϕ(x,t)代替 VOF方法中的体积比函数 C,让水平集函数以曲率相关的
速度移动[4],其零等值面就是模型边界. 

水平集进化实现的基本方法是全局算法,每次迭代对所有物体空间内的体素进行计算,效率很低.为此提出
了窄带算法[5]和稀疏场算法[6],前者把每次进化参与计算的体素局限在等值面周围的一定距离内,后者在街区
(city block)距离简化手段的帮助下,把窄带发挥到了极致,效率更高.在边界曲面延伸方向单一的情况下(如向内
或向外),Sethian提出了基于 Eikonal方程的快进(fast marching)算法[7],这是水平集方法的一种简化,计算效率较
高.基于以上方法,Breen和Whitaker实现了一个三维形状的过渡和编辑系统[8,9].由于体模型数据量比较大,其稀
疏表示也是重要的研究内容[10],而稀疏场算法和稀疏表示有内在的共通之处,也体现了稀疏场算法的应用前景. 

Whitaker 提出稀疏场算法中,根据体素中心点到零等值面的距离定义活动体素集和各外层体素集,并给出
了活动体素集的初始化方法.但其还存在以下几个问题:① 活动体素集定义基于理想距离模型,在实际进化过
程中为保持鲁棒性会损失有效性;② 外层体素集根据距离值范围定义,与计算中的拓扑要求不一致;③ 稀疏场
算法的误差引起中后期的过渡中间模型走样明显. 

本文第 1 节介绍水平集方法理论和实现,重点分析稀疏场算法的可改进之处.第 2 节给出稀疏场中体素集
的重新定义及其相应进化算法.第 3 节描述两种反走样算法,包括均值平移和窄带回退.第 4 节提供实现的技术
路线和实例. 

1   水平集方法 

1.1   理论基础 

考虑模型及其周边的三维空间Ω∈R3, Ω封闭有限,其边界是 S=∂Ω,在三维空间上定义欧氏距离函数γ : 

 dx =)(γ   (1) 
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等值面的点集合定义为 
 S={xφ(x)=c} (2) 

对于边界曲面,c的值为 0,等值面随时间变化的定义为 
 St={xφ(x,t)=c} (3) 

设 s(t)是 S上的一点,由于φ(x)的值在不同时间保持常量,根据链式法则可以推导得到: 
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这样,点的运动和距离函数值之间建立了关系,重写该方程得到: 
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设目标模型为 D,渐变模型和 D的重叠空间量为 
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通过把该度量函数表示为边界曲面增量方式,得到关于Ωt的一阶变分: 
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对ε的微分得 
 dM=γD(x)N(x) (8) 

基于式(8)的一阶变分和登山法得到曲面边界上每个点的运动方程: 
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把式(9)代入式(5)并推广到空间范围内所有等值面: 
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式(9)和式(10)描述了模型边界曲面的进化过程,详细推导过程请参考文献[4]. 

1.2   数值算法 

体模型把空间划分为体素,不妨设体素是单位大小正立方体,文献[4]提出了在体素空间上用有限差分求解
上一节的偏微分方程的方法.设 un是在每个网格中心点上对距离函数ϕ(x,t)的近似值,其中 n表示经过 n次进化, 
在三维空间中,u值的更新方程为 
  (11) n
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Y和 Z轴方向的偏导数定义类似.得到 的求解公式: n
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为保持进化的稳定性,每次进化的时间跨度必须满足如下条件: 
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可以简单地在每次进化中计算所有体素的 u 值,但是这样计算量很大,所以文献[5]提出了窄代算法,提高了
计算效率.在文献[6]中,Whitaker 在利用街区距离的计算简单性中提出了稀疏场算法,一方面缩小窄带厚度,另
一方面提高了γD的计算精度,该方法因为这两方面的优势在文献[8,9]所介绍的系统中得以应用. 

文献[6]中对稀疏场活动集定义如下: 
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外层体素集定义如下: 
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其中 n 是整数.但是在三维欧式距离模型中,该定义基于理论距离环境,在实际计算中是不严格的,有一定的冗
余.在欧氏三维空间,实现拓扑 6 分,必须对曲面进行超覆盖[11],式(17)的活动集定义在实际计算中才比较可靠, 
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但该活动集定义存在 13 − 的冗余.即使通过松弛距离值定义活动集,其鲁棒性依旧受到计算环境的影响,为此, 
文献[6]把活动集定义为式(20),提高了活动集的拓扑分离的可靠性,但同样不能保持活动集的有效性. 
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在目前的稀疏场算法实现中,外层体素集实际上是根据拓扑关系建立的,即定义和实现不一致.另外,稀疏
场算法简单地通过加减一个体素边长求边界曲面周边外层体素集内的体素 u 值,导致相当的误差,在形状过渡
的中后期使边界等值面变得粗糙,需要合适的反走样算法进行平滑处理. 

本文针对以上情况做了如下改进: 
① 根据距离值符号关系(即边界内外的拓扑关系)给出了单侧活动集的定义; 
② 外层体素集统一用拓扑关系进行定义; 
③ 通过从内到外的距离计算,提高了进化算法效率; 
④ 提出了均值平移和窄带回退两种反走样算法,前者比较简单、快速;后者失真度较低. 

2   改进的稀疏场算法 

2.1   单侧活动集定义 

对于三维空间,式(17)定义的体素集合能够实现对边界曲面的超覆盖,并对Ω进行拓扑 6 分,模型内部和外 

部空间相互不存在 6 连通.在这个定义中,活动集的最大厚度为 3 .最有效且确保拓扑 6 分的活动集厚度应 
该是 1,其定义根据 u值的符号来确定. 

记一个体模型为 V={X,u},X 是所有体素中心点的集合,u 是 X 中每个元素的距离值;单位向量 e1={1,0,0}, 
e2={0,1,0}, e3={0,0,1},每个体素的 6连通邻居定义为 
 }31,),,(),,(|{)( ,,,, ≤≤±== pekjinmlxxC pnmlkji  (18) 

定义体素(距离值)关系算子为 
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文献[6]中提出如式(20)所示的基于拓扑关系的活动集定义,但受限于活动集必须覆盖零水平集的束缚,其
活动集厚度为 2. 
 ))},(),((|{ ,,,,,,,,,,,, nmlkjinmlkjinmlkji xxOxxAxxtActiveSe ∧∃=′  (20) 

本文打破该束缚,提出如式(21)所示的活动集定义: 
 ))},(),((,0)(|{ ,,,,,,,,,,,,,, nmlkjinmlkjinmlkjikji xxOxxAxxuxActiveSet ∧∃≥=  (21) 

式(21)的定义,把活动集定于零水平集的单侧,活动集厚度为 1,实现了活动集厚度的极小化,可以显著提高
进化速度. 

2.2   外层体素集定义 

为描述方便,把 ActiveSet 记为 L0,而外层体素记为 ,其中 p 是自然数,正值表示在活动集内部;负值表示 pL±

在活动集外部.根据拓扑连通关系,L−1和 L1定义为 
 }0)(),,(,|{ ,,,,,,0,,,,1 <∈=− kjinmlkjikjinml xuxxALxxL  (22) 

 }0)(),,(,|{ ,,,,,,0,,,,1 ≥∈= kjinmlkjikjinml xuxxALxxL  (23) 

根据拓扑连通关系,其他各外层体素集定义为 
 )},(,,|{ ,,,,2,,1,,,, nmlkjipnmlpkjinmlp xxALxLxxL −− ∉∈=  (24) 
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这样,得到了满足水平集进化需要的拓扑严格的外层体素集. 

2.3   算法流程 

为每个体素设置两个属性:一个是当前层编号 layer,如−1,0,1 分别表示其属于 L−1,L0,L1;另一个是过程中层
编号 status,表示这次进化结束后其将所属的层,编号值为 OUT表示该体素不在稀疏场体素集内.layer的值由算
法中类似于步骤(c)的函数初始化,所有体素 status 的初始值全部为 OUT.设单向外层体素共 N 层,算法流程 
如下: 

(a) 依据式(11)更新 L0中每个体素的 u值. 
(b) 依据式(26)、式(27)分别更新 中体素的 u值. 1±L

 0for,)(,),1)(min()( 1,,,,,,,,,, >∩∈∈+= − pLxCxLxxuxu pkjinmlpkjinmlkji  (26) 
 0for,)(,),1)(max()( 1,,,,,,,,,, <∩∈∈−= + pLxCxLxxuxu pkjinmlpkjinmlkji  (27) 

(c) 判断 L−1,L0和 L1中的每个体素 x是否满足依据式(21).如果满足,则 status(x)赋值为 0. 
(d) 以 L0体素为基础,依据式(22)、式(23)重建 L−1,L1,体素 u值依据式(26)、式(27)计算. 
(e) 以内层体素为基础,由内向外,依据式(24)、式(25)重建其他外层体素集,体素 u 值依据式(26)、式(27) 

计算. 
(f) 对于模型中的每个体素 x,如果 status(x)不是 OUT,则把 layer(x)赋值成 status(x),并把 status(x)设置为

OUT;否则,如果 layer(x)不等于 OUT,则设置 layer(x)为 OUT. 
(g) 当步骤(a)中计算得到的进化因子γD的最大值小于目标模型体素宽度时,结束进化. 

2.4   性能改进 

由于在稀疏场算法中需要大量访问体素的 6 连通邻居,其邻居属性的快速定位是提高时间性能的关键.以
前算法中,运用链表存储各体素集属性,搜索时间很长,所以本文采用与体素数量对应的数组.由于 layer和 status
的数值范围很小,用 4 位表示已经足够(根据前面水平集进化算法,2 位即可满足要求,4 位可以保留冗余方便平
滑算法实现),所以本文用一个字节保存 layer和 status值,所需内存空间较小. 

在稀疏场算法计算过程中,其时间性能大致是 O(w3),其中 w 是稀疏场厚度.在这个过程中,有 3 个环节对计
算的时间性能影响比较大: 

① 活动集体素的数量,因为每个活动体素需要计算其∆u; 
② 在计算过程中需要访问 6 连通邻居的操作数量,每个这样的操作,需要计算邻居的属性地址并定位; 
③ 属性的读取和赋值,每次读取和赋值都需要在长数组中进行定位. 
基于这 3个因素,本文算法从几个环节改进了时间性能: 

① 在 L0 定义为式 (17)时 ,其 Nw 23 +≈ ,其中 N 是单侧外层体素集的层数 ;当 L0 定义为式 (20) 
时, ;在 LNw 22 +≈ 0定义为式(21)时,其 Nw 21+≈ ,活动集体素数量减少; 

 ② 外层体素集的重建实行由内向外的扩散策略,这样避免了最外层体素 6连通邻居的访问; 
③ 从内向外的计算过程中利用了原有的 u,layer和 status值,避免了大量的赋值操作. 
在 3层体素稀疏场中,实验结果证实时间性能明显提高.另外,运用拓扑关系定义和计算各体素集,确保了活

动集的拓扑 6分性质.而用距离值范围定义活动集,需要采用相当大的距离值范围,以避免计算误差引起的错误,
而且缺乏理论上的鲁棒性. 

3   反走样算法 

在稀疏场算法中,对活动集以外的体素 u 值的计算采用式(26)和式(27)的方式,这样提高了计算效率.但是,
这种近似值存在较大的误差,这种误差引起的走样在形状过渡的中后期尤其明显,如后文图 1中的(f)和(g),表面
相当粗糙.为此,本文提出了两种平滑算法:均值平移和窄带回退. 
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3.1   均值平移 

均值平移是把体素的 u 值与邻居的 u 值进行平均,在平均计算完成后,由于等值面内外相邻体素数量和 u
值不对称,均值计算后产生一定的偏移,需要进行平移,回退到原始边界曲面附近.L−1,L0 和 L1 是用 Marching 
Cubes方法从体模型中求取边界网格模型的数据基础,所以需要对这 3层进行均值计算. 

为了确保 L−1,L0和 L1数据均值计算后的精度,首先要求外层体素集层数 N≥2,即至少建立 L−2和 L2.其次需
要克服式(26)和式(27)计算外层体素集的误差.所以,本文采用快进法(fast marching)重新对 L0以外的体素集 u值
进行计算,下面是算法流程. 

(a) 如果稀疏场外层体素集不满足 N≥2,依据式(24)和式(25)建立最小稀疏场. 
(b) 用快进法求外层体素集 u值,提高精度. 
(c) 进行均值计算的关键一步.先对控制变量进行说明:offset 是每个体素求均值后 u 值的偏移;offsetAvg 是

一次循环中所有体素 offset的均值;offsetAvgLast是上一次循环的 offsetAvg;breakLine是循环结束条件,breakLine
的值在第 2次循环结束时依据式(28)求出: 
 ε×−= )( offsetAvgastoffsetAvgLbreakLine  (28) 

其中ε是较小的经验数字,一般在 0.1和 0.01之间,ε的大小和循环次数成反比. 
下面是每次循环的过程: 
1. offsetAvgLast=offsetAvg,offsetAvg=0. 
2. 对每个 L−1,L0和 L1中的每个 x,依据式(29)求其均值,并存放于临时数组 Update中. 

 )(,7/))()(()( xCyyuxuxunew ∑ ∈+=  (29) 

 计算 offset=unew(x)−u(x),在 offsetAvg上加 offset. 
3. offsetAvg除以 L−1,L0和 L1中体素数量. 
4. 对 L−1,L0和 L1中的每个体素 x,依据式(30)更新 u值. 

  (30) -offsetAvgxUpdatexu )()( =

5. 如果 BreakLineastoffsetAvgLOffsetAvg <− ,则循环结束. 

(d) 对每个 L−1,L0和 L1中的体素 x,更新 backxuxu += )()( .其中 back是一个回退平移经验值,约等于体素宽

度的一半. 
均值回退算法的第一个优点是不需要目标模型作为参考,能独立完成计算;其次是平滑效果明显.缺点是在

模型形状突变边缘失真度高,而且ε和 back 的值在一定程度上需要根据经验来确定.所以,本文还提供了窄带回
退平滑算法. 

3.2   窄带回退 

稀疏场算法的误差来自对外层体素 u 值计算的简化.如果能够在稀疏场进化中间模型上进行窄带计算,一
方面可以让中间模型平滑,这是过渡所需要的;另一方面会使中间模型向目标模型进化,那样会产生新的形变,
有时候需要克服.所以,本文先利用窄带算法对中间模型进行平滑,而后根据活动集体素在进化中所运用的目标
模型的进化因子γD进行回退. 

(a) 依据式(31)~式(34)对 L−1,L0和 L1中的体素进行加权统计. 
  (31) 0)(fo,)( <=∑ xrxforceMinus DD γγ

 0)(for,)( ≥=∑ xxforcePlus DD γγ  (32) 

 0)(for),()( <×=∑ xxuxuMinus DD γγ  (33) 

 0)(for),()( ≥×= ∑ xxuxuPlus DD γγ  (34) 

(b) 运用快进法建立窄带,进行窄带进化. 
(c) 依据式(33)和式(34)再次对 L−1,L0和 L1中的体素进行加权统计,得到 uMinusNew和 uPlusNew. 
(d) 依据式(35)和式(36)计算单位进化因子偏移量. 
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forceMinus

uMinusuMinusNewsoffsetMinu −
=  (35) 

 
forcePlus

uPlusuPlusNewoffsetPlus −
=  (36) 

(e) 依据式(37)和式(38)对 L−1,L0和 L1中的体素进行回退. 
 0)(for),()()( <×+= xxsoffsetMinuxuxu DD γγ  (37) 
 0)(for),()()( ≥×−= xxoffsetPlusxuxu DD γγ  (38) 

4   实例分析 

实验中比较了距离值范围和拓扑单侧活动集定义下的稀疏场算法,两者属性的存储都采用与体素相对应
的数组.图 1 是一个苹果向一个杯子过渡的实例,体模型分辨率为 128×128×128,体空间大小分别是模型最小正
外包立方体(边平行于坐标轴)的 1.1倍和 2倍.运用Macrching Cube方法,从稀疏场算法中间体模型求得网格模
型用于显示.实验环境:1.4G的奔IV(M)CPU,352M内存. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Source shape               (b) 20 (c) 50 (d) 100 

(e) 150                     (f) 200                  (g) 230            (h) Destination shape 
*The number under every picture is the step of the evolution. The evolution was ended at step 249 

when the max γD became stable which was a little different from the theoretical flow. 
Fig.1  The morphing process from apple to cup 

图 1  苹果到杯子的形状过渡 
表 1 是该实例中的一些指数,验证了稀疏场算法的改进,总体速度明显提高,活动集体素数量和更新时间也

相应减少,而内外层体素数量基本相同. 
Table 1  Comparison of evolving statistics 

表 1  进化指标对照表 

Statistic Distance value Distance sign (double sides) Distance sign (single sides) 
Evolution steps 251 262 248 
L0 voxel number 34 074 38 046 18 430 
L1 voxel number 18 099 17 351 16 698 
L−1 Voxel Number 19 862 19 802 19 044 
L0 update time (ms) 80 926 87 726 56 180 
L−1,L1update time (ms) 45 565 52 815 35 911 
Total time ratio 1.374 1.526 1 
*Voxel number is the average number of voxels at all steps. 
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图 2和图 3分别显示了均值平移和窄带回退的平滑效果.其中:均值平移算法中的ε为 0.05,back为体素宽度

的一半;窄带回退算法通过快进法建立的窄带单侧外层体素是 4 层.图 2 和图 3 显示了均值平移效果更为平滑.
对于杯口这种原本形状就比较锐利的地方,窄带算法保真性好,但是窄带平滑的一进一退也有误差,必要时需要
根据经验进行适当的平移. 

 

 

 

 

 
(a) Original shape           (b) Averaging and translation   (c) Narrowband evolution and back 

(a) 原始形状                  (b) 均值平移                 (c) 窄带回退 

Fig.2  Smoothing of shape Fig.1(f) 
图 2  图 1(f)模型的平滑处理 

 

 

 

 

(a) Original shape           (b) Averaging and translation   (c) Narrowband evolution and back 

(a) 原始形状                  (b) 均值平移                 (c) 窄带回退 

Fig.3  Smoothing of shape Fig.1(g) 
图 3  图 1(g)模型的平滑处理 

5   结  论 

水平集进化是实现拓扑无关形状过渡的良好方法,稀疏场较之窄带算法更有效,通过反走样算法的运用,可
以弥补稀疏场算法的误差失真.限制速度的主要瓶颈是大量 6 连通邻居操作,如果能够对此有更好的优化,速度
还可以有所提高.在平滑算法中,参数的设置根据一定经验来确定,如果能够有严格定义,算法鲁棒性会更强.另
外,在进化过程中,如果能够对模型局部实现控制,可以提高该方法在产品设计中的适用性.水平集算法的历史
比较长,其研究已经处于应用领域推广和高效算法完善阶段.文献[12]提出通过 p-Laplacian 方程控制形状过渡,
其思路与水平集算法有类似之处.目前,其数值算法尚缺乏充分研究,可望通过分析水平集算法的高效解决而更
深入一步. 
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