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Abstract: Since SVM is very sensitive to outliers and noises in the training set, a fuzzy support vector machine 
algorithm based on affinity among samples is proposed in this paper. The fuzzy membership is defined by not only 
the relation between a sample and its cluster center, but also those among samples, which is described by the 
affinity among samples. A method defining the affinity among samples is considered using a sphere with minimum 
volume while containing the maximum of the samples. Then, the fuzzy membership is defined according to the 
position of samples in sphere space. Compared with the fuzzy support vector machine algorithm based on the 
relation between a sample and its cluster center, this method effectively distinguishes between the valid samples and 
the outliers or noises. Experimental results show that the fuzzy support vector machine based on the affinity among 
samples is more robust than the traditional support vector machine, and the fuzzy support vector machines based on 
the distance of a sample and its cluster center. 
Key words: fuzzy support vector machine; affinity; classification 

摘  要: 针对传统支持向量机方法中存在对噪声或野值敏感的问题,提出了一种基于紧密度的模糊支持向量机方
法.在确定样本的隶属度时,不仅考虑了样本与类中心之间的关系,还考虑了类中各个样本之间的关系.通过样本之
间的紧密度来描述类中各个样本之间的关系,利用包围同一类中样本的最小球半径大小来度量样本之间的紧密度.
样本的隶属度依据样本在球中的位置,按照不同的规律确定.与基于样本与类中心之间关系构建的模糊支持向量机
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方法相比,该方法有利于将野值或含噪声样本与有效样本进行区分.实验结果表明,与传统支持向量机方法及基于样
本与类中心之间关系的模糊支持向量机方法相比,基于紧密度的模糊支持向量机方法具有更好的抗噪性能及分类
能力. 
关键词: 模糊支持向量机;紧密度;分类 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

支持向量机(support vector machine,简称 SVM)被看作是对传统分类器的一个好的替代,特别是在高维数据
空间下,具有较好的泛化能力[1],已在许多模式识别中得到了成功的应用[2].尽管支持向量机方法具有较好的推
广能力,但由于在构造最优分类面时所有的样本具有相同的作用,因此,当训练样本中含有噪声或野值样本时,
这些含有“异常”信息的样本在特征空间中常常位于分类面附近,导致获得的分类面不是真正的最优分类面.针
对这种情况,Lin 等学者提出了模糊支持向量机方法(FSVM)[3−5],将模糊技术应用于支持向量机中,对不同的样
本采用不同的惩罚权系数,使得在构造目标函数时,不同的样本有不同的贡献,对含有噪声或野值的样本赋予较
小的权值,从而达到消除噪声与野值样本影响的目的. 

在采用模糊技术处理时,隶属度函数的设计是整个模糊算法的关键,这要求隶属度函数必须能够客观、准
确地反映系统中样本存在的不确定性.目前,构造隶属度函数的方法很多,但还没有一个可遵循的一般性准则.
在对实际情况进行处理时,通常需要我们针对具体问题根据经验来确定合理的隶属度函数.关于隶属度函数,不
少学者在这方面作了一些研究,但主要是基于样本到类中心之间的距离来度量其隶属度的大小[4].然而,在依据
样本到类中心之间距离的角度确定样本的隶属度时,有时并不能将含噪声或野值样本从有效样本集中区分出
来,以致将含噪声或野值样本与有效样本赋予相同的隶属度.其主要原因在于:在依据样本到类中心之间距离的
角度确定样本的隶属度时,没有考虑样本之间的关系,而仅仅考虑样本与类中心之间的距离.针对这种情况,本
文提出了一种基于紧密度的隶属度确定方法,在确定样本的隶属度时,不仅要考虑样本与所在类中心之间的距
离,还要考虑类中样本之间的紧密度,并以此构造基于紧密度的模糊支持向量机方法. 

1   构造基于紧密度的隶属度函数 

由于在支持向量机方法中,最优分类面主要由支持向量决定,支持向量位于类边缘,而野值或含噪声的样本
常常也位于类边缘附近,在确定样本隶属度时,如果无法将有效样本与野值或含噪声样本进行正确的区分,则求
出的分类面不是真正的最优分类面.因此,在构建模糊支持向量机方法中,隶属度函数的设计非常关键,要求隶
属度函数必须能够客观、准确地反映系统的不确定性.一般情况下,确定隶属度大小的基本原则是依据样本所
在类中的相对重要性,或对所在类贡献的大小.样本到类中心之间的距离是衡量样本对所在类贡献大小的依据
之一.在文献[4]采用的基于距离的隶属度函数中,将样本的隶属度看作是特征空间中样本与其所在类中心之间
距离的线性函数.文献[6]使用 Zadeh 定义的 S 型函数隶属度函数,将样本的隶属度与样本到所在类中心的距离
之间不再看作是简单的线性关系,而是一个非线性关系.在这两种确定隶属度的方法中,对类中每个样本都按照
样本与类中心之间距离的准则进行考虑.然而,这种方式往往无法将有效样本与野值或含噪声的样本加以区分. 

在图 1(a)与图 1(b)中,样本 x 到各自所在类中心之间的距离相等,如果仅依据距离的角度来确定隶属度,则
两者属于各自类的隶属度相同.然而,没有考虑图 1(a)中样本 x与类中其他样本之间的距离远小于图 1(b)中样本
x与类中其他样本之间的距离这一实际情况.图 1(a)中样本 x可能为有效样本,而图 1(b)中样本 x为野值的可能
性非常大.事实上,图 1(a)中样本 x 属于所在类的隶属度应大于图 1(b)中样本 x 属于所在类的隶属度.因此,在确
定样本的隶属度时,既要考虑样本到所在类中心之间的距离,又要考虑样本与类中其他样本之间的距离.针对这
种情况,本文提出将样本与类中其他样本之间的距离通过类中样本的紧密度来反映,并利用类中样本的紧密度
来确定样本的隶属度函数的方法. 

在确定样本的隶属度时,不仅要考虑样本与所在类中心之间的距离,还要考虑类中样本之间的紧密度.在
此,借助文献[7]中样本聚类的思想,在特征空间中,可以用一个紧凑的球或超球将样本集包围起来.此时,样本之
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间的紧密度可以通过包围样本集的最小球半径来度量. 

(a) 

x 

RJ

(b) 

x

Fig.1 Difference of the affinity among samples at different two classes 
图 1 两个不同类中样本之间紧密度的差别 

1.1   最小球半径的确定 

样本集的紧密度通过包围样本集的最小球半径来度量.在样本集数目固定的情况下,球半径越大,样本的紧
密度越小;反之,球半径越小,样本的紧密度越大.因此,在基于样本紧密度的隶属度确定方法中,需要确定能够包
围样本集的最小球半径.当样本集中不存在噪声或野值样本时,则寻找一个能够包围所有样本的最小球半径.当
样本集中含有噪声或野值样本时,可以允许一小部分样本位于球的外面.此时,则寻找一个能够包围样本集中大
多数样本的最小球半径. 

设样本集中 n 个样本表示为{xi,i=1,2,…,n},当样本集中不存在噪声或野值样本,或者事先不知道样本集中
是否存在噪声或野值样本时,通过引入一个非负松弛变量ξi,i=1,2,…,n 来允许一部分样本位于球的外面.采用寻
找最优分类面类似的方法,通过对下面目标函数的最小化得到最小包围球.即表示为 

  (1) 







+= ∑

=

n

i
iDRaR

1

2),,( ξξΦ

其中,R 为能够包围样本集的最小球半径;a 为球中心;D>0 是一个自定义的惩罚因子,用来控制包围球的体积与
允许球外面存在样本的个数之间的折衷.D越大,惩罚就越大,对允许球外面存在样本的约束程度也就越大. 

约束条件为 
 ||xi−a||2≤R2+ξi, i=1,…,n (2) 
 ξi≥0, i=1,…,n (3) 

为了求解带约束条件式(2)与式(3)的优化问题式(1),可以定义如下的 Lagrange函数: 
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其中,βi≥0为 Lagrange系数. 
求解式(4)的最小值,可以令该泛函对 R,a及ξi求偏导,并令它们等于 0,得到 
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 D−βi−γi=0, i=1,…,n (7) 
将式(4)展开并进行组合为 
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将约束条件式(5)、式(6)及式(7)代入式(8)中,并进行合并整理,得到 
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参考式(5),将式(6)变为 
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将式(10)代入式(9),即得 
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即在约束条件 
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 0≤βi≤D, i=1,…,n (13) 
之下对βi求解式(11)函数的最大值. 

通过求解式(10)二次规划问题,就可以得到样本对应的 Lagrange系数βi,i=1,…,n. 
由式(6)可知,最小包围球中心为带权系数βi 的样本线性加权组合.当βi>0 时,对应的样本称为支持样本; 

βi=D时,对应的样本位于包围球外边,称为野值或含噪声的样本.当 0<βi<D时,对应的样本用来描绘包围球,位于
包围球附近.因此,最小包围球的半径由 0<βi<D中对应的任意样本与球中心之间的距离来确定,即为 
 R=||xi−a|| (14) 
其中,xi为 Lagrange系数 0<βi<D中对应的任意支持样本. 

1.2   基于紧密度隶属度的计算 

样本之间的紧密度可以通过包围样本集的最小球半径来度量.因此,在确定基于紧密度的隶属度时,依据最
小包围球半径来确定样本集中样本的隶属度.对分布在半径内、外的样本,分别采用两种不同的方式计算其各
自样本的隶属度.基于紧密度的隶属度计算公式为 
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其中,R为样本集中最小包围球半径;d(xi)为样本集中样本 xi到其最小包围球中心 a之间的距离.其计算公式为 
 d(xi)=||xi−a||, i=1,…,n (16) 

由式(15)定义的基于紧密度的隶属度µ(xi)可以看出:样本到最小包围球中心之间的距离越大,则该样本属
于该样本集的隶属度就越小;同时,考虑了样本集中样本在特征空间中分布范围的影响,位于球半径内的样本,
其隶属度都大于 0.4;而位于球半径外的样本,其隶属度最大值为 0.4.虽然样本的隶属度与其到最小包围球中心
之间的距离成反比,但位于球半径内、外样本的隶属度与其到最小包围球中心之间距离的变化规律不同.由于
野值或含噪声的样本位于最小包围球外边,因此,采用基于紧密度的隶属度确定方法,能够有效地将野值或含噪
声的样本与样本集中有效样本区分开,并按不同的规律计算它们各自相应的隶属度. 

2   构造基于紧密度的模糊支持向量机 

在依据样本集的紧密度确定样本的隶属度之后,就可以构造基于紧密度的模糊支持向量机.在采用基于紧
密度的模糊支持向量机进行分类时,相对于传统支持向量机的训练样本,除了样本的特征与类属标识以外,基于
紧密度的模糊支持向量机训练的每个样本还增加了基于紧密度的隶属度一项. 

设训练样本集表示为(y1,x1,µ1),…,(yn,xn,µn),其中,µi,i=1,…,n 为样本 xi 属于所在类的基于紧密度的隶属度
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µ(xi). 

每个样本的特征表示为 xi∈RN,类标识为 yi∈{−1,1},隶属度为 0<µi≤1.假设 z=ϕ(x)为将训练样本从原始模式
空间 RN映射到高维特征空间 Z之间的映射关系ϕ. 

由于隶属度µi表示该样本属于某类的可靠程度,ξi是支持向量机目标函数中的分类误差项,则µiξi为带权的

误差项,基于紧密度的模糊支持向量机的最优分类面为下面的目标函数的最优解: 
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约束条件为 
 yi[(wT⋅zi)+b]−1+ξi≥0, i=1,…,n (18) 
 ξi≥0, i=1,…,n (19) 
其中,惩罚因子 C 为常数.由式(17)可以看出:当µi很小时,减小了ξi在式(17)中的影响,以致将相应的 xi看作不重

要的样本. 
为了求解带约束条件的优化问题式(17),可以定义如下的 Lagrange函数 

 [ ]{ } ∑∑∑
===

−+−+−+=
n

i
ii

n

i
ii

T
ii

n

i
ii byCbL

111

2 1)(
2
1),,,,( ξβξαξµβαξ zwww  (20) 

其中,αi≥0为 Lagrange系数. 
求解式(20)的最小值,可以令该泛函对 w,b及ξi求偏导,并令它们等于 0 
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将式(21)、式(22)及式(23)代入式(20),则基于紧密度的模糊支持向量机的最优分类面问题转化为较为简单
的对偶问题,即在约束条件 
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之下对αi求解下列函数的最大值: 
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通过对式(26)二次规划问题的求解,求得各样本对应的 Lagrange 系数αi,i=1,…,n,则基于紧密度的模糊支持
向量机方法的最优判别函数为 

  (27) 
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其中,Lagrange系数αi满足条件: 
 0<αi≤µiC (28) 

基于紧密度的模糊支持向量机方法与传统支持向量机方法相比,最终得到的最优判别函数与传统支持向
量机方法得到的最优判别函数几乎完全相同,只是在条件式(28)中增加了隶属度µi. 

αi>0相应的样本 xi为支持向量,这里有两种类型的支持向量:一种满足 0<αi<µiC的支持向量 xi位于分类面

附近;另一种满足αi=µiC 的支持向量 xi为错误分类样本.基于紧密度的模糊支持向量机方法与传统支持向量机
方法的差别在于:由于在基于紧密度的模糊支持向量机中含有隶属度µi,相同αi 值的样本 xi 在两种方法中可能
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属于不同类型的支持向量. 

在支持向量机方法中,参数 C 是一个自定义的惩罚因子,它控制对错分样本惩罚的程度,用来控制样本偏差
与机器推广能力之间的平衡.C越大,惩罚越大,对错分样本的约束程度就越大,得到分类面的间隔就越小;随着 C
的降低,支持向量机忽略更多的样本,得到较大边缘间隔的分类面.在基于紧密度的模糊支持向量机中,我们设
置 C为一个较大的值,如果取所有的隶属度µi=1,则与传统支持向量机方法一样,容许更小的误分率,得到较窄边
缘的分类面.在基于紧密度的模糊支持向量机方法中,通过对不同样本赋予不同的隶属度µi,达到对不同的样本
采用不同程度的惩罚作用.更小隶属度µi的样本 xi在训练中起更小的作用. 

3   实验结果 

3.1   含野值样本的实验结果 

为了展示样本集中含有野值样本对支持向量机方法的影响以及基于紧密度的模糊支持向量机方法优良的

分类能力,本节采用传统支持向量机方法与基于紧密度的模糊支持向量机方法,对含有野值的样本的两类样本
分别进行分类对比实验.图 2为传统支持向量机方法分类结果;基于紧密度的模糊支持向量机的分类结果如图 3
所示,图中正方形符号代表一类样本,十字形符号代表另一类样本. 

 

 

 

Fig.2  The result for the traditional SVM 
图 2  传统支持向量机方法结果 

Fig.3  The result for the FSVM based on the affinity 
图 3  基于紧密度的模糊支持向量机方法结果 
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由图 2 和图 3 可以看出:采用传统支持向量机方法与基于紧密度的模糊支持向量机方法进行样本的分类,
由于在两类中都存在少数野值样本,致使两种方法的最优分类面完全不同.由于野值样本的存在,严重地影响了
传统支持向量机方法的最优分类面;在基于紧密度的模糊支持向量机方法中,有效地识别了野值样本,并对野值
样本与有效样本按照不同规律赋予相应的隶属度,使野值样本在构造最优分类面时起较小的作用,从而使基于
紧密度的模糊支持向量机不受样本集中野值样本的影响,具有更好的抗野值样本的能力. 

3.2   医学图像中脑组织分类实验结果 

医学图像具有复杂性和多样性的特点.由于组织本身的特性差异,而且医学图像的形成受到诸如噪音、场
偏移效应、局部体效应和组织运动等的影响,医学图像与普通图像比较,不可避免地具有模糊、不均匀性等特
点.为了更好地评价基于紧密度的模糊支持向量机方法的分类性能及抗噪能力,我们采用来自 McGill 大学
McConnell脑图像中心的在线图像库[8],将基于紧密度的模糊支持向量机方法进行脑组织分类的实验.体图像大
小为 181×217×181,每片图像的厚度为 1mm,T1 加权的 MRI 图像.本实验采用含有 9％的噪声及 40％的灰度非
均匀性的 22#,32#与 34#切片.训练样本数为 1 500,图像特征采用图像纹理与灰度特征[9].在采用基于紧密度的模
糊支持向量机方法进行实验时,同时分别采用基于线性距离的模糊支持向量机方法、基于 S型函数的模糊支持
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向量机方法及传统支持向量机方法进行了脑组织分类的对比实验.各种方法的分类错误率见表 1. 

Table 1  The comparative results for classification error rate among the different SVM methods 

表 1  几种不同支持向量机方法分类错误率对比 

The classification error rate (％) 
The slice No. The traditional 

SVM 
The FSVM based on
the linear function 

The FSVM based on the
S shape function 

The FSVM based on the 
affinity among samples 

22# 9.82 9.9 9.78 8.75 
32# 13.8 13.5 11.6 9.8 
34# 12.07 9.46 8.68 7.83 

由表 1 可以看出:当图像中含有噪声时,采用模糊支持向量机方法,其分类错误率比采用传统支持向量机方
法的错误率要低.在 3 种模糊支持向量机方法中,采用基于紧密度的模糊支持向量机方法抗噪性能最好,分类性
能最强.例如对 34#切片来看,其错误率由支持向量机方法的 12.07%降为 7.83%.同时也可看到:不合适的隶属度
会使模糊支持向量机的分类性能下降.如当对 22#切片进行分类,采用基于线性距离的模糊支持向量机方法时,
其错误率比传统支持向量机方法的错误率还要高. 

图 4为 34#切片原始图像,图 5与图 6分别为采用传统支持向量机方法及基于紧密度的模糊支持向量机方
法对 34#切片进行脑组织分类的结果.从图 5与图 6的对比可以看出:由于原始图像中含有大量的噪声,传统支持
向量机方法的分类结果严重受噪声的影响;而采用本文提出的基于紧密度的模糊支持向量机方法,较好地将脑
组织进行了分类,具有较好的抗噪性能. 

  

Fig.4  The original image
for the 34th slice 

图 4  34#切片原始图像 
 

Fig.5  The results for the traditional
SVM for the 34th slice 

图 5  34#切片传统支持向量机 
分割结果 

Fig.6  The results for the FSVM based on 
the affinity for the 34th slice 

图 6  34#切片基于紧密度的模糊支持 
向量机分割结果 

4   结束语 

针对传统支持向量机方法中存在对噪声与野值敏感的问题,本文研究了一种基于紧密度的模糊支持向量
机方法.在确定样本的隶属度时,不仅考虑了样本与所在类中心之间的距离,还考虑了样本集中样本之间的紧密
度.在特征空间中,可以用一个紧凑的球或超球将样本集包围起来.此时,样本之间的紧密度可以通过包围样本
集的最小球半径来度量.对分布在半径内、外的样本,分别采用两种不同的方式计算其各自样本的隶属度.由于
考虑了样本之间的紧密度,因此,基于紧密度的隶属度相对于基于距离的隶属度的确定方法能够更有效地将野
值或含噪声的样本与样本集中有效样本进行区分,并按不同的规律赋值它们各自相应的隶属度,从而更好地反
映样本在基于紧密度的模糊支持向量机目标函数中所起的作用. 

为了更好地评价基于紧密度的模糊支持向量机方法的分类性能及抗噪能力.使用仿真 MR 图像数据,并与
基于线性距离的模糊支持向量机方法、基于 S型函数的模糊支持向量机方法及传统支持向量机方法进行了脑
组织分类的对比实验.实验结果表明:采用模糊支持向量机方法,其分类错误率比采用传统支持向量机方法的错
误率要低;而本文提出的基于紧密度的模糊支持向量机方法相对于另外两种模糊支持向量机方法,具有更好的
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抗噪性能及分类能力. 
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