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Abstract:  Efficiently monitoring the network flow is important to a variety of network applications. Considering 
the equation of flow conservation, the problem of efficient monitoring is regarded as the problem of finding out the 
minimum weak vertex cover set and the minimum weak vertex cover set based on flow partition for a given graph 
G(V,E) which are all proved NP-Complete. Firstly the constraints of weak vertex cover set are analyzed and the 
integer programming formulation for it is given. Next an approximation algorithm for the minimum weak vertex 
cover set problem is constructed and the approximation ratio of 2 by primal-dual method is analyzed. Finally the 
approximation algorithm for the minimum weak vertex cover set is analyzed based on the maximal flow partition. 
Key words:  weak vertex cover; NP-hard; approximation algorithm; flow conservation 

摘  要: 考虑网络节点的流守恒特性,网络流量的有效监测问题可抽象为求给定图 G(V,E)的最小弱顶点覆盖
集的问题和基于流划分的最小弱顶点覆盖集的问题,这是 NP 难的问题.首先分析了弱顶点覆盖集的约束关系,
并给出了问题的整数规划形式.然后利用原始对偶方法构造了求解最小弱顶点覆盖集的近似算法,并分析了算
法的比界为 2.进一步分析了求解基于最大流划分的最小弱顶点覆盖集的近似算法. 
关键词: 弱顶点覆盖;NP难的;近似算法;流守恒 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

随着 Internet 的日益膨胀,各种各样的网络服务也层出不穷,对网络管理者来说,就需要了解各个节点之间
的网络流量,以支持这些可区分的服务.这些及时的流量信息对于许多网管业务,如主动式和被动式的资源管
理、流量工程、端到端的服务质量保证,显得尤为重要.特别是现代的网络管理系统注重于服务级、应用级的
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管理,流量的测量过程需要更大的数据量和更高的数据采集频率.然而,目前网络流量的测量方法需要人工合理
地针对特定的、感兴趣的链路来规划网络的观测节点,并在这些节点上安装特定的测量软件.这种方法难以扩
展,不便于动态适应网络的变化,而且,可能因设置过多的观测节点也会增加网络的额外负担[1,2]. 

网络流量有效监测方法的关键是,既要准确获取网络流量参数,又要尽量减少由于数据收集对实际网络传
输数据的影响[2].给定一个无向图 G=(V,E),其中 V是顶点集,E是边集,W是 V的子集,若根据与 W中顶点相关联
的各条边的流量,可以确定 E中任意边的流量.我们称W是图 G关于流量的监测集.有效监测问题的目标是求给
定图 G=(V,E)关于流量的最小监测集.如果监测代理是路由器或交换机等交换设备,令 d(v)表示图 G=(V,E)中顶
点 v 的度,那么还可挖掘以下两条约束:(1) 对图 G 的顶点集 V 中的任意顶点 v,其度 d(v)≥2;(2) 对图 G 的顶点
集 V中的任意顶点 v,满足流守恒方程,即流进=流出.故提出以下无向图弱顶点覆盖集的定义[1,2]. 

定义 1. 假定无向图 G=(V,E)满足对任意 v∈V 有 d(v)≥2,称 W⊆V 是图 G 的弱顶点覆盖集,当且仅当执行以
下操作能使 E中所有边可以被标记. 

(1) 标记所有与 W中顶点相关联的边. 
(2) 若某个顶点 v的 d(v)−1条相关联的边已被标记,则标记剩下的那条相关联的边. 
(3) 重复第(2)步,直到不能再标记新的边为止. 
图 G 的弱顶点覆盖集 W 就是在流守恒约束下的图 G 关于流量的监测集.首先,与集合 W 中顶点相关联的

边的流量可通过监测手段来获取.其次,如果 v∉V,且 v的 d(v)−1条边的流量已获得,那么根据流守恒方程,可以计
算出另外一条边的流量.反复应用流守恒方程,可以计算出图 G中所有边的流量. 

定义 1利用了节点的流守恒性质,我们通过进一步挖掘流信息,例如在 IP网络中采用 OSPF[3]协议的链路状

态信息或 MPLS[4]中的标记交换路径信息,我们可以获取节点连接链路之间的相互关系,以进一步减少监测节
点数目或数据收集时的数据量[5]. 

假设 E(v)是图 G=(V,E)中与顶点 v 相关联的边的集合 .对任意 ev∈E(v),定义链路 ev 的相关链路集 
R(ev)={e⏐e∈E(v)并且通过链路 ev的数据包也通过链路 e},使用 OSPF协议和路由表可以确定节点 v的各条链路 
ev的相关链路集 R(ev). 

定义 2. 给定无向图 G=(V,E)中任意顶点 v的各条边 ev的相关链路集 R(ev),那么顶点 v的流划分是边集 E(v) 
的一个划分: ( ) ( ) ( ) ( )vEvEvEvE k∪∪∪= ...21 且对任意 kji ≤≠≤1 有 ( ) ( ) ∅=vEvE ji I 并满足非重叠流特性,即不

存在 kji ≤≠≤1 使得有 ( )vEe iv ∈ , ( )vEe jv ∈′ 而 ( )vv eRe ′∈ 或 ( )vv eRe ∈′ .其中 ( )( )kivEi ≤≤1 称为顶点 v 的流划 

分元素.k取最大值的流划分称为顶点 v的最大流划分,k取最小值 1的流划分称为顶点 v的最小流划分. 
由定义 2 可知:对图 G=(V,E)的顶点集 V 中的任意顶点 v,若 Ei(v)是其流划分元素,则关于 Ei(v)中的各边流

守恒方程成立,即流进=流出.这样,对每个顶点可能可以建立多个约束方程,基于这些约束方程,也许能够进一步
减少监测节点数量或监测链路数量. 

定义 3. 假定无向图 G=(V,E)满足对任意 v∈V有 d(v)≥2,称W⊆V是图 G的基于最大流划分的弱顶点覆盖集,
当且仅当执行以下操作能使 E中所有边可以被标记. 

(1) 标记所有与W 中顶点相关联的边. 
(2) 若某个顶点 v的某个最大流划分元素中只有一条边尚未被标记,则标记剩下的这条边. 
(3) 重复第(2)步,直到不能再标记新的边为止. 
所以,求图 G 关于链路实际使用带宽的测量集的问题便归结为求图 G 的基于最大流划分的弱顶点覆盖集

的问题.基于最大流划分的弱顶点覆盖的规模就是 S 中的顶点数.基于最大流划分的弱顶点覆盖问题就是寻求
给定图中的最小规模的基于最大流划分的弱顶点覆盖问题.因此,有效监测问题的目标就是求图的最小基于最
大流划分的弱顶点覆盖集,即求解基于最大流划分的弱顶点覆盖问题. 

但是已经证明求解弱顶点覆盖问题和基于最大流划分的弱顶点覆盖问题是一个 NP 难的问题[5],至今尚无
多项式时间的求解算法.令 d 是图 G 中顶点的最大度,我们利用贪婪策略给出了一个求最小弱顶点覆盖集的近 
似算法,并证明了该算法具有比界 ( )1ln2 +d ,时间复杂性为 O(|V|2)[1].同样利用贪婪策略,Yong Zhang 和 Hong 
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Zhu 根据有关环路空间的性质,得到了近似程度为 1ln +d 的算法[6].本文利用原始对偶方法设计了新的求解弱
顶点覆盖问题算法,证明了该算法具有比界为 2,时间复杂性为 O(|V|2).并进一步构造和分析了求解基于最大流 
划分的弱顶点覆盖问题的算法,证明了算法的比界为 2D,其中 D是图 G节点包含的最大流划分个数. 

利用原始对偶方法进行近似算法分析和设计,首先描述问题的整数规划形式,然后利用松弛条件分析问题
的原始可行解和对偶可行解 .对于原始规划形式目标为求极小的情形 ,如果我们可以证明问题原始可行解

PAnswer 和对偶可行解 DAnswer ,满足约束 ( )1/ >≤ ααPD AnswerAnswer ,则我们可以构造一个比界为α 的近似

算法[7]. 
本文第 1 节研究有关弱顶点覆盖的性质并引入一些基本定义和定理,证明弱顶点覆盖集合的一些不等式

约束关系,这些约束关系用来导出问题的原始和对偶规划形式.第 2 节基于原始对偶方法构造求解最小弱顶点
覆盖集的近似算法,并证明近似算法比界为 2.第 3 节将算法用于求解基于最大流划分的最小弱顶点覆盖集问
题,并给出算法的比界 d2 .最后是总结. 

1   弱顶点覆盖集的性质与约束关系 

对 G=(V,E)而言,考虑节点集合 ( )VSS ⊆ ,记 ( ) ( )( ){ }SvuEvuvuSE ∈∈= ,,,, , ( ) ( )( )SESSG ,= .显然 ( ) EVE = , 

( ) ( )EVVG ,= . 
引理 1. 假定无向图 G=(V,E)满足对任意 v∈V 有 d(v)≥2,则 W⊆V 是图G 的弱顶点覆盖集,当且仅当 G(V′)

是森林,其中 V′=V−W(证明见参考文献[1]). 

对图 G=(V,E)而言 ,称集合 ( ){ }的弱顶点覆盖集合是图 EVGWVWW ,, =⊆ 为图 G 的弱顶点覆盖集族 ,记为

( )GΩ .若集合 ( )GW Ω∈ ,对任意节点 Wv∈ 满足 { } ( )GvW Ω∉− ,我们称W 是图 G=(V,E)的极小弱顶点覆盖集.若
( )GW Ω∈min ,且满足 ( ) minWWGW ≥→Ω∈∀ ,则我们称 minW 是图 G=(V,E)的最小弱顶点覆盖集 ,并记

( ) minWV =β . 

引理 2. 假定 ( )GW Ω∈ ,若顶点 Wvx ∈ 不属于图 G=(V,E)的圈中,则 { }xvW − 也是图G 的弱顶点覆盖集. 

证明:考虑图G的子图 ( ) ( )EVVG ′′=′ , ,其中 V ′=V−W, ( )( ){ }VvVuEvuvuE ′∈∧′∈∧∈=′ ,, ,根据引理 1,要证明

{ }xvW − 也是 G 的弱顶点覆盖集 ,只需证明 { }( )( ) { }( ) ( )xxxx EVvVGvWVG ,=+′=−− 是森林 ,其中顶点 
Wvx ∈ 不属于图 G=(V,E)的圈中. 
由于顶点集W 是图 G=(V,E)的弱顶点覆盖集 ,所以 G 的子图 ( ) ( )EVVG ′′=′ , 是森林 ,其中 V ′=V−W, 
( )( ){ }VvVuEvuvuE ′∈∧′∈∧∈=′ ,, ,注意到 { }xx vVV +′= , ( )( ){ }VvEvvvvEE xxx ′∈′∈′′+′= ,,, ,并且 ( )VG ′ 不含圈 ,

若 { }( )xvVG +′ 含圈,则 xv 必属于图 ( )xx EV , 的圈中,又 ( )xx EV , 是图 G=(V,E)的子图,所以顶点 xv 属于图 G=(V,E)的
圈中,矛盾.故 ( )xx EV , 是森林,根据引理 1, { }xvW − 也是 G=(V,E)的弱顶点覆盖集. □ 
引理 3. 假定 ( )GW Ω∈ ,若W 是图 G=(V,E)的极小弱顶点覆盖集,则具有性质:对任意顶点 ( )Wvv ∈ ,存在基

本圈 vC ,满足 ( ) { }vWCV v =I . 
证明:反之,对任意顶点 ( )Wvv ∈ 假设不存在基本圈 vC 使得 ( ) { }vWCV v =I ,则可能有两种情况: 
情况 1:节点 v不存在基本圈 vC ,根据引理 2,图 { }( )vWVG +− 是树林,根据引理 1, { } ( )GvW Ω∈− ,与W 是图

G=(V,E)的极小弱顶点覆盖集矛盾. 

情况 2:包含节点 v的任意基本圈 i
vC ,满足 { } ii

v TvWCV ∪=∩)( ,其中 ∅≠iT 且 { }vWT i −⊂ ,则删除顶点集
合 { }vW − 及其关联边后,生成图 { }( )vWVG +− 是树林,若不是树林,则存在圈 C ,满足 ∅≠=∩ TWC ,根据W 是
图 G=(V,E)的弱顶点覆盖集以及节点 v的特点, { }vWT −⊆ ,矛盾.所以根据引理 1, { } ( )GvW Ω∈− ,与W 是图
G=(V,E)的极小弱顶点覆盖集矛盾. □ 

我们称节点 ( )Wvv ∈ 满足 { }vWCV v =∩)( 的基本圈为标志圈,并记 ( )vC 是节点 ( )Wvv ∈ 的标志圈族. 
引理 4. 设 ( )GW Ω∈ 是图 G=(V,E)的弱顶点覆盖集合 ,对任意 S,S⊆V, ∅≠)(SE ,则 SW ∩ 是图 ( ) =SG  
( )( )SES , 的弱顶点覆盖集. 
证明:由于 ( )GW Ω∈ ,根据引理 1,图 ( ) ( )( )WVEWVWVG −−=− , 是树林.由于 SWSSWV ∩−=∩− )( ,所以,
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图 ( )WVG − 的子图 ( )( ) ( )SWSGSWVG ∩−=∩− 也是树林.即 SW ∩ 是图 ( ) ( )( )SESSG ,= 的弱顶点覆盖集. □ 
考虑图 G=(V,E),对任意 S,S⊆V, ∅≠)(SE ,记 ( ) ( ) 1+−= SSESα ,则 ( ) 1+−= VEVα . 

定理 1. 若 ( )GW Ω∈ ,则 ( ) ( ) WVvd
Wv

+≥∑
∈

α . 

证明:若 ( )GW Ω∈ ,令 WVV −=′ ,根据引理 1, ( ) ( )EVVG ′′=′ , 是森林,所以 1−′≤′ VE ,其中: 

( )( ){ }VvVuEvuvuE ′∈∧′∈∧∈=′ ,, . 

注意到, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑∑∑
∈∈

′
′∈∈′−∈∈

−′−≥−′−=−==
WvWv

V
VvVvVVvWv

vdEEvdEEvdvdvdvd 22 ,即 

 ( ) EEvd
Wv

′−≥∑
∈

,由 1−′≤′ VE 可知: ( ) ( ) ( ) WVVVVEVEvd
Wv

+=′−++−=+′−≥∑
∈

α11 . □ 

若 minW 是图 G=(V,E)的最小弱顶点覆盖集,并记 ( ) minWV =β .根据定理 1有 

 ( ) ( ) ( )VVvd
Wv

βα +≥∑
∈

 (1) 

定理 2. W 是极小弱顶点覆盖集,则 ( ) ( ) ( )( ) 22 −+≤∑
∈

VVvd
Wv

βα . 

证明 :记 ( ) ( )( ) ( ){ }WVvWuGEvuvuG −∈∈∈= ,,,,χ ,令 WVV −=′ , δ 表示图 ( ) ( )EVVG ′′=′ , 的连通度 ,满足

EV ′−′=δ ,则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )GEEGvdvdvdvdvd
WVv

WV
VvWVvVvWv

χχ −′−=−−=−= ∑∑∑∑∑
−∈

−
∈−∈∈∈

22 . 

而 ( ) ( )( ) ( )VVEVV ββα 22222 +−=−+ ,故只需证明 ( ) ( )VWG βδχ 222 −+≥ . 

根据引理 3,对任意顶点 ( )Wvv ∈ ,存在节点 v的标志圈族 ( ) ( )( )∅≠vCvC .考虑子图 ( )WVGCH −∪= ,其中

( )
∑ ∑
∈ ∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∪=

Wv vCc
cC ,记 ( ) ( )( ) ( ){ }WVvWuHEvuvuH −∈∈∈= ,,,,χ ,由于 GH ⊆ ,所以 ( ) ( )GH χχ ≤ ,故只需证明

( ) ( )VWH βδχ 222 −+≥ .注意到, C是节点 v的标志圈集合,令 CCdis ⊆ 是非相交标志圈的并,对应节点集合记

为 disW ,则 ( )VWdis β≤ .所以我们只需证明 ( ) δχ 22 +−≥ disWWG .注意到, disC 应该与 ( )WVG − 各个连通子图相

连,所以 ( ) δχ 22 +−≥ disWWG . □ 

根据引理 4,对图 G=(V,E)而言,若 ( )GW Ω∈ ,则对任意 S,S⊆V, ∅≠)(SE , SW ∩ 是图 ( ) ( )( )SESSG ,= 的弱顶

点覆盖集,结合定理 1有 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )SSSSSEvd

SWv
S βαβ +=++−≥∑

∩∈

1  (2) 

2   弱顶点覆盖集的整数规划描述与算法分析构造 

对图G=(V,E)而言,记 { }nvvvvV ,...,,, 321= ,引入变量 { }( )Vvxv ∈∈ 1,0 ,对于 ( )GW Ω∈ ,当 vx 取值 1时表示节点 v
属于弱顶点覆盖集 W,当 xv取值 0时表示节点 v不属于弱顶点覆盖集 W. 
根据式(1),构造求解图 G=(V,E)最小弱顶点覆盖集合的原始规划形式如下: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
{ }( )Vvx

SEVSSSxvd

x

v

v
Sv

S

Vv
v

∈∈

≠⊆∀+≥∑
∑

∈

∈

1,0

0,:st

Min

βα  (Primal) 

若原始的整数规划问题的可行解不是弱顶点覆盖集合,则存在图 G=(V,E)的某个圈 Cx 满足:存在节点 v, 

xCv∈ 使得 0=vx .对于 ( )( )0, ≠⊆ xxx CEVCC ,约束方程式 ( ) ( ) ( )xxv
Cv

S CCxvd
x

βα +≥∑
∈

的左边为 0,右边因为 Cx 含

圈,故α(Cx)≥1,矛盾.所以原始整数规划问题(primal)的可行解是图 G=(V,E)的弱顶点覆盖集合. 
根据对偶定理,问题原始整数规划的对偶形式如下: 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )0,0

1:st

Max

:
≠⊆≥

∈≤

+

∑
∑

∈

SEVSy

Vvyvd

ySS

S

S
SvS

S

S
Sβα

 (Dual) 
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构造算法如下: 
ComputeSetByPrimalDual(G=(V,E)) 
{ 
  (1) Y←0 
  (2) i←0 
  (3) W←∅  /*表示初始弱顶点覆盖输出集为空*/ 
  (4) ( ) 1←vw ( Vv ∈∀ )  /*对任意属于V 中的顶点 v分配初始权重*/ 
  (5) GGi ← ( ( )iii EVG ,= ) 
  (6) while W is not feasible for G  /*判断W 是不是 G弱顶点覆盖集合*/ 
  { 
   (*) Increase 

iVy  until ( ) ( )∑
∈

=∈∃
SvS

iSiSii
i

vwyvdVv
:

:  

   (10) { }ivWW ∪←   /*添加节点 iv 到集合W */ 
   (11) 对 iG 反复删除度不超过 1的所有顶点及其相关联的边,直到不能再删除新的顶点和边. 
   (12) 1+← ii  
  } 
  for ij ←  downto 1  /*保证W 是极小弱顶点覆盖集*/ 
   (13) if { }ivW − 是弱顶点覆盖集合则 { }ivWW −←  
  return W  
} 
假设while循环执行 n次,令集合 { }nvvvW ,...,, 21= ,由于初始令 0←Y ,方程式 ( ) ( )∑

∈

=∈∃
SvS

iSiSii
i

vwyvdVv
:

: 中

我们不需要枚举所有的V 的子集,只需考虑集合 iV ( ni ≤≤1 ),即 ( ) ( )∑
=

=∈∃
i

j
iViVii vwyvdVv

jj
1

: . 

所以步骤(*)等价于 

  
( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )
ε

ε
ε

=
−=→∈∀

=∈=

i

i

V

iiii

iiiiiGi

y
vdvwvwVv

vdvwVvvdvw

  (9)
*  (8)

//min  (7)
 

定理 4. 假设 *U 是图 G=(V,E)的最小弱顶点覆盖集, U 是算法输出的 *U 的近似最优解,那么 *2UU < . 

证明:不失一般性,假定问题的原始规划形式最优解为 OPTP,对偶形式的最优解为 OPTD,根据对偶定理
(duality theorem)有 OPTP=OPTD. 

假定 0≥Sy ( ( ) 0, ≠⊆ SEVS ),则 ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑ ∑∑∑

>∈>>∈ ∈>∈∈ 0:0:0: :0: vSvv xVv
vS

yS
S

xVv
vS

SvS
S

xVv
v

Vv
v xvdyxyvdxxU . 

根据式 2,对任意 S,S⊆V考虑子图 ( ) ( )( )SESSG ,= ,有 ( ) ( ) ( )( ) 22 −+≤∑
∩∈

SSvd
SWv

S βα , 

所以 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) *

0:0:
222222 UOPTOPTySSSSyxU PD

yS
S

yS
S

Vv
v

SS

==≤+<−+≤= ∑∑∑
>>∈

βαβα . □ 

定理 5.在输入为 G=(V,E)时,算法的时间复杂性为 O(|V|2). 
证明:假设集合 W用链表 L表示,向量 Y用动态数组表示 A,图 Gi用邻接矩阵 M表示,并用数组 D记录图中 

各顶点的度,用链表 Q 记录图中度为 1 的顶点的编号,并引入中间整数变量 d 记录循环中 ( ) Wvd
Wv

−∑
∈

的数值.

那么,语句(1)~(3)需常数时间;语句(4)的时间复杂性为 O(|V|);语句(5)初始化矩阵 iG 的时间复杂性为 O(|V|2);初
始化链表 Q 需常数时间.因为每次循环至少去掉一个顶点,所以循环次数最多为 O(|V|).借助中间变量 d,根据定
理 1 判断 W 是不是 G 弱顶点覆盖集合只需常数时间,即语句(6)循环是否结束的判断需要常数时间.借助数组
D,语句(7),(8)执行一次的时间复杂性为 O(|V|).语句(9),(10)执行一次需常数时间.语句(11)的执行包括当链表 Q
非空时反复从中取出 j,置D[j]=0,然后扫描邻接矩阵 A的第 j行,对任意 1≤k≤|V|,若M[i,k]=1,则置M[i,k]=M[k,j]=0
并置 D[k]=D[k]−1,这时若有 D[k]−1,则将 k 加入链表 Q.对从 Q 中取出的每个 j,执行上述工作的时间复杂性为
O(|V|).另一方面,在算法的整个执行过程中,每个顶点的编号最多加入链表 Q 一次,所以从 Q 中取出的编号的总
数最多为|V|,因此执行语句(11)的总时间复杂性为 O(|V|2).语句(12)执行一次需常数时间.语句(13)的时间复杂性
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为 O(|V|),且至多循环|V|次.综上所述,算法的时间复杂性为 O(|V|2). 

3   求解基于最大流划分的弱顶点覆盖集 

对图 G=(V,E)而言,已知集合V 中的任意顶点 v的流划分元素,考虑图 ( )ppp EVG ,= , { }mp ppppV ,...,,, 321=

表示图 G 的所有流划分元素 .边集 E 到 pE 上的映射 f ,满足 :若 ( ) ( ) ( )( )vEeuEevueEe ∈∧∈=∈ ,, ,其中

( ) ( )( )pEuEuE ∈ 和 ( ) ( )( )pEvEvE ∈ ,分别是节点 u和 v的流划分元素,则 ( ) ( ) ( )( )vEuEefep ,== .显然,映射过程可以

在多项式时间内实现.我们称图 Gp是图 G 的基于最大流划分的构造图.定义映射 g:Vp→V,对于 Vp(vp∈Vp),g(vp)
表示流划分元素 vp对应于图G 中的顶点.并记 ( )( )VvvP ∈ 表示顶点 v最大流划分中包含的所有流划分元素. 

对图 G=(V,E)的基于最大流划分的构造图 Gp=(Vp,Ep)而言,引入变量 xp∈{0,1}(v∈Vp),对于图 G 的基于最大
流划分的弱顶点覆盖集 W而言,当 xp取值为 1时表示流划分元素 p对应的节点 g(p)属于集合 W,当 xp取值为 0
时表示流划分元素 p对应的节点 g(p)不属于集合 W.引入变量 yv∈{0,1}(v∈Vp),当 yv取值为 1时表示节点 v属于
集合 W,当 yv取值为 0时表示节点 v不属于集合 W. 

根据式(1),构造求解图 G=(V,E)基于最大流划分最小弱顶点覆盖集合的原始规划形式如下: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

{ }( ) { }( )VvyVpx
vPpVvyx

SEVSSSxpd

y

vpp

vp

ppp
Sp

S

Vv
v

∈∈∈∈
∈∀∈∀≤

≠⊆∀+≥∑
∑

∈

∈

1,0,1,0
2  ,

1  0,:st

Min

βα  (Primal) 

约束条件 1保证选择的流划分元素集是图 Gp的弱顶点覆盖集合.约束条件 2保证若节点 Vp(vp∈Vp)属于图
Gp的弱顶点覆盖集合,则对应的节点 v(v=g(vp))应属于图 G基于流划分的弱顶点覆盖集. 

根据对偶定理,问题原始整数规划(primal)的对偶形式如下: 
( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )( )0,0

1

0:st

Max

:

≠⊆≥
=∀≤

∈∀≤−

+

∑
∑

∈

SEVSa
Vvb

Vpbapd

aSS

ppS

v

pvS
SpS

S

S
Sβα

(Dual) 

根据问题的对偶形式,可以构造求解基于最大流划分的弱顶点覆盖算法如下,算法分为两个步骤:首先应用
算法 ComputeSetByPrimalDual求图G 的基于最大流划分的构造图 Gp的弱顶点覆盖集合,记 *

pU 是图 Gp的最小

弱顶点覆盖集, pU 是算法输出的关于图 Gp最小弱顶点覆盖集的近似最优解.根据定理 4,且满足: *2 pp UU < .然

后对图G 节点集合V 结合流划分元素集合 pU 进行扫描,若节点 ( )Vvv ∈ 存在流划分元素 pv Up ∈ ,则将节点 v列

入图G 基于最大流划分的弱顶点覆盖集W .根据定义 3,扫描集合V 和 pU 得到的W 是图G 基于流划分的弱顶

点覆盖集. 
定理6. 假设 *U 是图G=(V,E)的基于流划分的最小弱顶点覆盖集, U 是算法输出的 *U 的近似最优解,那么 

*2 UdU < ,其中 D是图G 节点包含的最多流划分个数. 

证明:记 *
pU 是图 Gp 最小弱顶点覆盖集合,记 *U

P 是图 G=(V,E)的基于流划分的最小弱顶点覆盖集 *U 在图

Gp 中对应的流划分元素集合,满足 *
* UDP

U
≤ .又根据定义 3, *U

P 是图 Gp 的弱顶点覆盖集合,有 *
*

Up PU ≤ ,即

** UdU p ≤ . 

注意到, pU 是算法输出的关于图 Gp 最小弱顶点覆盖集的近似最优解,由于 *2 pp UU < ,根据算法性质有

pUU ≤ ,故 ** 22 UDUUU pp ≤<≤ ,所以 DUU 2/ * ≤ . □ 

若图 G 用邻接矩阵表示,构造其基于最大流划分的构造图 Gp的时间复杂性为 O(|V|2),根据定理 5 求解 Gp

最小弱顶点覆盖集的近似最优解 Up的时间复杂性为 O(|V|2),对图 G 节点集合 V 结合流划分元素集合 Up采用

链表进行扫描的时间复杂性至多为 O(|V|2),不难得出图 G 的基于最大流划分的弱顶点覆盖集的近似算法的时
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间复杂性也为 O(|V|2). 

4   总  结 

注意到算法中我们给顶点分配初始权重为1,不难分析,对于求解以下形式的弱顶点覆盖问题[6](基于最大流
划分的弱顶点覆盖问题),算法仍然有效. 

已知图 G=(V,E),满足对任意 Vv ∈ 有 ( ) 2≥vd ,记 ( )vw 是定义在顶点集合V 上的非负实函数, Ω是图G 的弱
顶点覆盖集族(基于最大流划分的弱顶点覆盖集族).定义 Ω上的一个实函数 ( ) ( )∑

∈

=
Xv

vwXw .目标是确定一个 

0X 使得 ( ) ( )XwXw X
Xv

Ω∈
∈

=∑ min0 . 
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