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Abstract: 3D object fusion provides an easy way to generate novel models from two or more existing geometric 
models by using 3D cutting and pasting operations. As a new kind of geometric modeling tool, it is now attracting much 
more attention. In this paper, a new montage mesh fusion method based on variational interpolating implicit surfaces is 
proposed. The approach first calculates mesh regions to be fused by cutting original meshes with boundless planes, then 
constructs a variational implicit surface by interpolating mesh regions to be fused and polygonalizes the implicit surface 
to obtain a blending surface between/among original meshes to be fused. Smooth mesh fusion is finally obtained by 
cutting away unwanted portions of the blending surface and performing topology merging operations. Compared with 
current methods that fuse mesh objects by directly connecting mesh regions to be fused, this approach has the 
advantages of no restriction on topologies of the mesh regions to be fused, and thus enabling the fusion among multiple 
objects, fast running speed with robustness, and easiness to use. The approach shows a promising future in applications 
for geometry modeling as well as computer animation. 
Key words: mesh fusion; variational implicit surface; topology merging; geometry modeling; animation 

摘  要: 三维物体融合利用三维模型之间的剪贴操作从两个或多个现有的几何模型中光滑融合出新的几何
模型.作为一种新的几何造型方法,它正受到越来越多的关注.提出一种基于变分隐式曲面的网格融合新方法.首
先利用平面截面切出网格物体的待融合边界,然后通过构造插值待融合网格物体边界的变分隐式曲面并对其
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进行多边形化,得到待融合网格物体间的过渡曲面,最后通过剪切掉过渡曲面的多余部分及拓扑合并操作以实
现过渡网格曲面与原始网格间的光滑融合.与现有的直接连接待融合网格物体边界以实现网格融合的算法相
比,该方法不仅突破了对待融合物体的拓扑限制,允许多个物体同时进行融合,而且算法计算快速、鲁棒,使用方
便,展示出良好的应用前景. 
关键词: 网格融合;变分隐式曲面;拓扑合并;几何造型;动画 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

多边形网格融合技术是从几何造型、计算机动画等领域中派生出来的新技术,其目的是针对多边形网格物
体,借用现有的物体模型快速、准确地构造出兼有原始模型特点但又不同于原始模型的新模型.随着几何造型、
计算机动画等领域的多年积累及三维扫描技术的发展,目前已有大量的多边形网格模型,如何利用“重用”思想,
借助现有模型快速构造出新模型,对于提高设计人员创作新模型的效率,具有相当重要的现实意义. 
从本质上说,可以将三维物体融合问题视为三维几何模型的“剪贴”问题,亦即从一个(或多个)物体上“剪切”

出一块(或多块),然后“粘贴”到其他物体上.在三维物体上进行剪贴的思想源于特征造型领域[1,2].Ranta 等人提
出了一种针对边界表示(B-reps)模型的基于特征的设计方法[1].该方法通过剪切模型的一部分交互定义新的特
征,所剪切的结果边界特征可粘贴到其他模型中,且在粘贴过程中,可局部修改边界特征几何.由于特征剪贴的
目标是解决机械产品的特征设计问题,Ranta 等人没有考虑粘贴后模型边界的光滑性问题.然而,对于一般意义
上的物体融合,在进行剪贴操作时,物体粘贴边界的光滑连续性问题却是不可回避的. 
解决物体粘贴边界光滑性问题的方法之一是采用隐式曲面[3−10],比如 Pederson 提出的剪贴隐式曲面的方

法[3],但该方法只适合原始物体均为隐式曲面表示的物体.Chan等人提出了针对 B样条曲面的剪贴方法[11],该方
法要求原始物体均为 B样条曲面,也不能处理多边形网格.Singh等人提出了采用过程隐式曲面来连接多面体的
方法[12],但该方法仅适用于待融合区域为星形物体的情形.Museth等人提出了一种基于 level set的曲面编辑算
子来实现局部和全局封闭曲面编辑[13],该方法可实现网格融合,但由于 level set是一种体表示,该方法必须先把
网格物体转换为体表示,处理完以后再从体表示转化回来.事实表明,这种间接方法除了速度慢以外,多次模型
转换亦不可避免地导致模型细节的丧失.Biermann 等人提出了一种基于多分辨率细分曲面将特征剪切到目标
区域的方法[14],但该方法对特征和目标区域的复杂度有较强的依赖性,难以处理复杂物体间的融合问题. 
相对而言,Kanai 等人提出的基于全局调和映射的网格融合是一种比较实用的方法[15].该方法首先利用变

形思想建立网格顶点之间的对应关系,然后插值对应点产生一个光滑的中间物体.为了解决对应问题,算法把一
个拓扑同构于圆盘的三维网格调和映射到一个外接于单位圆的二维正多边形内[16−19].虽然物体融合只发生在
局部区域,但该方法求解过程却是全局的.若原始物体包含的点很多,求解计算量就会很大.而且由于奇异情形
多,算法的稳定性难以保证.为了克服该方法的缺点,根据三维剪贴操作通常只影响局部区域的特点,刘刚等人
提出了一种基于局部调和映射的网格融合算法,并提出了一种基于网格上近似等距线计算的待融合区域抽取
算法[20]. 
然而,上述算法或者难以处理一般多边形网格,或者虽然能对多边形网格进行处理,但却存在着严重的拓扑

限制.文献[14,15]中的算法都假设待融合的物体拓扑同构于圆盘,如果这个条件不满足,算法将失效,更不用说在
两个不同拓扑的网格间进行融合了.文献[20]中的方法由于只进行局部网格融合,所以只需假设待融合物体的
边界处能选出一个拓扑同构于环的局部区域.这在一定程度上能降低拓扑限制,但并不彻底.我们注意到,在融
合物体时,既可以直接把待融合物体的边界相接,也可以在物体间加入一个与原物体光滑相连的过渡物体,只要
这个过渡物体能同时满足插值待融合物体的边界且本身足够光滑的条件即可.构造过渡物体的过程实际上是
一个曲面插值的过程.在本文中,我们采用变分隐式曲面进行曲面插值,这是因为变分隐式曲面方法能产生任意
拓扑的光滑的封闭曲面[10].由于采用了构造过渡物体的间接融合方法,这使得突破传统网格融合方法在拓扑上
的限制,对多个复杂网格物体同时进行融合成为可能. 
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1   方法概述 

不同于以往网格融合方法中直接连接待融合物体边界的做法,我们将网格物体的融合视为在待融合物体
之间加入一个光滑插值待融合物体边界且自身足够光滑的过渡曲面的过程.为此,我们将整个网格物体融合算
法分为以下 3步: 

• 预处理:将每一待融合物体分别用截面切出其待融合区域的边界(如图 1(a)所示). 
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(a) (b) (c) (d) 

Fig.1  Schematic of our mesh fusion algorithm 
图 1  网格物体融合算法过程示意 

• 构造中间过渡曲面:构造能插值待融合物体边界的中间过渡曲面,并将其多边形化.由于变分隐式插值曲
面既能插值给定的约束点,又能产生任意拓扑的光滑曲面,因此,我们采用它作为构造中间过渡物体的工
具,通过插值待融合物体边界上的顶点得到相应的隐式方程,并使用隐式曲面多边形化算法从中抽取出
过渡曲面(如图 1(b)所示). 

• 后期修正:局部修正上一步生成的过渡多边形网格.因为所定义的插值点只是待融合物体边界上的顶点,
所以变分隐式曲面虽然会精确插值这些边界点,但一般不会与截面吻合,必定会有一部分超出截面,因此
需要用原来的截面截过渡物体,去除过渡多边形网格中多余的部分(如图 1(c)所示).同时,由于隐式曲面
多边形化程序并不能总是保证所生成的多边形网格正好经过这些待融合物体边界上的顶点,还需要在
边界处将过渡物体和原始物体进行拓扑合并,使其边界能无缝融合(如图 1(d)所示). 

2   基于变分隐式曲面的过渡曲面构造 

曲面插值问题可表述为:给定 3R 中曲面 M 上的 n个离散点 { } n
iiii zyx 1 ),,( = ,找到一个合理插值M的曲面 M ′ .

常见的方法是用一个隐式函数 表示曲面), zf ,( yx M ′ ,如分片低次代数曲面或分片参数样条曲面[5].为了拟合

激光扫描数据,Turk 等人尝试使用变分隐式插值曲面方法[10].传统隐式曲面方法与变分隐式曲面方法的根本区

别在于前者是拟合型的,而后者是插值型的.我们借鉴 Turk等人的方法,利用变分插值隐式曲面构造三维网格物

体融合所需的过渡曲面,具体分为以下 3 步:建立带符号的距离函数、生成过渡隐式曲面及生成过渡曲面的多

边形网格表示. 

2.1   带符号的距离函数的建立 

对于曲面插值问题 ,我们期望找到一个隐式函数 以定义曲面f M ′ ,并且在曲面 M 上的 n 个离散点

上满足方程: { n
iiii zyx 1 ),,( =}

 ,0),,( =iii zyxf  , :ni ,...,1= ),,( iii zyx M 上的点 (1) 

为避免得到无用解 ,需增加不在0≡f M 上的点,并赋予它们非零值: 
 ,0),,( ≠= iiii dzyxf  ,,...,1 Nni +=  :不在),,( iii zyx M 上的点 (2) 
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f 的一个明显选择就是带符号的距离函数,其中 代表点与曲

面的最近距离.实践表明,一种好的处理方法是在曲面
id

M 上的点的两
侧各扩充一个不在曲面 M 上的点.具体扩充方法是沿着曲面 M 法
向投影一段小的距离,因此也称不在曲面 M 上的点为法向点(normal 
point)(如图 2 所示).当法向点在曲面 M 内部时, 为正,当法向点在
曲面

id
M 的外部时, 为负. id
给定一系列零值点和非零值点,曲面插值问题就变成了散乱点

插值问题:给定离散节点集合 { } 3
1 RC N

ii ⊂= =c  ( c 代表一个约束点的几何位置)和函数值的集合 ,找到

插值函数 使得 

i { } Rf N
ii ⊂=1

ifRs →3: ,

 Normal points 
Surface 

Points on surface 

Fig.2  Construction of normal points 

图 2  法向点的构造 

 , ii fs =)(c Ni ,...,1=  (3) 

对于三维网格融合问题,假设所有待融合物体的边界顶点集合为 { }00
2

0
1 ,...,, nvvv=V ,将这些点加入约束点集

合 ,由于它们是待融合网格的边界点,过渡曲面需插值这些点,所以为它们赋予距离值 0;同时在每个边界顶点
的两侧沿着待融合网格的法向各增加一个法向点到集合 C中,并将这两个顶点记为 v .不妨设 v 在曲面

内部,给它赋距离值 1; 在曲面外部,给它赋距离值−1. 

C
0
iv 21, ii v 1

i
2
iv

2.2   隐式曲面的生成 

薄板插值(thin-plate interpolation)是解决上述散乱点插值问题的方法之一.考虑二维的情况:给定 k 个散乱
的位于 xy 平面上的约束点 { ,每个约束点都有一个对应的高度值 { ,构造一个光滑的曲面
在约束点处满足对应的高度值.定义能量函数如下: 

},...,, 21 kccc },...,, 21 khhh

  (4) yxsssE yyxyxx dd)2(
 

222∫ ++=
Ω

该能量函数是函数 在)(xs Ω (一般来说是平面的一部分)上的综合曲率(aggregate curvature).曲面上任何一个

皱褶都会导致较大的 值,而没有这些高曲率区域的光滑曲面具有较低的 值.这个插值问题的薄板插值解需
要满足所有的约束条件,并且使得结果曲面的 值尽可能小.因为求解上面的约束问题需要利用到数学上一个
叫做变分学(variational calculus)的分支,所以薄板技术也被称作变分方法. 

E E
E

求解散乱点插值问题最常用的是有限元法和有限差分法.这两种方法均将区域 Ω 离散为一些小元素,并在
这些元素之上定义局部基函数[21−24].通过将基函数进行线性组合,并给每个基函数赋以合适的权值就能得到准
确解或逼近解.尽管它们适用于很多问题,但由于其固有的离散属性,因此,会给最后的曲面带来瑕疵(artifact). 
另一种常用的求解方法是以中心点位于约束点的径向基函数(radial basis function)的形式表达解.径向基

函数是关于中心点径向对称的函数,在函数逼近中得到广泛应用.尤为重要的是可通过选择径向函数来自动求
解微分方程,比如说解上面有关能量的微分方程.对于二维的散乱点插值可选择下面的径向基函数: 

 )  (5) log()( 2 rrr =φ

这个函数也称为薄板径向基函数.对于三维的情况,能量函数变为 

  (6) zyxssssssE yzxzxyzzyyxx ddd)222(
 

222222∫ +++++=
Ω

此时可以选择 rr =)(φ 作为径向基函数.由曲面插值转化而成的散乱点插值问题正可以用这种基于径向基

函数的方法来求解: 

  (7) ∑
=

−+=
N

j
jjps

1
|)(|)()( cxxx φλ

其中 是一个低次多项式 , 是约束点的位置 ,也称径向基函数的中心点 .p jc jλ 是每个基函数的权 .当选择

r=r)(φ 作为基函数时, 是一个一次多项式,用来组成函数p s的线性和常量部分,具有下面的形式: 
 zpypxppp 3210)( +++=x  (8) 

通过求解 jλ 和函数 的系数就可以构造出既精确插值约束点又最小化能量函数的函数来.为了解出p jλ 和

函数 ,将方程式(3)代入式(7)中得到: p

  



 2004 Journal of Software  软件学报  2005,16(11)    

  (9) ∑
=

−+=
N

j
jijii pf

1
|)(|)( ccc φλ

由于这个方程只是关于未知数 jλ 及函数 的系数的线性方程,所以可以作为一个线性系统进行求解.假设

约束点 的坐标为 ,并记

p

ic ),,( z
i

y
i

x
i ccc )( ji cc −φ 为 ijφ ,则方程式(9)可用矩阵形式表示为: 

  (10) 
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将第 2.1 节中建立的约束点集合 中的所有元素和对应的距离值代入方程式(10)中,即可求出相应的描述
过渡曲面的隐式函数.这一隐式曲面即是所谓的基于径向基函数的变分隐式曲面,目前已广泛应用于曲面的表
示与重建、形状过渡、虚拟雕刻等领域中

C

[10]. 
可以看出,方程式(10)所描述的线性系统是对称且半正定的,因此存在唯一解.需要注意的是,其中矩阵的条

件数会随着约束点数目的增加而增加,这会增加系统的不稳定性.然而,在我们的三维网格融合的应用中,约束
点总是选为待融合物体边界上的点,数目不会太大,自然,矩阵的条件数也不大,因此一般不会影响过渡曲面的
生成. 

2.3   过渡曲面的多边形网格表示 

一旦得到光滑过渡曲面的隐式方程,即可利用一般的隐式曲面多边形化算法,从隐式方程中通过抽取等值
面生成过渡曲面的多边形网格表示.我们采用的是 Bloomenthal提出的隐式曲面多边形化算法[25]. 

3   算法前期及后置处理 

3.1   截面与网格物体的快速求交 

对于待融合的网格物体而言,为了截出其待融合的边界,必然涉及到大量的截面与多边形的求交计算.如果
盲目地将截面与多边形网格上的每一个面逐一进行求交,必将导致大量不必要的计算. 
不妨假设截面为无穷平面,并假设所采用的网格模型为三角形网格,那么截面与三角形网格的交必然会形

成一个或多个多边形(我们将每个这样的多边形称为原始轮廓),并且在截面与原始轮廓之间的对应关系既可能
是一对一,也可能是一对多.因此,期望自动计算出所有的截面与三角网格的交点,并将这些交点分类到每个原
始轮廓不仅有一定的难度,而且会不可避免地引入无谓的计算.因此,为了快速、鲁棒地解决复杂稠密网格与截
面求交的问题,我们在求交初始阶段采取了用户干预的做法,以便在求交的过程中自动根据网格拓扑关系进行
跟踪,大幅度节省求交计算时间.具体做法如下:首先,通过观察,由用户在每个所需的原始轮廓附近拾取一条一
定与截面相交的种子边,进而利用种子边得到一个与截面相交的三角形(我们把这个三角形称为种子三角形),
借助种子三角形,即可方便地进行求交的局部计算以及原始轮廓对应顶点的自动跟踪.如图 3 所示,图 3(a)是待
融合三角形网格模型与截面,其中箭头所指的线段表示截面法向;图 3(b)中箭头所指的线段表示所拾取的种子
边;图 3(c)中箭头所指的线段表示所求出的原始轮廓,即待融合的网格边界之一. 
由于采用了基于种子边引导的求交算法,求交计算得以局部化,且交点与原始轮廓的对应关系可自动跟踪

得到,从而保证了截面与待融合网格的求交过程能快速、准确地完成. 
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Fig.3  Intersection testing between section and mesh object guided by seed edge 
图 3  基于种子边引导的截面与网格物体的求交 

3.2   后期修正 

与直接连接待融合网格所得到的过渡面与待融合网格的边界相一致不同的是,我们所生成的变分隐式曲
面往往会超出待融合网格的边界而与待融合网格相干涉.因此,需要利用生成待融合边界的截面切除过渡多边
形网格中多余的部分.与截面与原始待融合网格相交形成原始轮廓类似,截面与过渡三角形网格之间也会相交
形成一个或多个多边形(我们将每个这样的多边形称为过渡轮廓).过渡轮廓与原始轮廓一一对应,且形状相似,
但一般而言,由于在利用隐式曲面多边形化程序生成过渡三角形网格时并不能总是保证所生成的网格正好经
过原始轮廓的顶点,即过渡轮廓与原始轮廓不会自然吻合(如图 4所示),因此需要在边界处将过渡物体和原始物
体进行拓扑合并,使其边界能无缝融合(如图 5所示). 
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Fig.4  Example of original contour and blending contour 

图 4  原始轮廓与过渡轮廓示例 
Fig.5  Topology merging of boundary 
图 5  边界拓扑合并 

具体地,边界拓扑合并分为如下两步: 
(1) 通过长度归一化对原始轮廓与过渡轮廓的顶点分别进行参数化. 

记原始轮廓顶点集为 { }11
2

1
1

1 ,...,, nvvv=V ;过渡轮廓顶点集为 { }22
2

2
1

2 ,...,, mvvv=
1
iv

V .首先,分别计算原始轮廓和过

渡轮廓的周长 .接着,任取集合V 中的一点 ,求出过渡轮廓上距离 最近的边,将 投影到该边上,投影

点记为 v (如图 5(a)所示);并记 和 的参数都为 0.于是,将原始轮廓上每一顶点的参数值设置为其沿着原

始轮廓边逆时针到达 所经过的路程与 之比.类似地,将过渡轮廓上每一顶点的参数值设置为该顶点沿着过

渡轮廓边逆时针到达 的路程与 之比. 
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Fig.6  Resampling of triangle 

图 6  三角形重采样 

(2) 重采样边界上两个相邻顶点所在的三角形,合并拓扑.具体
由以下 3步完成: 

A. 检查原始轮廓上顶点 v 和 ,设其参数分别为 和 ,不

失一般性,假设 t ,考察过渡轮廓上其参数位于区间 内的

顶点集合 T . 

1
i

1
1+iv 1t

( 1t

2t

)221 t<
2

1
2 , jj vv +

, t

{ }2,..., kjv +=

B. 若集合 T 非空,将 和 所在的三角形根据集合1
iv 1

1+iv T 内顶点
的位置进行重采样(如图 6所示),反之,继续下一步. 

C. 对于原始轮廓下一对待处理的顶点,重复步骤 A和 B,直至处理完原始轮廓的所有顶点为止. 
对于过渡轮廓可类似处理. 
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4   实验结果 

上述算法已经采用Microsoft Visual C++和 OpenGL在 PC平台予以实现.所采用的 CPU为 Intel P4 1.6GHz,
操作系统为Windows2000.图 7和图 8为算法生成的两个实例.如图 7所示的是人手模型和异形(alien)模型的双
腿之间的光滑融合.如图 8 所示的是人体模型与两个异型的头部之间的光滑融合.从这些例子不难看出,上述算
法不仅可以在具有不同拓扑的网格物体间进行光滑融合,而且可以同时针对多个网格物体进行光滑融合. 

 

 

 
Fig.7  Fusion among a human hand 

and two legs of an alien 

图 7  人手与异形的双腿之间的融合 

Fig.8  Fusion among a human body 
and two heads of an alien 

图 8  人体与两个异形的头部之间的融合 

表 1 列出了有关上述两个实例的统计数据.从表中可以看出,即使对于复杂的多边形网格,算法也仅只需 1
秒左右即可完成过渡曲面的构造及模型的后期修正. 

Table 1  Statistics of testing cases 
表 1  测试实例统计数据 

 Number of objects
to be fused 

Triangle number before 
fusion* 

Triangle number 
after fusion 

Time cost for constructing 
blending surface (s) 

Time cost for post 
processing (s) 

Fig.7 2 14 719 16542 0.625 0.407 
Fig.8 3 7 295 9020 0.281 0.235 

* The triangle number before fusion is the sum of the triangle numbers of all participated objects. 

5   结  论 

多边形网格物体融合技术正越来越受到几何造型、计算机动画等领域的研究者和应用者的关注.针对现有
主流算法难以融合不同拓扑的网格物体,且不能快速对大规模、稠密的多边形网格进行融合的主要缺陷,我们
提出了一种基于变分曲面的网格融合算法.该方法有别于以往直接连接待融合物体边界的做法,通过构造过渡
物体并进行后期修正来间接进行多边形网格融合.方法计算快速,使用方便,突破了当前主流算法中对待融合物
体的拓扑限制,并允许多个物体同时进行融合. 
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