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Abstract: The following three conclusions are found: (1) By regular order-sorted theory morphism being deduced 
to many-sorted theory morphism, both model functors ( )·and ( )# being commutative with φ have been proved; (2) 
Lawvere theorem in Institution of regular order-sorted equational logic is presented; (3) The correspondence among 
initial (terminal) semantics of glued theories and factor theories in Institution of regular order-sorted equational 
logic is clarified. 
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摘  要: 主要考虑了以下 3 个问题:(1) 通过将正则序类理论态射φ延拓为多类型理论态射,得到了模型函子

( )·和( )#都与φ可交换的结论;(2) 获得了正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理;(3) 讨论了正则序类逻辑

Institution 中合并理论与各因子理论的初始和终结语义. 
关键词: 代数语义学;程序规范说明;抽象模型论;范畴论 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

1   引言和预备知识  

Goguen 和 Burstall 为了给说明语言 Clear 提供合理的语义,建立了一种适用于程序规范说明的抽象模型论

——Institution[1].这在模块化程序设计、人工智能、定理机器证明和自然语言的语义描述等方面有很广泛的应

用[2−4]. 
为了解释和描述面向对象程序设计语言中的抽象数据类型及其与子类型之间的继承性(inheritance)关
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系,Goguen 在多类型(many-sorted)代数理论的基础上发展为序类(order-sorted)代数理论[4],将类型之间的序关系

解释为多态操作上保持一致的子类型关系[5].他们引入正则(regularity)的概念,是为了保证序类代数对多态操作

符语义解释的一致性和无歧义性.文献[6]以 Institution 为工具,建立了一种正则序类逻辑 Institution. 
我们知道,Lawvere 定理是 Institution 奠基性定理[1],对自由(liberal)理论的研究尤为重要[7−9].另外,初始与终

结语义是抽象数据类型的两种最为重要的语义模型.应明生和刘富春分别对 Institution 中合并理论和自由合并

理论的初始与终结语义进行了深入探讨[8,9].但是文献[1]明确指出,在多类型逻辑和带等词的 Horn 子句逻辑

Institution 中都有 Lawvere 定理成立,而在一阶逻辑 Institution 中,Lawvere 定理不成立,并且在采用其他的逻辑

作规范说明时初始与终结语义的存在性也不一定能够得到保证 [8].因此 ,我们自然要考虑 :在正则序类逻辑

Institution 中,Lawvere 定理是否成立呢?其初始与终结语义又是否存在?本文的目的就是对上面这两个问题进

行讨论.先利用归约(reduction)定理,将正则序类理论态射φ延拓为多类型理论态射,得到了模型函子( )·和( )#都
与φ可交换的结论,并由此得到了正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理.最后,作为 Lawvere 定理的一个应用,
对正则序类逻辑 Institution 中合并理论与各因子理论的初始和终结语义进行了讨论,将文献[8,9]的一些结论进

行了一定改进. 
引理 1(归约 (reduction)定理 )[4]. 设Σ是凝聚 (coherent)标识 ,Γ是Σ-方程集 ,则存在范畴等价函子 ( )# : 

OSAlg(Σ,Γ)→Alg(Σ#,J∪P(Γ)). 
注记 1. 从文献[4]中的证明过程可知,存在( )·:Alg(Σ#,J∪P(Γ))→OSAlg(Σ,Γ),使得对任意 A∈OSAlg(Σ,Γ )和

B∈Alg(Σ#,J∪P(Γ )),都有 A#=A,B#≌B. 
将多类型逻辑或带等词的 Horn 子句逻辑 Institution 的 Lawvere 定理表述

如下: 
引理 2[1]. 在多类型逻辑或带等词的 Horn 子句逻辑 Institution 中,若

F:T→T ′是理论态射 ,则对于每一个 T-模型 m,存在 T ′-模型 ms 和 T-态射

η:m→F(ms),使得η具有 F 泛性(universal property).即对任意 T ′-模型 n 和 T-态
射ξ:m→F(n),存在唯一 T ′-态射ξ ′:ms→n,使得ξ=η;F(ξ ′).如图 1 所示. 

2   正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理 

为了得到正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理,我们先给出以下定理. 
定理 1. 若φ=(f,g):((S,≤,Σ),Γ)→((S′,≤,Σ ′),Γ ′)是正则序类理论态射,Σ,Σ ′是凝聚标识,则φ可以导出一个多类

型理论态射 
φ′=(f′,g′):((S,Σ# ),J∪P(Γ))→((S′,Σ ′#),J′∪P(Γ ′)). 

证明:将φ′=(f′,g′):((S,Σ# )→(S′,Σ ′#)定义为 f′=f 而且 g′={g′u,s:Σ#
u,s→Σ ′#ƒ(u),ƒ(s)|u∈S﹡,s∈S}.由于 TΣ#(X )是 X 上

的自由Σ#-代数,φ=(f,g)是正则序类理论态射,易证φ(J)⊆J′且φ(P(Γ))⊆P(Γ′).因此φ′=(ƒ′,g′):((S,Σ#),J∪P(Γ))→((S″, 
Σ ′#),J ′∪P(Γ ′))是一个多类型理论态射. □ 

注记 2. 定理 1 表明,正则序类逻辑 Institution 的序关系解释为多态操作上保持一致的子类型关系,这正好

与文献[5]的结论相吻合.另外,由于φ′实际上是φ的一个延拓,因此为简便起见,以下仍然用φ表示φ′. 
定理 2. 设φ=(f,g):((S,≤,Σ),Γ)→((S′,≤,Σ ′),Γ ′)是正则序类理论态射,Σ,Σ′是凝聚标识,则模型函子( )·与φ可交

换,φ;( )·=( )·;φ.即对于任意满足 J ′∪P(Γ ′)的Σ ′#-代数 B,都有(φ(B))·=φ(B·). 
证明:设 B 是任意一个满足 J ′∪P(Γ ′)的Σ ′#-代数,根据定理 1 可得,B╞φ(J∪P(Γ)),因此(φ(B))·,φ(B·)∈ 

OSAlg(Σ,Γ). □ 
由于对任意 s∈S,σ∈Σw,s 和 c∈Σ#

s,t,(s≤t),都有φ(B)s=Bf(s)且φ(B)σ=Bσ|f,φ(B)c=Bc|ƒ,因此对于 S 的任一连通分支

C,有φ(B)C={φ(Bs)|s∈C},(φ(B)C)·=Colim(φ(B)C)且(φ(B)σ)·:(φ(B)w)·→(φ(B)s))
·,使得对 bi∈φ(B)si,有(φ(B)σ)·(js1(b1),…, 

jsn(bn))=js(φ(B)σ(b1,…,bn))成立,这里,w=s1…sn.jsi:φ(B)si→(φ(B)C)·,i=1,…,n.如图 2 所示. 
另一方面 ,对上述Σ′#-代数 B,有 B·={B·

s|s′∈S′}.因此对于 S′的任一连通分支 C′,有 BC ′={Bs′|s′∈C′}, 
B·

C′=Colim(BC′),且对于σ∈Σw,s,bi∈Bƒ(si)有φ(B·)σ(js1(b1),…,jsn(bn))=Bσ
·(js1(b1),…,jsn(bn))=Bσ(iƒ(s1)(b1),…,if(sn)(bn))= 

F(n) n

ms
Fms m 

Fig.1  Universal property of η
图 1  T-态射η的 F 泛性图
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if(s)(Bσ|f (b1,…,bn))=js(φ(B)σ(b1,…,bn))成立(如图 3 所示).其中 if(s)=js 且φ(B·)σ=Bσ|f.这表明,对任意σ∈Σw,s 都有

(φ(B)σ)·=φ(B·)σ成立,因此(φ(B))·=φ(B·). □ 
 
 
 
 
 
 
定理 3. 设φ=(f,g):((S,≤,Σ),Γ)→((S′,≤,Σ′),Γ′)是正则序类理论态射,Σ,Σ ′是凝聚标识,则模型函子( )#与φ可交

换,φ;( ) #=( ) #;φ .即对于任意满足Γ ′的序类Σ′-代数 B,都有(φ(B))#=φ(B#). 
证明:由类似定理 3 的证明方法可以得证. □ 
下面我们将得到正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理. 
定理 4(Lawvere 定理). 在正则序类逻辑 Institution 中,如果φ=(f,g):((S,≤,Σ),Γ)→((S′,≤,Σ ′),Γ ′)是正则序类理

论态射,Σ,Σ ′是凝聚标识,则对任意满足Γ的序类Σ-代数 A,存在满足Γ ′的序类Σ ′-代数 As(称为沿φ的自由扩张)和
序类Σ-同态η:A→φ(As),使得η具有φ泛性.即对于任意满足Γ ′的序类Σ ′-代数 B 和序类Σ-同态ξ:A→φ(B),都存在唯

一序类Σ ′-同态ξ ′:As→B,使得ξ=η;φ(ξ ′). 
证明:(1) 对于满足Γ的序类Σ-代数 A,A#={A#

s=As|s∈S}.根据定理 1,正则序类理论态射φ可以导出一个多类

型理论态射φ=(f,g):((S,Σ#),J∪P(Γ))→((S′,Σ′# ),J ′∪P(Γ′)). 
因为 A#∈Alg(Σ#,J∪P(Γ)),由引理 2 可得,存在 A# S∈Alg(Σ′#,J ′∪P(Γ′))和具有φ泛性的多类型Σ#-同态θ:A#→φ 

(A# S ),所以θ是一个序类Σ-同态.再根据定理 2 和注记 1 可知,θ:A=A#→φ(A# S)是一个序类Σ-同态.取 OSAlg(Σ ′,Γ ′)
中的 A# S 为 As,取θ为η,则η:A→φ(As)=φ(A# S). 

(2) 下面只需再证明η:A→φ(As)具有φ泛性. 
对于任意满足Γ ′的序类Σ ′-代数 B 和序类Σ-同态ξ:A→φ(B),根据定理 3,有 

(φ(As))#=φ(As# ),(φ(B))# =φ(B# ). 
因为多类型Σ#-同态θ:A#→φ(A# S)具有φ泛性,因此对于η#:A#→ φ(As# )

和ξ#:A#→φ(B#),存在唯一多类型Σ ′#-同态 h:A# S→As#和β:A#S→B#,使得

η#=θ;φ(h),ξ# =θ;φ(B).如图 4 所示. 
由注记 1 可得,A# S≌A# S# =As#,即存在 h 的逆 h−1:As#→A# S.因此 h−1;β

是 Alg(Σ′#,J ′∪P(Γ ′))中的态射且θ=η#;φ(h−1).取ξ ′=(h−1;β)·,则ξ ′:AS#=AS→ 
B#=B 是一个序类Σ ′-同态,并且 

ξ# =θ;φ(β)=η#;φ(h−1);φ(β)=η#;φ(h−1;β), 
所以,ξ=ξ#=(η#;φ(h−1;β))·=η#·;(φ(h−1;β))·=η;φ((h−1;β)·)=η;φ(ξ ′). 

再根据多类型Σ#-同态θ:A#→φ(A#S)的φ泛性可得,序类Σ ′-同态ξ ′是唯一的.因此η:A→φ(As)具有φ泛性. 

3   正则序类逻辑 Institution 中合并理论的初始和终结语义 

初始和终结语义是抽象数据类型的两种最为重要的语义模型.作为 Lawvere 定理的应用,可以讨论正则序

类逻辑 Institution 中合并理论与各因子理论的初始和终结语义. 
正则序类逻辑 Institution 中的理论范畴是以正则序类方程为对象,正则序类理论态射为态射,记为 Eqn. 
定理 5. 设＆是正则序类逻辑 Institution,σ:D⇒E 是＆中图 D:G→Eqn 的余极限,这里,各因子理论 Dn=((Sn,≤, 

Σn),Γn)(n∈G),合并理论 E=((S,≤,Σ),Γ),且标识都是凝聚的.如果 A 是满足Γ的序类Σ-代数,而且是 E 的终结模型,
则对于每个 n∈G,σn(A)都是满足Γn 的序类Σn-代数,而且也是 Dn 的终结模型. 

证明:设σ:D⇒E 是图 D:G→Eqn 的余极限,则Γ=(∪σn(Γn))
·.因此,由 A╞Γ可得 A╞σn(Γn).从而有σn(A)╞Γn,

这说明σn(A)是满足Γn 的序类Σn-代数.下面分两步证明σn(A)也是 Dn 的终结模型. 

φ(B)s φ(B)t

φ(B)c
·

Bs′ Bt′ 

B·

c′

Fig.2  Colimit of φ(B)c 
图 2  余极限 Colim(φ(B)c)图 

Fig.3  Colimit of Bc′ 
图 3  余极限 Colim(Bc′)图 

φ(As#) 

φ(A# s) 

B# 

As# 

A#s 

B# 

A#

Fig.4  Universal property of θ 
图 4  多类型Σ#-同态θ的φ泛性图 
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(1) 如果 Bn 是 Dn 的另一个序类Σn-代数,由定理 4 可得,对于正则序类理论态射σn:Dn→E 和序类Σn-代数 Bn,
存在满足Γ的序类Σ-代数 Bn

s,使得序类Σ-同态η:Bn→σn(Bn
s)具有σn 泛性.因为 A 是合并理论 E 的终结模型,所以

存在唯一的序类Σ-同态 f:Bn
s→A,从而η;σn(f):Bn→σn(A)是序类Σn-同态. 

(2) 如果 Dn 中另有一个序类Σn-同态 g:Bn→σn(A),则根据η的σn 泛性 ,在 E 中存在唯一的序类Σ-同态

g′:Bn
s→A,使得 g=η;σn(g′).但是 A 是 E 的终结模型,所以 g′=f,于是 g=η;σn(g′)=η;σn(f). 
这表明σn(A)是 Dn 的终结模型. □ 
定理 6. 设＆是正则序类逻辑 Institution,σ: D⇒E 是图 D:G→Eqn 的余极限,Dn=((Sn,≤,Σn),Γn)(n∈G),E=((S,≤, 

Σ),Γ),且标识都是凝聚的.如果＆沿每个σn(n∈G)模型、同态可扩张[10],A 是满足Γ的序类Σ-代数,而且是 E 的初始

模型,则对于每个 n∈G,σn(A)都是满足Γn 的序类Σn-代数,而且也是 Dn 的初始模型. 
证明:容易知道,σn(A)是满足Γn 的序类Σn-代数.下面分两步再证明σn(A)也是 Dn 的初始模型. 
(1) 设 Bn 是 Dn 的另一个序类Σn-代数,因为＆沿σn 模型可扩张,所以 E 中存在序类Σ-代数 B,使得 Bn=σn(B).

又因为 A 是 E 的初始模型,所以存在唯一的序类Σ-同态 f:A→B,从而σn(f):σn(A)→σn(B)=Bn 是 Dn 中的序类Σn- 
同态. 

(2) 设 Dn 中另有一个序类Σn-同态 g:σn(A)→Bn,因为＆沿σn 同态可扩张,所以在 E 中存在序类Σ-同态 g′:A→ 
B,使得 g=σn(g′).但是由于 A 是 E 的初始模型,g′=f,所以 g=σn(g′)=σn(f).这表明σn(A)是 Dn 的初始模型. 

注记 3. 定理 5 和定理 6 的条件比文献[8]中定理 2、注 3 和文献[9]中定理 1、定理 2 的条件更简化. 

4   结束语 

Lawvere 定理是 Institution 理论的重要结论,初始与终结语义又是抽象数据类型的两种最为重要的语义模

型.本文利用归约定理,将正则序类理论态射φ延拓为多类型理论态射,得到了模型函子( )·和( )# 都与φ可交换的

结论,并由此得到了正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理.作为正则序类逻辑 Institution 的 Lawvere 定理的

应用,讨论了它的合并理论与各因子理论之间的初始和终结语义. 
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2. 做了一个软件系统,详尽描述该系统的各个方面,如像工作报告,但采用的基本上是成熟技术,未与国内

外同类系统比较,没有指出该系统在技术上哪几点比别人先进,为什么先进.一般来说,技术上没有创新的软件

系统是没有发表价值的. 
3. 提出一个新的算法,认为该算法优越,但既未从数学上证明比现有的其他算法好(例如降低复杂性),也没

有用实验数据来进行对比,难以令人信服. 
4. 提出一个大型软件系统的总体设想,但很粗糙,而且还没有(哪怕是部分的)实现,很难证明该设想是现实

的、可行的、先进的. 
5. 介绍一个现有的软件开发方法,或一个现有软件产品的结构(非作者本人开发,往往是引进的,或公司产

品),甚至某一软件的使用方法.本刊不登载高级科普文章,不支持在论文中引进广告色彩. 
6. 提出对软件开发或软件产业的某种观点,泛泛而论,技术含量少.本刊目前暂不开办软件论坛,只发表学

术文章,但也欢迎材料丰富,反映现代软件理论或技术发展,并含有作者精辟见解的某一领域的综述文章. 
7. 介绍作者做的把软件技术应用于某个领域的工作,但其中软件技术含量太少,甚至微不足道,大部分内

容是其他专业领域的技术细节,这类文章宜改投其他专业刊物. 
8. 其主要内容已经在其他正式学术刊物上或在正式出版物中发表过的文章,一稿多投的文章,经退稿后未

作本质修改换名重投的文章. 
本刊热情欢迎国内外科技界对《软件学报》踊跃投稿.为了和大家一起办好本刊,特提出以上各点敬告作

者.并且欢迎广大作者和读者对本刊的各个方面,尤其是对论文的质量多多提出批评建议. 
 

 


