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Abstract: Description of the pairs 〈low approximation, upper approximation〉 of  rough sets is an important 
aspect in the research of rough set theory by algebraic method. By defining some basic operators on the 
approximation pairs, rough algebras can be constructed. Then some general algebras can be selected to describe the 
pairs of rough sets. The most famous rough algebras are Rough Double Stone Algebra, Rough Nelson Algebra and 
Approximation Space Algebra, and their corresponding general algebra structures are regular double Stone algebra, 
semi-simple Nelson algebra and pre-rough algebra respectively. This paper establishes the relations between the 
operators of these rough algebras and proves that: (a) approximation space algebra can be made into semi-simple 
Nelson algebra or regular double Stone algebra; (b) rough Nelson algebra can be made into pre-rough algebra or 
regular double Stone algebra; (c) rough double Stone algebra can be made into pre-rough algebra or semi-simple 
Nelson algebra. Thus, a uniform structure for the famous works from three different aspects is built and the relations 
among them are established. 
Key words: rough set; rough algebras; approximations pair 

摘  要: 在粗糙集的代数方法研究中,一个重要的方面是从粗糙集的偶序对(〈下近似集,上近似集〉)表示入手,
通过定义偶序对的基本运算,从而构造出相应粗代数,并寻找能够抽象刻画偶序对性质的一般代数结构.其中最

有影响的粗代数分别是粗双 Stone 代数、粗 Nelson 代数和近似空间代数,它们对应的一般代数结构分别是正则

双 Stone 代数、半简单 Nelson 代数和预粗代数.通过建立这些粗代数中算子之间的联系,证明了:(a) 近似空间代

数可转化为半简单 Nelson 代数和正则双 Stone 代数;(b) 粗 Nelson 代数可转化为预粗代数和正则双 Stone 代数; 
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(c) 粗双 Stone 代数可化为预粗代数和半简单 Nelson 代数,从而将 3 个不同角度的研究统一了起来. 
关键词: 粗糙集;粗代数;近似偶序对 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

粗糙集理论作为一种处理含糊和不精确性与不完全数据的数学工具,最初由波兰数学家 Pawlak 提出.粗糙

集理论建立在分类机制的基础上,将知识理解成对数据的划分,这种划分是在特定空间上由等价关系构成的[1].
近年来,粗糙集理论已被广泛应用到机器学习、模式识别和数据挖掘等多个领域[2,3]. 

用代数的方法对粗糙集进行研究吸引了大量学者和研究人员[4−12].Cattaneo 注重于用代数的手段建立粗糙

集和模糊集的联系[4].用代数方法对粗糙集理论自身进行的研究,似乎可以按照入手角度分为两类.一类从近似

(approximations)入手,用算子的观点来抽象地看待近似,从而在一些代数结构中定义出两个近似算子.在 Pawlak
提出的粗糙集理论中,下近似和上近似构成了其核心内容,他最初提出的粗糙集一般用等价关系来定义,近似则

是以集合的形式(下近似集与上近似集)来表现.加拿大学者 Yao[5]将粗糙集理论解释为集论的扩展,即把近似算

子看成在集论上添加的一元算子,即在基本系统(2U,∩,∪,~)上引入近似算子 L 和 H,从而构造称为粗糙集代数的

系统(2U,∩,∪,~,L,H),这种解释与将模态逻辑解释为经典二值逻辑增加两个一元算子而成是一致的.进一步地,
将集合代数抽象成布尔代数,挪威学者 Jarvinen 基于原子布尔代数,通过原子定义了下近似和上近似[6].文献[7]
还将分子格引入到了粗糙集研究中,构建了基于分子格的粗近似结构,从而实现对粗糙集理论的进一步推广.另
一类则是从粗糙集的偶序对(如〈下近似集,上近似集〉)表示入手,通过定义偶序对的基本运算,从而构造出相应

粗代数,并寻找能够抽象刻画偶序对性质的一般代数结构,如波兰学者 Pomykala 等人的 Stone 代数[8]、Comer
的正则双 Stone 代数[9,10]、印度学者 Banerjee 的预粗代数(pre-rough algebra)[11]和意大利学者 Pagliani 的半简单

Nelson 代数[12]等. 
在第 2 类方法中,Banerjee 构造的粗代数称为近似空间代数,她的主要结论是,近似空间代数是一个预粗代

数;Pagliani 构造的粗代数称为粗 Nelson 代数,他的主要结论是,粗 Nelson 代数是一个半简单 Nelson 代数;Comer
构造的粗代数称为粗双 Stone 代数,他的主要结论是,粗双 Stone 代数是一个正则双 Stone 代数.一个自然的想法

是,既然他们都是研究偶序对的代数刻画,那他们的研究工作彼此之间的有着什么样的联系吗?本文正是试图回

答这一问题. 
本文将 Banerjee,Pagliani 和 Comer 的工作联系了起来,证明了:(a) 近似空间代数可化为半简单 Nelson 代数

和正则双 Stone 代数;(b) 粗 Nelson 代数可化为预粗代数和正则双 Stone 代数;(c) 粗双 Stone 代数可化为预粗

代数和半简单 Nelson 代数. 

1   几种典型的粗代数 

1.1   粗糙集相关概念 

设 U 为论域,R 为 U 上的等价关系,则偶序对(U,R)构成近似空间.对每个近似空间(U,R),设 2U 为 U 的幂集,
则基于 2U 可以定义如下两个算子: 

对于任意的 X⊆U,定义 
  (1) U }][|]{[)( XxxXR RR ⊆=−

  (2) U }][|]{[)( ∅≠∩=− XxxXR RR

其中 R_(X)为 X 的下近似集合,R−(X)为上近似集合.下近似集合是包含在 X 里面的等价类的并集,而上近似集合

则是那些与 X 有交的等价类的并集.下近似集被解释为那些一定属于 X 的对象,而上近似集则被解释为那些可

能属于 X 的对象集合. 
如果 R_(X)=R−(X),则 X 是精确的(或称为可定义的),否则是粗糙的 .对于一个粗糙集合 X,可用偶序对

〈R_(X),R−(X)〉来表示.事实上,精确集可以看做是粗糙集的特殊情况,它也可以用偶序对〈R_(X),R−(X)〉来表示,只
不过此时特殊地有 R_(X)=R−(X)=X.所以,一个粗糙集合也可指偶序对〈R_(X),R−(X)〉,本文中一个粗糙集合就是指
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这样一个偶序对. 

1.2   近似空间代数和预粗代数[11] 

定义 1. 一个代数结构(P,≤,∨,∧,¬,L,⇒,0,1)被称为一个预粗代数(pre-rough algebra),如果 
 (PR1) (P,≤,∨,∧,0,1)是一个分配格,0,1 分别为其最小元和最大元; 
 (PR2) ¬¬a=a; 
 (PR3) ¬(a∨b)=¬a∧¬b; 

 (PR4) La≤a; 
 (PR5) L(a∨b)= La∧Lb; 
 (PR6) LLa=La; 
 (PR7) L1=1; 
 (PR8) MLa=La; 
 (PR9) ¬La∨La=1; 
 (PR10) L(a∨b)= La∨Lb; 
 (PR11) La≤Lb,Ma≤Mb,则有 a≤b; 
 (PR12) a⇒b=(¬La∨Lb)∧(¬Ma∨Mb), 
其中,a,b∈P,且 Ma=¬L¬a. 

值得注意的是,预粗代数是为研究粗糙集而构造的代数,但它与 Stone 代数等一样是一般的代数结构,是由

拓扑布尔代数扩充而来的. 
定义 2. 设CS(crisp sets)为近似空间(U,R)的所有精确集的集合,则C=(CS,∪,∩,c,∅,U)称为精确集代数,其中, 

∪,∩,c 为集合的并、交和补运算. 
定 义 3. 设 C=(CS,∪,∩,c,φ,U) 为 精 确 集 代 数 , 则 AS=(A,≤,∨,∧,¬,L,0,1) 称 为 近 似 空 间 代 数 , 其 中

A={〈X,Y〉∈CS×CS|X⊆Y},0=〈∅,∅〉,1=〈U,U〉,且对于任意的 X,Y,X1,Y1,X2,Y2∈CS,有 
〈X1,Y1〉≤〈X2,Y2〉当且仅当 X1⊆X2,Y1⊆Y2, 
〈X1,Y1〉∨〈X2,Y2〉=〈X1∪X2,Y1∪Y2〉, 
〈X1,Y1〉∧〈X2,Y2〉=〈X1∩X2,Y1∩Y2〉, 
¬〈X,Y〉=〈Yc,Xc〉, 
L〈X,Y〉=〈X,X〉. 
定理 1. 近似空间代数 AS=(A,≤,∨,∧,¬,L,0,1)是一个预粗代数. 

1.3   粗Nelson代数和半简单Nelson代数 

定义 4. 一个代数结构(N,≤,∨,∧,¬,~,→,0,1)被称为一个半简单Nelson代数(semi-simple Nelson algebra),如果 
 (SSN1) (N,≤,∨,∧,0,1)是一个分配格,0,1 分别为其最小元和最大元; 
 (SSN2) ¬¬p=p; 
 (SSN3) ¬(p∨q)=¬p∧¬q; 
 (SSN4) p∧¬p≤q∨¬q; 
 (SSN5) p∧c≤(¬p∨q)当且仅当 c≤p→q; 
 (SSN6) (p∧q)→r=p→(q→r); 
 (SSN7) p∨~q=1. 

定义 5. 在近似空间(U,R)中设 C=(CS,∪,∩,c,∅,U)为精确集代数,则 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)称为粗 Nelson
代数,其中 RS={〈R_(X),(R−(X))c〉|X⊆U,0=〈∅,U〉,1=〈U,∅〉,且对于任意的 X,Y,X1,Y1,X2,Y2∈CS,有 

〈X1,Y1〉∨〈X2,Y2〉=〈X1∪X2,Y1∩Y2〉, 
〈X1,Y1〉∧〈X2,Y2〉=〈X1∩X2,Y1∪Y2〉, 
〈X1,Y1〉→〈X2,Y2〉=〈 ∪XcX 1 2,Y1∪Y2〉, 
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¬〈X,Y〉=〈Y,X〉, 
~〈X,Y〉=〈Xc,X〉. 
定理 2. 粗 Nelson 代数 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)是一个半简单 Nelson 代数. 
应该注意到,此时的偶序对是无交的(disjoint)表示,即偶序对型如〈下近似集,上近似集的补〉,此时的最小元

和最大元也分别为 0=〈∅,U〉,1=〈U,∅〉. 
还需要说明的是,在文献[12]中,Pagliani 将 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)称为是粗糙集系统(rough sets system),

在本文中为了统一,将其称为粗 Nelson 代数.定理 2 也是文献[12]中最主要的结论之一. 

1.4   粗双Stone代数和正则双Stone代数 

定义 6. 一个〈2,2,1,1,0,0〉型代数(S,∨,∧,*,+,0,1)称为一个正则双 Stone 代数(regular double Stone algebra), 
如果 
 (RDS1)  (S,∨,∧,0,1)是一个有界分配格,0,1 分别为其最小元和最大元, 
 (RDS2) 如果∀m∈S 都有一个对应的 m*,使得对于∀n∈L 都有 m∧n=0 iff n≤m*, 
 (RDS3)  ∀m∈S,m*∨m**=1, 
 (RDS4) 如果∀m∈S 都有一个对应的 m*,使得对于∀n∈S 都有 m∨n=1 iff m+≤n, 
 (RDS5)  ∀m∈S,m+∧m++=0, 
 (RDS6)  ∀m,n∈S,m∧m+≤n∨n*. 

定义 7. 设 C=(CS,∪,∩,c,∅,U)为精确集代数,则 S(CS)=(A,∨,∧,*,+,0,1)称为粗双 Stone 代数,其中 A={〈X,Y〉∈ 
CS×CS|X⊆Y},0=〈∅,∅〉,1=〈U,U〉,且对于任意的 X,Y,X1,Y1,X2,Y2∈CS,有 

〈X1,Y1〉∨〈X2,Y2〉=〈X1∪X2,Y1∪Y2〉, 
〈X1,Y1〉∧〈X2,Y2〉=〈X1∩X2,Y1∩Y2〉, 
〈X,Y〉*=〈Yc,Yc〉, 
〈X,Y〉+=〈Xc,Xc〉. 
定理 3. 粗双 Stone 代数 S(CS)=(A,∨,∧,*,+,0,1)是一个正则双 Stone 代数. 
本文中,我们将定义 7 中的 S(CS)=(A,∨,∧,*,+,0,1)称为粗双 Stone 代数.事实上,Pomykala 等人在文献[8]中已

经定义了算子∨,∧,*,并证明(A,∨,∧,*,0,1)构成 Stone 代数.Comer 的工作是引入了另一个一元算子+,并获得定 
理 3. 

2   粗代数之间的联系 

2.1   近似空间代数与半简单Nelson代数 

定理 4. 近似空间代数 AS=(A,≤,∨,∧,¬,L,0,1)中构造新的算子~,→,对于∀p,q∈A,~p≡¬Lp,p→q≡¬Lp∨q,则 
(A,≤,∨,∧,¬,~,→,0,1)构成一个半简单 Nelson 代数. 

证明:(a) 由近似空间代数的定义可知 SSN1 成立. 
(b) 对于∀p∈A,设 p=〈X,Y〉,其中 X,Y∈CS且 X⊆Y,则由近似空间代数的定义可知,¬¬p=¬〈Yc,Xc〉=〈X,Y〉=p,所以

SSN2 成立. 
(c) 对 于 ∀p,q∈A, 设 p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉, 则 ¬(p∨q)=¬〈X∪X1,Y∪Y1〉=〈(Y∪Y1)c,(X∪X1)c〉, 而 ¬p∧¬q=〈Yc,Xc〉∧ 

〈 Y ,Xc
1 1

c〉=〈Yc∩Y1
c,Xc∩X1

c〉,显然有¬(p∨q)=¬p∧¬q.所以条件 SSN3 成立. 

(d) 类似于(c)可证 p∧¬p≤q∨¬q,即条件 SSN4 成立. 
(e) 对于∀p,q∈A, 设 p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,c=〈X2,Y2〉, 则 p∧c=〈X∩X2,Y∩Y2〉,¬p∨q=〈Yc∪X1,Xc∪Y1〉, 所以 p∧c≤ 

(¬p∨q)等价于 

  (3) 12 XYXX c ∪⊆∩

  (4) 12 YXYY c ∪⊆∩

而 c≤p→q 等价于〈X2,Y2〉≤〈Xc∪X1,Yc∪Y1〉,即等价于 
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  (5) 12 XXX c ∪⊆

  (6) 12 YXY c ∪⊆

由定义可知 X⊆Y,即 Yc⊆Xc,再由式(3)可知,X∩X2⊆Xc∪X1,所以有 X∩X2⊆X1,可得 Xc∪X2⊆Xc∪X1,于是得到式

(5).同理可由式(4)得到式(6).由式(5)得 X∩X2⊆X∩(Xc∪X1)=X∩X1,显然可得式(3).同理,可由式(6)得到式(4).所以

有 p∧c≤(¬p∨q)当且仅当 c≤p→q,即条件 SSN5 成立. 
(f) 对于∀p,q,r∈A,设 p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,r=〈X2,Y2〉,则(p∧q)→r=〈Xc∪X1

c∪X2,Yc∪Y1
c∪Y2〉=p→(q→r).所以条件

SSN6 成立. 
(g) 对于∀p∈A,设 p=〈X,Y〉,令~p≡¬Lp,则~p=〈Xc,Xc〉,于是 p∨~p=〈X∪Xc,Y∪Xc〉,由 X⊆Y 可知 Y⊆Xc=U,所以有

p∨~p=1,即条件 SSN7 成立. 
综合(a)~(g),由半简单 Nelson 的定义可知本定理成立. □ 

2.2   近似空间代数与正则双Stone代数 

定理 5. 近似空间代数 AS=(A,≤,∨,∧,¬,L,0,1)中构造两个新的一元算子 L¬和¬L,则(A,≤,∨,∧,L,¬,¬,L,0,1)构
成一个正则双 Stone 代数,其中算子 L¬和¬L 分别为伪补算子和对偶伪补算子. 

证明:(a) 由近似空间代数的定义可知 RDS1 成立. 
(b) 对于∀m,n∈A,设 m=〈X,Y〉,n=〈X1,Y1〉,则由近似空间代数的定义可知 m∧n=0 等价于 〈X,Y〉∧〈X1,Y1〉= 

〈X∩X1,Y∩Y1〉〈∅,∅〉, 即 X∩X1=∅且 Y∩Y1=∅. 由后者知 ,Y1⊆Yc. 又由于 X1⊆Y1, 所以有 X1⊆Yc, 而由定义可

知,L¬m=L〈Yc,Xc〉=〈Yc,Yc〉,所以有 n=〈X1,Y1〉≤〈Yc,Yc〉=L−m.反方向,若 n≤L¬m,可类似证明得到 m∧n=0,所以 RDS2
成立,L¬为伪补算子. 

(c) 对于∀m∈A,设 m=〈X,Y〉,则 L¬m=L〈Yc,Xc〉=〈Yc,Yc〉,而 L¬L¬m=〈Y,Y〉,所以有 L¬m∨L¬L¬m=〈Yc,Yc〉∨ 
〈Y,Y〉=〈U,U〉=1,即 RDS3 成立. 

(d) 仿照(b)可证对于∀m,n∈A,m∨n=1 当且仅当¬Lm≤n 时,条件 RDS4 成立,而¬L 为对偶伪补算子. 
(e) 仿照(c)可证∀m∈A,有¬Lm∧¬L¬Lm=0,即 RDS5 成立. 
(f) 对于∀m,n∈A,设 m=〈X,Y〉,n=〈X1,Y1〉,则 m∧¬Lm=〈X,Y〉∧〈Xc,Xc〉=〈φ,Y∩Xc〉,而 n∨L¬n=〈X1,Y1〉∨〈Y1

c,Y1
c〉= 

〈Y1∪Y1
c,U〉,显然有 m∧¬Lm≤n∨L¬n,即 RDS6 成立. 

综合(a)~(f),由正则双 Stone 代数的定义可知本定理成立. □ 

2.3   粗Nelson代数与预粗代数 

引理 1. 粗 Nelson 代数 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1),其中 RS={〈R_(X),(R−(X))c〉|X⊆U},且对于任意的

X1,Y1,X2,Y2∈CS,有〈X1,Y1〉≤〈X2,Y2〉当且仅当 X1⊆X2,Y2⊆Y1. 
证明 :由粗 Nelson 代数中算子的定义可知 〈X1,Y1〉∧〈X2,Y2〉=〈X1∩X2,Y1∪Y2〉.若 〈X1,Y1〉≤〈X2,Y2〉,当且仅当

〈X1,Y1〉∧〈X2,Y2〉=〈X1∩X2,Y1∪Y2〉=〈X1,Y1〉,即 X1∩X2=X1 且 Y1∩Y2=Y1,即 X1⊆X2,Y2⊆Y1.引理得证. □ 
引理 2. 在粗 Nelson 代数 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)中,合成一元算子¬~是保序算子,即∀a,b∈R,若 a≤b,则

有¬~a≤¬~b. 
证明:设 a=〈X1,Y1〉,b=〈X2,Y2〉,则¬~a=¬〈Xc

1,X1〉=〈X1,X1
c〉,¬~b=〈X2,X2

c〉.令 a≤b,由引理 1可知,X1⊆X2,Y2⊆Y1,所以

有 X1⊆X2,X2
c⊆X1

c,又据引理 1 可知,¬~a≤¬~b. □ 
定理 6. 粗 Nelson 代数 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)中构造新的一元算子 L,M 和二元算子⇒,对于

∀a,b∈A,La≡¬~a,Ma≡¬~a,a⇒b≡(La∨Lb)∧(¬Ma∨Mb),则(R,≤,∨,∧,¬,L,⇒,0,1)构成一个预粗代数. 
证明:(a) 由粗 Nelson 代数的定义可知 PR1 成立. 
(b) 对于∀a∈R,设 a=〈X,Y〉,则由粗 Nelson 代数的定义可知¬¬a=¬〈Y,X〉=〈X,Y〉=a,所以 PR2 成立. 
(c) 同定理 4,易证¬(a∨b)=¬a∧¬b,即 PR3 成立. 
(d) 对于∀a∈R,设 a=〈X,Y〉,则 La=¬~a=〈X,Xc〉,由于这里用的无交表示 ,即 X∩Y=∅,所以有 ,Y⊆Xc,继而有

〈X,Y〉≤〈X⊆Xc〉,即 La≤a,所以 PR4 成立. 
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(e) 对于∀a,b∈R,设 a=〈X,Y〉,b=〈X1,Y1〉,则L(a∧b)=〈X∩X1,(X∩X1)c〉,而La∧Lb=〈X∩X1,Xc∩X1
c〉=〈X∩X1,(X∪X1)c〉.

显然有(X∪X1)c⊆(X∩X1)c,由引理 1 可知 La∧Lb≤L(a∧b).又有引理 2 可知,L(a∧b)≤La,L(a∧b)≤Lb,即 L(a∧b)≤La∧Lb.
所以 L(a∧b)=La∧Lb,即 PR5 成立. 

(f) 对于∀a∈R,设 a=〈X,Y〉,La=¬~〈X,Y〉=〈X,Xc〉,而 LLa=¬~〈X,Xc〉=〈X,Xc〉,所以 LLa=La,即 PR6 成立. 
(g) L1=¬~〈U,∅〉=〈U,Uc〉=〈U,∅〉=1,所以 PR7 成立. 
(h) 对于∀a∈R,设 a=〈X,Y〉,La=〈X,Xc〉,而 MLa=¬L¬La=¬¬~¬¬~a=~~a=〈X,Xc〉,所以有 MLa=La,即 PR8 成立. 
(i) 对于∀a∈R,设 a=〈X,Y〉,La=〈X,Xc〉,而¬La=〈Xc,X,〉,所以¬La∨La=〈X∪Xc,X∩Xc〉=〈U,∅〉=1,所以 PR9 成立. 
(j) 同(e)可证 L(a∨b)=La∨Lb,即 PR10 成立. 
(k) 对于∀a,b∈R,设 a=〈X,Y〉,b=〈X1,Y1〉,则 La=〈X,Xc〉,Lb=〈X1,X1

c〉,令 La≤Lb,则由引理 1 可知,X⊆X1,类似地,由
Ma≤Mb 可知,Y1⊆Y,继而由引理 1 可知,a≤b,即 PR11 成立. 

(l) 算子⇒定义为∀a,b∈R,a⇒b≡(¬La∨Lb)∧(¬Ma∨Mb). 
综合(a)~(l),由预粗代数的定义可知本定理成立. □ 

2.4   粗Nelson代数与正则双Stone代数 

定理 7. 在粗 Nelson 代数 N(CS)=(RS,∨,∧,¬,~,→,0,1)中构造新的一元算子¬~¬,则(R,≤,∨,∧,¬~¬,~,0,1)构成

一个正则双 Stone 代数,其中算子¬~¬和~,分别为伪补算子和对偶伪补算子. 
证明:(a) 由粗 Nelson 代数的定义可知 RDS1 成立. 
(b) 对于∀m,n∈R,设 m=〈X,Y〉,n=〈X1,Y1〉,则由粗 Nelson 代数的定义知 m∧n=0 等价于 〈X,Y〉∧〈X1,Y1〉= 

〈X∩X1,Y∪Y1〉=〈∅,U〉,即 X∩X1=∅且 Y∪Y1=U.由后者知 ,Yc
1⊆Y,又由无交表示可知 X1⊆Y1

c,所以有 X1⊆Y.由式

Y∪Y1=U 还可得 Yc⊆Y1.继而由引理 1 和定义可知,〈X1,Y1〉≤〈Y,Yc〉,而由定义可知¬~¬m=¬~〈Y,X〉=¬〈Yc,Y〉=〈Y,Yc〉,
所以有 n=〈X1,Y1〉≤〈Y,Yc〉=¬~¬m.反方向,若 n≤¬~¬m,可类似证明得到 m∧n=0,所以 RDS2 成立,¬~¬为伪补算子. 

(c) 对 于 ∀m∈R, 设 m=〈X,Y〉, 则 ¬~¬m=〈Y,Yc〉, 而 ¬~¬¬~¬m=¬~¬〈Y,Yc〉=〈Yc,Y〉, 所 以 有 ¬~¬m∨¬~¬ 
¬~¬m=〈Y,Yc〉∨〈Yc,Y〉=〈Y∪Yc,Yc∩Y〉=〈U,∅〉=1,即 RDS3 成立. 

(d) 仿照(b)可证对于∀m,n∈R,m∨n=1 当且仅当~m≤n 时,条件 RDS4 成立,而~为对偶伪补算子. 
(e) 仿照(c)可证∀m∈R,有~m∧~~m=0,即 RDS5 成立. 
(f) 对于 ∀m,n∈R, 设 m=〈X,Y〉,n=〈X1,Y1〉, 则 m∧~m=〈X,Y〉∧〈Xc,X〉=〈∅,Y∪X〉, 而 n∨¬~¬n=〈X1,Y1〉∨〈Y1,Y1

c〉= 
〈X1∪Y1,∅〉,由引理 1 显然有 m∧~m≤n∨¬~¬n,即 RDS6 成立. 

综合(a)~(f),由正则双 Stone 代数的定义可知本定理成立. □ 

2.5   粗双Stone代数与预粗代数 

定理 8. 在粗双 Stone 代数 S(CS)=(A,∨,∧,*,+,0,1)中 ,构造新的一元算子 L,M,¬和二元算子⇒,对于

∀a,b∈A,La≡a++,Ma≡a**,¬a≡a+∧(a∨a*),a⇒b≡(¬La∨Lb)∧(¬Ma∨Mb),则(A,≤,∨,∧,¬,L,⇒,0,1)构成一个预粗代数. 
证明:(a) 由粗双 Stone 代数的定义可知 PR1 成立. 
(b) 对于∀a∈A,设 a=〈X,Y〉,则由粗双 Stone 代数的定义可知 a+=〈Xc,Xc〉,a*=〈Yc,Yc〉,则¬a=a+∧(a∨a*)= 

〈Xc∩(X∪Yc),Xc∩(Y∪Yc)〉=〈Xc∩Yc,Xc〉.由于 X⊆Y,有 Yc⊆Xc,即有 Xc∩Yc=Yc 和¬a=〈Yc,Xc〉.继而¬¬a=〈Yc,Xc〉= 〈X,Y〉=a,
即 PR2 成立. 

(c) 由(b)中结论¬a=〈Yc,Xc〉,易证¬(a∨b)=¬a∧¬b,即 PR3 成立. 
(d) 对于∀a∈A,设 a=〈X,Y〉,则 La=a++=〈Xc,Xc〉+=〈X,X〉,显然有 La≤a,即 PR4 成立. 
(e)  ∀a,b∈A,设 a=〈X,Y〉,b=〈X1,Y1〉,则 L(a∧b)=〈X∩X1,X∩X1〉,而 La∧Lb=〈X∩X1,X∩X1〉,所以有 L(a∧b)=La∧Lb,

即 PR5 成立. 
(f) 对于∀a∈A,设 a=〈X,Y〉,则 La=〈X,X〉,而 LLa=L〈X,X〉=〈X,X〉,所以 LLa=La,即 PR6 成立. 
(g)  L1=L〈U,U〉=〈U,U〉=1,即 PR7 成立. 
(h) 对于∀a∈A,设 a=〈X,Y〉,则 La=〈X,X〉,而 MLa=M〈X,X〉=〈X,X〉**=〈X,X〉,所以有 MLa=La,即 PR8 成立. 
(i) 对于∀a∈A,设 a=〈X,Y〉,则 La=〈X,X〉,而¬La=¬〈X,X〉=〈Xc,Xc〉,显然¬La∨La=1,即 PR9. 
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(j) 同(e)可证 L(a∨b)=La∨Lb,即 PR10 成立. 
(k) ∀a,b∈A,设 a=〈X,Y〉,b=〈X1,Y1〉,若La≤Lb,Ma≤Mb,即〈X,X〉≤〈X1,X1〉,〈Y,Y〉≤〈Y1,Y1〉,显然有〈X,Y〉≤〈X1,Y1〉,即 a≤b,

所以 PR11 成立. 
(l) 由⇒的定义可知满足 PR12. 
综合(a)~(l),由预粗代数的定义可知本定理成立. □ 

2.6   粗双Stone代数与半简单Nelson代数 

定理 9. 在粗双 Stone 代数 S(CS)=(A,∨,∧,*,+,0,1)中,构造新的一元算子¬,~,二元算子→,对于∀p,q∈A,¬p≡ 
p+∧(p*∨p),~p≡¬(p++),p→q≡~p∨q,则(A,∨,∧,¬,~,→,0,1)构成一个半简单 Nelson 代数. 

证明:(a) 由粗 Nelson 代数的定义可知 SSN1 成立. 
(b) 对于∀p∈A,设 p=〈X,Y〉,则¬p≡p+∧(p*∨p)=〈Xc∩(Yc∪X,Xc∩(Yc∪Y=〈Xc∩Y,X〉,由 X⊆Y 可知 Yc⊆Xc,所以

¬p=〈Yc,Xc〉,继而¬¬p=¬〈Yc,Xc〉=〈X,Y〉,所以¬¬p=¬p,即 SSN2 成立. 
(c) ∀p,q∈A,p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,则由 (b)中证明可知¬p∧¬q=〈Yc,Xc〉∧〈Y1

c,X1
c〉=〈Yc∩Y1

c,Xc∩X1
c〉.而¬(p∨q)= 

¬〈X∪X1,Y∪Y1〉=〈Yc∩Y1
c,Xc∩X1

c〉,所以¬(p∨q)=¬p∧¬q,即 SSN3 成立. 
(d) ∀p,q∈A,p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,则 p∧¬p=〈X∩Yc,Y∩Xc〉,由 X⊆Y 可知 X∩Yc=∅,所以 p∧¬p=〈∅,Y∩Xc〉.而

q∨¬q=〈X1∩Y1
c,Y1∩X1

c〉,由 X1⊆Y1 则知 Y1∪X1
c=U.显然有 p∧¬p=q∨¬q,即 SSN4 成立. 

(e) 对于∀p,q∈A, 设 p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,c=〈X2,Y2〉, 则 p∧c=〈X∩X2,Y∩Y2〉,¬p∨q=〈Yc∪X1,Xc∪Y1〉, 所以 p∧c≤ 
(¬p∨q)等价于 

  (7) 12 XYXX c ∪⊆∩

  (8) 12 YXYY c ∪⊆∩

而 c≤p→q 等价于〈X2,Y2〉≤〈Xc∪X1,Xc∪Y1〉,即等价于 
  (9) 12 XXX c ∪⊆

  (10) 12 YXY c ∪⊆

由定义可知 X⊆Y,即 Yc⊆Xc,再由式(7)可知 X∩X2⊆Xc∪X1,所以有 X∩X2⊆X1,可得 Xc∪X2⊆Xc∪X1,于是得到式

(9).同理,可由式(8)得到式(10).由式(9)得到 X∩X2⊆X∩(Xc∪X1)=X∩X1,显然可得式(7).同理,可由式(10)得到式(8).
所以有 p∧c≤(¬p∨q)当且仅当 c≤p→q,即条件 SSN5 成立. 

(f) 对于∀p,q∈A,设 p=〈X,Y〉,q=〈X1,Y1〉,r=〈X2,Y2〉,则 (p∧q)→r=〈Xc∪X1
c∪X2,Yc∪Y1

c∪Y2〉=p→(q→r).所以条件

SSN6 成立. 
(g) 对于∀p∈A,设 p=〈X,Y〉,令~p≡¬Lp,则~p=〈Xc,Xc〉,于是 p∨~p=〈X∪Xc,Y∪Xc〉,由 X⊆Y 可知 Y∪Xc=U,所以有

p∨~p=1,即条件 SSN7 成立. 
综合(a)~(g),由半简单 Nelson 的定义可知本定理成立. □ 

3   结束语 

在粗糙集的代数研究方面,一类很重要的方法是从粗糙集的偶序对(如〈下近似集,上近似集〉)表示入手,通
过定义偶序对的基本运算,即定义出了偶序对上的算子,从而构造出相应粗代数,并寻找能抽象表示偶序对性质

的一般代数结构,如波兰学者 Pomykala 等人的 Stone 代数[8]、Comer 的正则双 Stone 代数[9,10]、印度学者 Banerjee
的预粗代数(pre-rough algebra)[11]和意大利学者 Pagliani 的半简单 Nelson 代数[12]等.Banerjee 构造了称为近似空

间代数的粗代数,她证明了近似空间代数是一个预粗代数;Pagliani 构造的粗代数称为粗 Nelson 代数,他证明了

粗 Nelson 代数是一个半简单 Nelson 代数;基于 Pomykala 等人非常重要的工作,Comer 构造了称为粗双 Stone
代数的粗代数,证明了粗双 Stone 代数是一个正则双 Stone 代数.本文建立了上述工作的内在联系,证明了:(a) 近
似空间代数可化为半简单 Nelson 代数和正则双 Stone 代数;(b) 粗 Nelson 代数可化为预粗代数和正则双 Stone
代数;(c) 粗双 Stone 代数可化为预粗代数和半简单 Nelson 代数.进一步的工作用多值逻辑的手段对粗糙集理论

进行研究,构建基于代数语义的逻辑系统. 
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