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Abstract: The authors investigate carefully whether or not two classes of inference algorithms, which are 
Compositional Rule of Inference (CRI) proposed by L.A.Zadeh and Triple-Implication algorithm (Triple-I) 
proposed lately, hold the continuity and approximation properties, and moreover, also how the approximation errors 
are propagated by them. Therefore, a fuzzy inference algorithm is viewed as a mapping from one fuzzy set to 
another, Hamming distance formula is used as the computing distance between the two fuzzy sets. The authors 
prove that the two classes of algorithms hold the continuity properties in the cases of fuzzy modus ponens and fuzzy 
modus tollens. The authors also point out that Triple-I algorithm always holds the approximation property if 
antecedent and consequence of the known rule are normal fuzzy sets. However CRI algorithm holds approximation 
property only if CRI holds consistency property. Two classes of algorithms do not make approximation errors 
magnified when they hold approximation property. The results of the paper are useful for the selection and analysis 
of algorithms for fuzzy inference when practical fuzzy control and expert systems are designed. 
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摘  要: 对 Zadeh 的模糊推理合成法则(CRI 算法)和全蕴涵三 I 算法(三 I 算法)是否满足连续性和逼近性问题

进行了细致的研究,进一步讨论了这两类算法对逼近误差的传播性能.为此,把模糊推理算法看成是模糊集合到

模糊集合的映射,选用海明距离作为两模糊集的距离.证明了在模糊假言推理和模糊拒取式推理情形,这两类算

法都拥有连续性.指出三 I 算法在已知规则的前件和后件是正规集的条件下总是满足逼近性,而 CRI 算法只有当

它满足还原性时才拥有逼近性.在满足逼近性的条件下,两类算法都不会放大逼近误差.结果对构建模糊控制系

统和模糊专家系统时选用和分析模糊推理算法有一定的指导作用. 
关键词: 模糊推理;模糊关系合成法则;全蕴涵三 I 算法;模糊智能系统;模糊逻辑 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

正在蓬勃发展且显示了巨大应用潜力的模糊技术,是一种非常重要的智能化手段.它在处理难以用传统数

学工具(微分方程或差分方程)建模的具有不确定性、非线性化的复杂过程控制等问题方面有着很强的能力,并
且对其他技术有着极强的渗透力和互补性.模糊技术在实用化、产品化方面有代表性的成就是已经在一系列的

家用电器的研制中取得很大成功.融入模糊技术的家用电器(模糊洗衣机、模糊照相机、模糊微波炉和模糊数

字电视机等)有着很高的技术附加值和诱人的市场卖点.我们知道,人工智能包括推理、学习和联想三大要素.而
模糊智能系统中的模糊推理技术是建立在模糊集合论、模糊 if-then 规则和模糊推理等概念基础上的先进计算

框架.它在诸如自动控制、数据分类、决策分析、专家系统、时间序列预测、机器人和模式识别等众多领域得

到了成功的应用.模糊推理系统通常由 3 个重要部件组成:规则库,包含一系列规则;数据库(或词典),定义模糊规

则中用到的隶属函数;推理机制,根据已知规则和事实执行推理过程求得合理的输出或结论.事实上,模糊推理

是模糊控制的理论基础[1],是模糊专家系统的关键技术[2].Zadeh 提出的模糊关系合成法则(compositional rule of 
fuzzy inference,简称 CRI)是基本的、常用的方法,从逻辑学、数学插值、稳定性、神经网络的学习等多个角度

得到了推广、校正和较系统的分析[1~14].运用 CRI 算法的关键是,从已有的蕴涵关系中选择或根据具体的应用

问题重新构造一个适宜的蕴涵关系.王国俊教授在文献[1]中指出,从逻辑语义蕴涵的角度看,CRI 算法中的复合

运算是缺乏根据的,并提出了每一步都使用蕴涵算子的全蕴涵三 I 推理方法.三 I 算法比 CRI 算法有更好的逻辑

学背景和更优的性质[1],是对 CRI 算法的一种实质性的改进,并得到了应用[3].对模糊系统的逼近特性的分析是

理论和应用中的重要课题,如王士同教授[5]分析了模糊系统的逼近误差和初始状态误差对模糊系统的影响.已
知规则 ,当输入前件BA→ *A 求后件 *B ,称为广义假言推理或模糊假言推理(fuzzy modus ponens,简称 FMP);
已知规则 ,当输入后件BA→ *B 求前件 *A ,称为广义拒取式推理或模糊拒取式推理(fuzzy modus tollens,简称

FMT).而对于模糊推理,D. Dubois 和 H. Prade 在文献[6]中就指出:模糊产生式系统、模糊专家系统和模糊控制

系统中要求推理方法满足逼近原则.该原则是指,在 FMP 情形,希望当 *A 充分逼近 A 时,推理方法能够保证 *B
充分逼近 B ;在 FMT 情形,希望当 *B 充分逼近 B 时,推理方法也能使 *A 充分逼近 A .然而,著名的 CRI 算法和

全蕴涵三 I 算法是否满足逼近原则这一重要的问题以及相关的逼近误差的传播问题,尚未得到分析(这两个问

题在模糊控制、模糊信息处理和模糊神经网络中是尤为重要的).本文正是针对这两个问题进行首次研究.本文

用海明距离来估计两个模糊集的逼近(或匹配)程度.即当 A1,A2∈F(U)时,U 是非空有限集, 
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1   相关定义和引理 

模糊推理方法本质上是基于若干条模糊规则 IiBA ii ∈→ , ,提供了一种从论域 X 上的模糊集全体 到

论域 Y 上的模糊集全体 之间的映射方法(本文记作 ,其中

)(XF
)(YF *)(Af )(),( YBXFAi Fi ∈∈ ),所以本文有时就不
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严格区分模糊推理方法和映射 这两个概念.若 使得*)(Af *)(Af IiAfB ii ∈∀= ),(

*)(Af

,则称 满足还原性*)(Af

) (YF

[1].由

于多重和多维模糊推理通过一定的手段都可以化归为单重单维的模糊推理问题(即所谓的简单情形的模糊推

理问题)[1],故本文只就简单情形的模糊推理进行讨论.因为计算机只能存储有限个数值,故不失一般性,本文只

讨论有限论域情形. 
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定义 1. 设 为非空有限论域, 是已知规则,模糊推理方法 是 到 上的一个集函
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显然有:当 在*)(Af A 处具有连续性,且 ,则 在BAf =)( *) 处具有逼近性. 
定义 2. 设 为非空有限论域, 是已知规则,模糊拒取式推理方法 是 到 上的集函
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显然有:当 在*)(Bg B 处具有连续性,且 时, 在ABg =)( *) 处具有逼近性. 
定义 3. 设 X 为非空有限论域,A*,A∈F(X),称W 为|(

Xx
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2   CRI 算法的连续性和逼近性 

设 为非空有限论域, 是已知规则, 是选定的蕴涵关系,此处,A∈F(X),B∈F(X).YX , BA→ [)( ∈R
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在 FMP情形,当给定A*∈F(X)时,CRI算法由下式推出结果 )(* YFB ∈ : ),(* BARAB o= ,“ o ”为模糊关系合成运算,

即 .在 FMT 情形 ,当给定 时 ,CRI 算法由下式推出结果

: ,即 .除少数之外,大多数的模糊蕴涵关系

使得 Zadeh 的 CRI 算法不是还原算法
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[1,7,8],而三 I 算法在很弱的条件下是还原算法[1]. 
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定理 1. 对于 FMP 情形,CRI 算法在 A 处具有连续属性. 
证 明 : 对 于 FMP 情 形 ,CRI 算 法 记 为 . , 取 , 当 δ<− ||AA 时 , 有 ∀x∈X, 

成立, 
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 . 

故该方法在 处具有连续性质. □ 
定理 2. 对于 FMT 情形,CRI 算法在 处具有连续属性. 
定理 2 的证明与定理 1 的证明类似,此处略. 

定理 3. 设 为非空有限论域, 是已知规则, 为任意的蕴涵关系,并用 CRI 算法进行推理, 

(1) 对于 FMP 情形,当输入 A*与 的逐点误差最大值小于 时,则输出 B*=fCRI(A*)与 的误差及逐

点误差最大值均小于

)(AfCRI

; 

(2) 对于FMT情形,当输入B*与 的逐点误差最大值小于 时,则输出 B 与 )(BfCRI 的误差及逐

点误差最大值均小于 .此处, A . 

证明:以下仅证(1),(2)类似可证.当W 时,有 成立.此时的误差: 
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 ≤ (由引理 1) 

 . 

逐点误差最大值的情形可类似证明. □ 

推论 1. 设 为已知规则,选定的蕴涵关系 使 成立(如 gc RR , [7]),则 CRI 方法在 A
处具有逼近性,否则在 处不具有逼近性.显然,证略. 

我们知道在模糊专家系统中,依次基于不同的规则进行链式推理常常被用到.那么,这种模糊推理是怎样传

播误差的呢?为此我们有结论: 
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推论 2. 设 为非空有限论域, 是已知规则,用 CRI 算法进行模糊

链式推理,所选定的蕴涵关系 使得

KXXX ,...,, 21 kk AAAAAA →→→ −13221 ,...,,
kiAf iCRI ,...,3,2),( 1),( baR Ai == − R成立(如 gsc RR ,,

FAi (

[7]).那么对于 ,当输入

前件 A

0>ε

k*满足 W(A*
1,A)<ε时 ,最终的推理结果 A*

k 满足 W(A*
k,Ak)<ε.其中 , iX i ,...,2,1), =∈ ;A*1∈F(X1), 

A*k∈F(Xk)规则 被表示成ii AA →−1 1,...,2,1),,1( −= k−Ai iAiR . 

该推论是定理 3 的直接结果,易于证明,此处略. 
定理 3、推论 1 和推论 2 说明了 CRI 算法对误差的传播性能. 

3   R0 型三 I 算法的连续性和逼近性 
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,又 是有限集,故yEA 02 >yδ .以下为方

便起见 ,把 y2δ 省记为 2δ .当 2||*|| δ<−AA 时 ,即 ,|)()(*| <







−∑

∈

nxAxA
Xx

2δ 故 | ,()(* XxxAxA ∈∀− ,|) 2n< δ 即

XxnAxnxA xA ∈∀+<− ()()( 2 < * ,2) δδ .当 yEAx∈∀ 时, ))(),(()( 0 yBxARxA ′> ,又 2)()(* δnxAx −>A ,故 

)1(2/))](),(()([)()()(* 02 +′−−≥−> nyBxARxAnxAnxAxA δ 2/)))(),(()(()( 0 yBxARxAxA ′−−>  
= ))(),((2/)))(),(()(( 00 yBxARyBxARxA ′>′+ , 

故此时 ,所以 . yEAx *∈ yy EAEA *⊂

取 },min{},min{ 21210 yyy δδδδδ == ,则当 || yAA 0||* δ<− 时 ,既满足 1||*|| δ<−AA ,所以 ,又满足yy EAEA ⊂*

2||*|| δ<A yy EAEA *⊂−A ,所以 ,故此时 .取yEA*= 0yEA yYy 0δδ
∈
∧= ,故当 0||*|| δ<−AA 时 ,有

成立. □ 

yEA*=yEAYy ,∈∀

定理 4. 对于 FMP 情形, 型三 I 算法在0R A 处具有连续性. 
证明 :对于 FMP 情形 , 型三 I 算法记为 ,由引理 3,存在有0R *)(I3 Af 00 >δ ,使得 || 0||* δ<−AA 时 , 

,故yy EAEA =* 0>∀ε ,取 )}1/(),1/(0 +min{ += nn εδδ ,则当 δ<− ||* AA|| 时,有 yy EAy =EAY∈∀ *, 仍成立,此时,显

然有 δnxA AxXx <−)(*∈∀ , |)(| , 
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 ∑
∈

−=−
Yy

yAfyAf
m

AfAf |))(()*)((|1||)(*)(|| I3I3I3I3  

 = |))](),(()([))](),(()(*| 00*
yBxARxAyBxAxA

m yy EAxYy EAx
∧∨−∧

∈∈ ∈
[1 R∨∑  

 = |))](),(()([))](),(()(*[1
00 yBxARxAyBxARxA

m yy EAxYy EAx
∧∨−∧∨

∈∈ ∈
|∑ (因此时 ) yy EAEA =*

 ≤ |))(),(()())(),(()(*|1
00 yBxARxAyBxARxA

m Yy EAx y
∧−∧∨∑

∈ ∈
(由引理 2) 

 ≤ |)()(*|1 xAxA
m Yy EAx y

−∨∑
∈ ∈

(由引理 1) 

 ∑
∈

<=≤
Yy

nn
m

εδδ1
. 

故该方法在 A 处具有连续性. □ 
对于 FMT 情形,文献[1]提出的 型三 I 算法为:设 是非空有限论域,0R YX , )(*,),( YFBBXFA ∈∈ , 是

已知规则,则
BA→

XxyBRyBxA
xEy

∈xA′∨∧=
∈

))],(()(*[)(* 0 ),( ,这里, YyBxAR ⊂yBYyEx <∈= ))}(),((0)(*|{ . 

引理 4. 设 为非空有限论域 ,YX , )(*,),( YFBBXFA ∈∈ 则存在有 00 >δ ,当 0||*|| δ<−BB 时 ,使得

成立,其中 )*,EBXx x =∈∀ ( YEBx ⊂

))}(),(()(*|{* 0 yBxARyBYyEB x <∈= , 
))}(),(()(|{ 0 yBxARyBYyEBx <∈= . 

该引理的证明类似于引理 3 的证明,此处略. 
定理 5. 对于 FMT 情形, 型三 I 算法在 B 处具有连续性. 0R
证明:对于 FMT 情形, 型三 I 算法记为0R I3

f ,由引理 4,存在有 00 >δ ,使得 0||*|| δ<−BB 时, ,故xx EBEB =*

0>∀ε ,取 )}1/(/(min{ 0 ),1 ++= mm εδδ ,则当 δ<− ||B*B|| 时,有 δmyByy BY <−∈∀ |)()(*|, 成立, 

∑
∈

−=−
xx

xBfxBf
n

BfBf |))(()*)((|1||)(*)(||
I3I3I3I3

 

 = |))](),(()([))](),(()(*[| 00*
yBxARyByBxARyB

n xx EByXx EBy
′∨∧−′∨∧

∈∈ ∈

1 ∑ (因此时 ). xx EBEB =*

又∀ ,由引理 1 有 xEBy∈
|)()(*||))(),(()())(),(()(*| 00 yByByBxARyByBxARyB −≤′∨−′∨ δm≤ , 

再由引理 2,有 
δmyBxARyByBxARyB

cx EByEBy
≤′∨∧−′∨∧

∈∈
|))](),(()([))](),(()(*[| 00 , 

故有 εδδ <=≤−=− ∑∑
∈∈

mm
n

xBfxBf
n

BfBf
Xxxx

1|))(()*)((|1||)(*)(||
I3I3I3I3

.  □  

推论 3. 设 为已知规则,BA→ A 和 B 正规集,则对于 FMP 情形, 型三 I 算法在0R A 处具有逼近性;对于

FMT 情形, 型三 I 算法在0R B 处具有逼近性. 
略证:当 A 和 B 为正规集时,R0 型三 I 算法具有还原性(文献[1]的定理 4 和定理 5),有 ABfBAf == )(,)(

I3I3

成立.仿照本文定理 4 和定理 5 的证明过程进行证明,即知结论成立. □  
定理 6. 设 X,Y 为非空有限论域,A→B 是已知规则,并用 R0 型全蕴涵三 I 算法进行推理. 
(1) 对于 FMP 情形,存在 01 >δ ,使得当输入 A*与 A 的逐点误差最大值小于 1δε < 时,则输出

与 的误差及逐点误差最大值均小于

*)(* I3 AfB =

)(I3 Af ε ; 
(2) 对于 FMT 情形,存在 02 >δ ,使得当输入 B*与 的逐点误差最大值小于B 2δε < 时,则输出 *)(*

I3
BfA =

与 )(
I3

Bf 的误差及逐点误差最大值均小于 ε .此处, ]1,0[,),(*,),(*, ∈∈∈ baXFBBXFA A . 

证明 :仅证 (1),(2)的证明类似 .由引理 3,存在有 01 >δ ,使得 || 1||* δ<−AA 时 , .设yy EAEA =* 0>∀ε ,且 
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1δε < 时,由 1)*,( δε <<AAW 时,能推出 ∑
∈

<−=−
Xx

xAxA
n

AA ε|)()(*|1||*|| ,故有 yy EAEA =* 仍成立,此时,显然有

ε<− |)()(* xAx∈∀ Xx |, A ,此时误差: 

∑
∈

=−
Yy

f
m

Af |1||)(I3A*)(f|| I3

|))](), yB|1
m Yy x∈
∑

|))](yB|1
m Yy x∈
∑

1
m Yy x

∨∑
∈ ∈

1
m Yy x∑

∈ ∈

∑
∈

=<
Yym
ε1

KXXX ,...,, 21

*)A(3f I 0ε >
*A

i ,( 1iA −1 A→ −AR i

− yAfyA |))(()*)(( I3I3  

 = (()([))](),(()(*[ 00*
xARxAyBxARxA

yy EAxEA
∧∨−∧∨

∈∈
 

 = ),(()([))](),(()(*[ 00 xARxAyBxARxA
yy EAxEA

∧∨−∧∨
∈∈

(因此时 ) yy EAEA =*

 ≤ |))(),(()())(),(()(*| 00 yBxARxAyBxARxA
EAy

∧−∧ (由引理 2) 

 ≤ |)()(*| xAxA
EAy

−∨ (由引理 1) 

 ε . 

逐点误差最大值情形可类似证明. □  
推论 4. 设 为非空有限论域, 是已知规则,用 型全蕴涵三 I 算

法 进行模糊链式推理,且 是正规集.那么存在

kk AAAAAA →→→ −13221 ,...,,
k 01 >

0R
iAi ,...,2,1, = δ 使得对于 1, δε <∀ ,当输入前件

满足 W(A*
1,A)<ε时,最终的推理结果 A*

k 满足 W(A*
k,Ak)<ε.其中,Ai∈F(Xi),i=1,2,…,k;A*

1∈F(X1),A*
k∈F(Xk),规

则 被表示成 1,...,2,1), −= kiAi . 
略证:由文献[1]中的定理 4 可知, 1,...,2,1),(31 −==+ kiAfA iIi 成立,进行模糊链式推理时,由定理 6 可知结论

成立. □ 
推论 3、定理 6 和推论 4 说明了 型全蕴涵三 I 算法对误差的传播性能. 0R

4   结束语 

本文严格地分析了 CRI 算法和三 I 算法的连续性和逼近性,并讨论了这两类算法对逼近误差的传播性能.
此处,逼近性=还原性+连续性,所以,若模糊推理算法 f(A*)不具有还原性,则谈不上逼近性.CRI 算法和 R0 型全蕴

涵三 I 算法在 FMP 和 FMT 情形都具有连续性质,CRI 算法是否具有逼近性与所选择的蕴涵关系 R(a,b)有关.R0

型全蕴涵三 I 算法在已知规则中的前件和后件为正规集的条件下(这是极弱的条件,实际应用问题中几乎总能

满足)具有逼近属性,且在进行真值的传播过程中,同时能保证误差不会得到扩大传播.对于所选择的特定的蕴

涵关系 R(a,b),若能使 CRI 算法具有还原性(已知的蕴涵关系 R(a,b)中,只有少数满足该条件),则此时的 CRI 算法

具有逼近属性,能保证误差不会得到扩大传播.对其他型的全蕴涵三 I 模糊推理方法的逼近性的分析可类似进

行.研究多维和多重模糊推理的连续性、逼近性和鲁棒性是该问题今后进一步研究的重要课题. 
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