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带约束的曲面放缩
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Abstract: A new method to scale a surface while holding the shape of specific features (trimming curves) 
unchanged is presented. The key of this method is using a new objective function to minimize the difference of the 
two surfaces before and after constrained scaling. The new objective function is defined as the integral of the square 
of the norm of the cross product of the two normal vectors on corresponding points of the two surfaces. Minimizing 
this objective function guarantees that the difference of the two normal vectors on every corresponding point of the 
two surfaces is as small as possible, which makes the shape and curvature distribution as close as possible. 
Compared with the Fix-and-Stretch method, the new method gives better results for several car parts with trimming 
curves. The high-light line models of the resulting surfaces produced by the two methods are also included. 
Key words: constraint; scaling; normal vector; objective function; high-light line 

摘  要: 提出了一种保持曲面形状特征(trimming curves)不变的曲面放缩新方法.该方法的关键是使用了一个新

的目标函数来极小化放缩前后两曲面的差别.该目标函数由放缩前后两曲面对应点的导矢叉乘的平方的积分来定

义.极小化该目标函数能够保证放缩前后曲面对应点的法向变化尽可能地小,从而保证两个曲面的形状和曲率分布

尽可能接近.通过与 Fix-and-Stretch 方法的比较,新方法对一些汽车部件数据得到了更好的结果.最后给出了两种方

法得到的结果曲面的高光线模型. 
关键词: 约束;放缩;法向量;目标函数;高光线 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

带约束的设计是计算机辅助几何设计研究中的重要问题之一.带约束的曲面设计是指在整体或局部上改

变曲面的形状,同时保持曲面的一些特征不变.这个问题的解决将为设计部门提供一种强有力的设计技术.该技
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术可以方便地改变一个已有模型的长、宽、高,而不改变它的一些重要特征,从而简化设计过程,减少产品开发

阶段的费用和周期.带约束的曲面设计可以分为带约束的曲面变形和带约束的曲面放缩. 
曲面变形问题得到了广泛而深入的研究.一种有效的变形技术是空间变形技术(spatial deformation).该技术

通过对变形对象所在的空间区域进行操作实现变形.空间区域一般由立方体网格控制点生成的三次参数体来

定义,这也建立了变形对象与该参数体上点的映射关系.通过调节网格控制点来改变参数体的形状,以实现对象

的变形[1].带约束的曲面变形问题首先由 Celniker 和 Welch 提出并研究.该问题旨在保持曲面的一些特征不变的

基础上使其产生形变[2]. 
对带约束的曲面放缩最初的方法是 Zhang P 等人提出的 Attach-and-Deform 方法.该方法先把原曲面按要

求进行放缩,然后把要保持的特征附加到已放缩的曲面上.附加特征的操作会使已放缩的曲面产生变形,为了保

证这个变形最小,使用了一个目标函数.该方法效果不甚理想,所允许的放大倍数很小,且曲面特征不能保持完

全不变.2001 年,Zhang C 提出了 Fix-and-Stretch 方法[3],该方法能够允许更大的放大倍数,且可以保证要保持的

特征完全不变.该方法的基本思想是先将给定曲面上含有特征和剪切曲线(trimming curve)的区域固定住,再延

展曲面的其余部分,使其和靠近边界的部分光顺地过渡.同样地,为了保证新曲面和放缩后曲面的形状和曲率分

布尽可能地一致,该方法也使用了一个目标函数.目标函数基于能量模型,是弹性力学中弯曲能量、拉伸能量和

弹性势能的近似.这些模型一般近似认为包含了抗弯曲和抗拉伸的物理变形能量,使生成的曲线曲面尽量收缩,
不会有多余的皱褶,因而具有较好的光顺性[4~6].但由于使用的是近似模型,其效果有时不理想. 

本文提出了一种解决带约束的曲面放缩问题的新方法.该方法采用一个完全基于几何概念的新的目标函

数——导矢叉乘目标函数.该目标函数在导矢叉乘平方的积分意义下,保证了两曲面在各点的法向尽可能地接

近,从而在高光线意义[7,8]下保证了新、旧曲面的形状最为接近.文中最后给出的例子说明,新的目标函数在一般

情况下优于基于能量模型的目标函数. 

1   问题的描述 

设给定一个 NURBS 曲面 和曲面上的一组剪切曲线(trimming curve) , ,这些剪

切曲线都在 NURBS 曲面的边界以内,不与曲面的边界相交.目标是构造一个新的曲面

),( vuS )(tCS io 1,...,1,0 −= ri

),vu ,(uS(S ,它经 放缩

生成,同时保持原曲面所有的剪切曲线 不变.要求

)v

)(tCS io ),( vuS 和 放缩后的曲面 T 在形状和曲

率分布上尽可能地接近.这里, 是放缩矩阵: 
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其中 , , 分别是 X,Y,Z 方向的放缩因子.NURBS 曲面可表示为 xS yS zS
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其中 是三维空间的控制点, ) 为有理基函数, jiQ , ,(, vuR ji

.
)()(

)()(
),(

0 0
,,,

,,,
,

∑∑
= =

= m

i

n

j
qjpiji

qjpiji
ji

vNuNw

vNuNw
vuR  

jiw ,

{=

为 相应的权因子 , 分别为 u 向 p 次和 v 向 q 次的 B 样条基函数 ,由节点矢量jiQ ,

,...,, 1

)()( ,, vNuN qjpi 和

}10 ++ pmττττ 和 },...,, 110 ++{= qnσσσσ 定义 ,其中 0...... 00 ====== qp σσττ , ===== ++++ ...... 111 npmm σττ  

1=1++qnσ . 

2   控制点的划分 

基本思想是:固定住曲面上的剪切曲线,对曲面的边界由 T 作放缩变换,然后构造中间曲面,使剪切曲线和s
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放缩后的边界在一个目标函数的约束下光顺地组合成一体,从而保证经约束变换后的曲面保持原曲面上的剪

切曲线不变,且与邻接曲面的连续阶保持不变.要保持剪切曲线不变,就要保持对生成剪切曲线有贡献的控制点

不变.要使新曲面 ),( vuS 保持与相邻曲面的连续阶不变, ),( vuS 应与 T 具有相同的边界控制点.构造中

间曲面的好坏则更多地依赖于其余控制点的构造.因此把曲面的控制点分成 3 类分别处理. 

),( vuSs o

jiQ ,

第 1 类控制点是指对生成剪切曲线有贡献的控制点,对同一剪切曲线起作用的第 1 类控制点称为一组第 1
类控制点;第 3 类控制点是指对保持边界条件有贡献的控制点;其余的控制点称为第 2 类控制点.图 1 显示了一

个 Trimmed NURBS 曲面上控制点的划分,其中符号“△”,“×”和“□”分别表示第 1 类、第 2 类和第 3 类控制点. 

新曲面的第 1类控制点和第 3类控制点的位置有较严格的限定,

而第 2 类控制点的位置则是任意的,因此,新曲面构造的较多灵活性

体现在第 2 类控制点的构造上.要使新曲面具有较好的光顺性,即使

固定剪切曲线的区域和边界区域光顺地过渡,曲面应具有宽度至少

为 3 的第 2 类控制点.两边两个第 2 类控制点分别起着承接第 1 类和

第 3 类控制点特性的作用,中间一个第 2 类控制点起着连接两个第 2

类控制点的作用,从而使第 1 类和第 3 类控制点之间有一个良好的过

渡.因此,若原曲面第 2 类控制点的宽度小于 3,则要通过节点插入算

法引入新的控制点,使第 2类控制点的宽度为 3.下面详述新曲面的第

1 类和第 3 类控制点的构造,新曲面第 2 类控制点的构造方法将在第

3 节中加以说明 .设 和jiQ ,
ˆ 分别表示 和),( vuSTs o ),( vuS 的控

制点. 

Fig.1  Three types of control points 
图 1  3 类控制点 

2.1   第1类控制点的构造 

第 1 类控制点的处理方法类似于文献[3].设 jiP , ),...,1( inj = 表示剪切曲线 的顶点,则剪切曲线的中

点和方向矢量分别定义为 
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其中 是曲面 在 处的法向量. jiN , ),( vuS jiP,

影响剪切曲线 的一组第 1 类控制点经 3 步变换到一个新的位置.第 1 步,把影响 的第 1 类

控制点绕着 旋转,使剪切曲线的方向矢量和放缩后的剪切曲线 的方向矢量一致.易知,放缩后的剪

切曲线的方向矢量是
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第 2 步,移动旋转后的第 1 类控制点,使剪切曲线的中点为 ,其中 是放缩后的剪切曲线 T 的中

点.第 3 步,把经过两步变换的第 1 类控制点沿剪切曲线的方向矢量

is PT is PT )(tCS is oo

iNsT 作微小调节.若我们用 ilikQ ,

~
来表示经过

了第 1 步旋转后的第 1 类控制点, 代表第 2 步的位移矢量 TiD iis P P− ,则新的控制点 ilik ,Q 为 

 ( ),~
,, is NTdDQQ iiilikilik ++=  (2) 

其中 是待定量. id

2.2   第3类控制点的构造 

若边界是 连续的,则第 3 类控制点的宽度为 1,即 0C

,ˆ
,0,0 jj QQ =   ,ˆ

,, jmjm Q=Q   nj ,...,0= ; 
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,ˆ
0,0, ii QQ =   ,ˆ

,, nini QQ =   .1,...,1 −= mi  

若边界是 连续的,则第 3 类控制点的宽度为 2,即再加上如下控制点: 1C

,ˆ
,1,1 jj QQ =   ,ˆ

,1,1 jmjm Q −− =Q   ;1,...,1 −= nj  

,   ˆ
1,1, ii QQ = ,ˆ

1,1, −− = nini QQ   .2,...,2 −= mi  

显然,第 3 类控制点的求法保证了新生成的曲面 ),( vuS 和曲面 T 在边界上具有相同的位置和法方向.从

而实现了

),( vuSs o

),( vuS 和邻近曲面的 G1 连接. 

3   求解第 1 类和第 2 类控制点 

要使新曲面 ),( vuS 和放缩后的曲面 T 的形状和曲率分布尽可能地接近,需要建立一个目标函数,
通过极小化该目标函数求得新曲面的控制点.目标函数的选择是解决该问题的关键.我们用 V 表示误差

曲面: 

),( vuSs o

),( vu

 ).,)((),( vuSTSvuV s o−=  (3) 

文献[3]中使用了如下 3 种能量目标函数: 

  (4) ,dd]),(),(2),([ 222
bending ∫∫ ++=

D vvuvuu vuvuVvuVvuVE

  (5) ,dd]),(),(),(2),([ 22
stretching ∫∫ ++=

D vvuu vuvuVvuVvuVvuVE

 .  (6) dd),( 2
spring ∫∫=

D
vuvuVE

这 3 个能量模型分别是弹性力学中弯曲能量、拉伸能量和弹性势能的近似.这些模型一般近似认为包含了

抗弯曲和抗拉伸的物理变形能量,使生成的曲线曲面尽量收缩,不会有多余的皱褶,因而具有较好的光顺性,其

中能量函数(4)是效果最好的.但由于这些目标函数是近似模型,其效果有时不理想.下面我们提出一个基于几何

直观的新的目标函数来极小化 ),( vuS 和 T 之间的差别. ),( vuSs o

3.1   建立目标函数 

新曲面 ),( vuS 和放缩后的曲面 T 在剪切曲线的中点和曲面的边界上具有相同的法方向,从而使两

曲面在剪切曲线的中点和曲面的边界上具有相同的形状.如果两曲面在其他位置也具有相同或近似的法方向,
则两曲面法向分布就相同或比较接近,这样,两曲面就会具有相同或近似的形状.因此,为使

),( vuSs o

),( vuS 和

的形状差别尽可能地小 ,一种可选择的方法是使

),( vuSTs o

),( vuS 和 相应点的法向差别尽可能地小 .如果),( vuSTs o

),( vuS 和 T 的法向一致,则),( vuSs o ),( vuS Ts和 的法向叉乘等于 0.所以,使),( vuSo ),( vuS 和 相应点的

法向差别尽可能地小这样一个目标,可由极小化

),( vuSTs o

),( vuS 和 法向叉乘的积分来实现.直接对),( vuSoTs ),( vuS 和

的法向量作叉乘会导致非线性问题.考虑到),( vuSTs o ),v(S u 和 的法向量是由关于 u 和 v 两个方向的

偏导矢决定的,因此我们采用下面的目标函数来极小化

),( vuSTs o

),v(uS 和 T 相应点的法向差别: )v,(uSs o
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极小化该目标函数的结果将使新曲面 ),( vuS 和 各处的法向尽可能地接近,从而使得),( vuSTs o ),( vuS 和

的高光线模型尽可能相同.高光线模型是检查曲面光顺性的有效方法.它通过曲面的法方向对曲面

进行检查,即曲面的形状在高光线意义下是由法方向决定的.因此,极小化法方向的变化,使

),( vuSTs o

),( vuS 和

尽可能地接近,是一种非常合理的方法. 
),( vuSTs o

3.2   建立方程组 

由 NURBS 曲面的定义可知: 
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若用 321 ,,
ggg lji QQQ 分别表示新曲面的第 1 类~第 3 类控制点,则式(10)可写成 
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其中 2321 −=++ ∆∆∆∆ .设原曲面有 r 个 trimming curve,第 e 个 trimming curve 有 eα 个顶点,把式(2)带入式(11)

得到 
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式(12)中的未知量是 1,...,0, −= rede 和 2
2 ,...,0, ∆=g
gjQ .把式(8)和式(12)代入式(7)就得到目标函数: 
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把式(13)对 和ed 2
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Q 求导得到一个线性方程组: 
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解这个线性方程组,得到新曲面 ),( vuS 的所有第 2类控制点 2
gj

Q , 2,...,1,0 ∆=g 和第 1类控制点沿剪切曲线的

方向矢量的调节量 1,...,0, −= rede .将 代入式(2)得到新曲面ed ),( vuS 的所有第 1 类控制点.新曲面的第 3 类控制

点和放缩后的曲面 的第 3 类控制点是一样的.至此,我们得到了新曲面),( vuSTs o ),( vuS 的所有控制点,且新曲

面也是 NURBS 曲面. 

4   例  子 

本节给出 3 个 NURBS 曲面的例子.第 1 个例子是一个汽车的前盖,曲面次数是 3 5× ,如图 2 所示.第 2 个例

子是一个卡车的车棚,曲面次数是 33× ,如图 3 所示.第 3 个例子是一个车门的面板,曲面次数也是 ,如图 4
所示.这 3 个曲面也是 B 样条曲面,因为权值都是 1. 

33×

由于高光线对曲面法向的变化很敏感,本节采用高光线检验曲面的光顺性.每个例子的(a)图是原曲面的高

光线模型,(b)图是 Fix-and-Stretch 方法得到的缩小曲面的高光线模型,采用能量目标函数式(4),(c)图是新方法得

到的缩小曲面的高光线模型.第 1 个例子中 X,Y,Z 方向的缩小系数都是 0.92,第 2 个例子的缩小系数是 0.835,第
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3 个例子的缩小系数是 0.84. 

Fig.2  Trimmed front hood and resulting surfaces by two methods 
图 2  汽车车盖曲面和两种方法得到的结果曲面 

(b) Resulting surface by Fix-and-Stretch method
(b) Fix-and-Stretch 法得到的结果曲面 

(a) Trimmed front hood before scaling
(a) 放缩前的汽车前盖曲面 

(c) Resulting surface by new method 
(c) 新方法得到的结果曲面 

Fig.3  Trimmed trunk hood and resulting surfaces by two methods 
图 3  卡车车棚曲面和两种方法得到的结果曲面 

(b) Resulting surface by Fix-and-Stretch method
(b) Fix-and-Stretch 法得到的结果曲面 

(a) Trimmed trunk hood before scaling
(a) 放缩前的卡车车棚曲面 

(c) Resulting surface by new method 
(c) 新方法得到的结果曲面 

(a) Trimmed door panel before scaling
(a) 放缩前的车门面板曲面 

(c) Resulting surface by new method 
(c) 新方法得到的结果曲面 

(b) Resulting surface by Fix-and-Stretch method
(b) Fix-and-Stretch 法得到的结果曲面 

Fig.4  Trimmed door panel and resulting surfaces by two methods 
图 4  车门面板曲面和两种方法得到的结果曲面 

从图中可以看出,采用导矢叉乘目标函数的新方法得到的曲面的高光线模型和原曲面的高光线模型几乎

是一样的,而采用能量目标函数的 Fix-and-Stretch 方法得到的曲面的高光线模型和原曲面的高光线模型在一些

区域有明显的差异,有的区域高光线很不规则. 
大量实例测试结果表明,新方法在通常情况下要优于现有的能量模型方法,但也存在个别情况新方法的结

果不如 Fix-and-Stretch 方法的结果好.图 5 和图 6 是对车门面板进行放缩的结果.图 5 的放缩倍数为 0.94,图 6
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的放缩倍数为 0.84.可以看出,当放缩倍数为 0.94 时,新方法和 Fix-and-Stretch 方法得到的缩小曲面的高光线模

型一样好;当放缩倍数为 0.84 时,新方法的结果曲面的高光线模型变形较大.对如图 5 和图 6 所示的情况,如果增

加控制点个数,新方法和 Fix-and-Stretch 方法对 0.84 放缩倍数也可以得到理想的结果. 

5   结  论 

对带约束的曲面放缩操作,本文提出了用导矢叉乘法定义目标函数构造变形曲面的新方法.该方法通过极

小化新曲面 ),( vuS
),( vuS

和放缩后

的曲面 T 的法方向的

变化 ,使两曲面的差异尽可能

地小 ,从而使新曲面和原曲面

具有相近的形状和法向分布 .
在曲面的放缩操作过程中 ,放
缩系数与 1 的差别越大,需要

增加的控制点就越多 .而增加

的控制点越多 ,新曲面

s o

),( vuS
),( vuS与放缩后的曲面 T 的

差异就越小 .增加控制点将使

通过调整控制点对曲面形状进

行调整的操作变得困难 ,但用

本文的方法得到的新曲面具有

原曲面所建议的形状 ,所以不

需要对其作调整控制点的几何

操作 .如果要对其形状作几何

调整 ,则几何调整的工作应在

原曲面上进行 .今后要做的工

作是进一步探讨导矢叉乘目标

函数的特点及其在 CAGD 领

域中的应用. 

s oFig.5  Resulting surfaces by two methods with scaling factors of 0.94 
图 5  放缩倍数为 0.94 时两种方法得到的结果曲面 

(b) Resulting surface by new method
(b) 新方法得到的结果曲面 

(a) Resulting surface by Fix-and-Stretch method
(a) Fix-and-Stretch 方法得到的结果曲面 

(a) Resulting surface by Fix-and-Stretch method
(a) Fix-and-Stretch 方法得到的结果曲面 

(b) Resulting surface by new method
(b) 新方法得到的结果曲面 

Fig.6  Resulting surfaces by two methods with scaling factors of 0.84 
图 6  放缩倍数为 0.84 时两种方法得到的结果曲面 
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