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Abstract: The minimal surfaces have been extensively employed in many areas such as architecture, aviation, 
ship manufacture, and so on. However, the complexity of the minimal surface equation prevents people from 
modeling the minimal surface in CAD/CAGD. In this paper, based on the nonlinear programming and the FEM 
(finite element method), the approximation to the solution of the minimal surface equation bounded by Bézier or 
B-spline curves is investigated. A global method, which is called numerical extension method, is appealed to in the 
whole iterative process and linearize the nonlinear finite element system by using a simple iteration. Some 
numerical results are given in this paper. 
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摘  要: 极小曲面在建筑、航空、轮船制造等领域有着重要应用,但由于极小曲面表示复杂,给实际应用带来

了很大的困难.研究了具有给定边界的极小曲面的 B-样条函数曲面逼近.基于非线性约束优化方法和有限单元

方法,求极小曲面方程的近似解.在算法中使用数值延拓方法,使非线性问题的初值选择问题自动化,同时,使用

一个简单的线性化策略对非线性问题进行线性化.给出了几个数值结果. 
关键词: 极小曲面;Bézier 曲面;B-样条曲面;数值延拓;有限元 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

极小曲面问题是微分几何领域中一个古老而活跃的主题[1].该问题最早由 Lagrange 提出来并进行了研

究.Lagrange 给出了极小曲面方程即所谓的 Euler-Lagrange 方程.后来,由于 Plateau 在极小曲面方面的工作,人们
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的注意力开始转移到所谓的 Plateau 问题上来,即给定一条闭的可求长的空间 Jordan 曲线,寻找以这条空间曲线

为边界的具有极小面积的曲面. 
极小曲面以平均曲率恒为 0 作为特征,因此除了在有限个点以外,极小曲面的 Gauss 曲率恒为负,所以,极小

曲面具有很多优良的性质,其结构稳定,自然光顺,在建筑设计、飞机轮船制造、分子化学、晶体学等各个领域

都有很重要的应用.例如,用极小曲面作房顶曲面,结构很稳定,美观大方,特别是有不积水的特点. 
Enneper 曲面是一个著名的三次参数多项式极小曲面的例子.文献[2]使用 Enneper 曲面进行房顶曲面设计

的研究,文献[3]证明了实际上 Enneper 曲面是惟一的一类三次参数多项式极小曲面.该文还给出了一个参数多

项式曲面表示极小曲面的充分条件.虽然这些多项式极小曲面可以适用于CAD/CAGD系统,但它们的自由度太

少,不便于控制,在实际应用中极不方便,所以研究具有给定边界的能够表达成 Bézier 曲面形式的极小曲面,对于

将极小曲面引入 CAD/CAGD 系统具有积极的意义. 
极小曲面方程是一个非线性的二阶椭圆型方程,一般没有解析解,这给极小曲面在CAD/CAGD领域的应用

带来极大的困难.极小曲面问题在二维情形就是两个平面区域之间的共形映射问题.共形映射和极小曲面问题

都与相应的曲面 Dirichlet 能量有关.它们使曲面的面积和 Dirichlet 能量达到极小.文献[4]指出,仅仅对 Dirichlet
能量进行极小化,得不到满意的结果,因此引进了一个所谓的共形能量泛函,通过对该共形能量极小来计算共性

映射和离散的极小曲面. 
参数 Plateau 问题就是要寻找具有给定边界的曲面面积极小的参数曲面.Douglas 和 Rado 将问题转化为在

等温参数或称共形参数化下,Dirichlet 能量极小的问题.Plateau 问题的解具有如下性质: 
(1) 的各个坐标分量函数是f Ω 上的调和函数; 
(2) 是等温参数,即满足vu, 0=⋅=⋅−⋅ vuvvuu ffffff . 

因此,参数极小曲面问题实际上是在满足给定边界条件下,曲面参数化的最优化问题.这给参数极小曲面方程的

求解带来了极大的困难.有许多文章研究参数 Plateau 问题的数值解[4~9]. 
对于形如 的极小曲面问题,就是求解二阶非线性椭圆偏微分方程的问题.文献[10]研究了该方程

的差分求解方法.本文研究矩形域上以给定的 Bézier 曲线或者 B-样条曲线为边界的极小曲面问题.对于极小曲

面的近似 Bézier 解,我们采用对面积极小化的优化方法.对于极小曲面的近似 B-样条解,我们采用有限元方法进

行求解. 

),( yxfz =

1   问题描述 

极小曲面方程是函数形式的 Plateau 问题的 Euler-Lagrange 方程,我们可以对其描述如下: 
假定 C ),(  : yxϕ 表示一条空间可求长的 Jordan 曲线, Ω 为 在平面上的投影 所围成的区域.定义函数

空间: 

C Ω∂

{ }Czyxzz =∂→= )(| :),(  : ΩΩ RX , 
Plateau 问题就是要在 中寻求一个面积极小的曲面.曲面X ),( yxzz = 的面积可以表示为 

 .dd1)( 22 yxzzzA yx∫∫ ++=
Ω

 (1) 

这个面积泛函的逗留点称为极小曲面,它应该满足 Euler-Lagrange 方程: 
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即极小曲面方程.这个方程是一个非线性的偏微分方程,方程的求解是一项非常困难的工作.文献[10]讨论了极

小曲面方程的差分求解方法.但该方法计算量太大,涉及到大量的一阶和二阶导数的计算.另外,差分解是离散

的解,对于造型来说有很多不方便之处.由于 NURBS 是当前最流行的曲面造型方法,因此我们将讨论如何用

Bézier 曲面和 B-样条曲面逼近极小曲面方程的解. 
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2    以给定 Bézier 曲线为边界的近似极小曲面 

考虑 Bernstein 多项式函数曲线 .当∑=
n

i

n
ii xBbxf )()( 10 ≤≤ x 时, xxB

n
j n

j

n

j
=∑

=

)(
0

,因此,该函数曲线的控制顶

点由 给出.相应地,对于函数 Bézier 曲面,其控制网格是单位矩形nibni i ,...,1,0  ),,/( = ]1,0[]1,0[ ×=Ω 上的均匀剖

分的网格.双三次 Bézier 曲面是实际应用中最常用的曲面,因此,下面我们讨论用双三次 Bézier 曲面表示的近似

极小曲面. 
假定 是由 4 条给定的平面三次 Bézier 曲线围成的封闭曲线,我们不能希望这条曲线张成的极小曲面仍

然能表示成 Bézier 曲面的形式,但是,我们完全可以构造近似双三次 Bézier 曲面来逼近由 张成的极小曲面. 
Γ

Γ
假定非线性优化问题: 

 yxzz yxXz
dd1min 22∫∫ ++

∈
Ω

 (3) 

的近似解为 ,其中 由边界条件决定.确定其余几个 Bézier 系数是一个非

线性约束优化问题.我们采用基于一维线性搜索的整体收敛的 Newton 迭代方法来求解.其基本的迭代格式为 
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ii pXX ⋅+=+ λ  
步长 iλ 采用回溯线性搜索方法确定,下降方向 是 Newton 方向,这种非线性优化方法是一个比较成功的具有

整体收敛性的方法,对于初值的选择没有苛刻的要求.图 1 和图 2 分别是使用该算法的两个计算实例. 
np
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Fig.2  Approximating to the saddle bounded by 

four cubic parabola 
图 2  以 4 条三次抛物线为边界的马鞍状 

极小曲面的逼近曲面 
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Fig.1  Approximating to Schwarz surface with
nonparameterized bicubic Bézier surface 
图 1  用双三次 Bézier 函数曲面逼近 

Schwarz 极小曲面 

3   用 B-样条曲面表示极小曲面近似解 

文献[1]讨论了极小曲面方程 
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的差分求解方法.但该方法计算量比较大,涉及到大量的一阶和二阶导数的计算. 
有限元方法是求解偏微分方程的行之有效的办法[11],但由于极小曲面方程是一个强非线性的方程,因此在

使用有限元方法求解时存在几个本质上的困难,一个是每次迭代都是一个强非线性方程组的求解问题,计算量

很大,更大的困难在于刚度矩阵的集成.因此,如何选择一个线性化策略就是使用有限元方法有效求解极小曲面

方程的关键.本文使用一个有效的线性化策略,将极小曲面方程的求解转化为一系列线性问题的求解,从而给出
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了一个非常简单的有限元方法.有关离散极小曲面方程及其解的存在性证明见文献[11]. 
在有限元方法中,一般都选择分片线性函数空间作为有限元空间,这使问题得到简化,而且自由度少,但是

由于极小曲面方程的解至少是 连续的,因此我们选择双三次 B-样条函数空间作为有限元空间应该更好地逼

近极小曲面方程的解,而且双三次 B-样条曲面形式更适合于各种造型应用. 

2C

偏微分方程的有限元方法是利用分片多项式函数求解方程近似解的一般方法.该方法首先确定适当的有

限元子空间,然后利用各种方法将问题转化为线性的或非线性的方程组.由于均匀 B-样条函数没有端点插值性

质,不能自动满足边界条件[12],因此我们选择准均匀 B-样条函数空间作为有限元子空间. 
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,这一组节点决定了
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于 B-样条函数曲线 ,与参数曲线一样 ,我们可以定义其控制多边形 ,以便于实际应用 .对于矩形区域

],[],[ dcba ×=Ω ,做 均匀剖分,对应的张量积 B-样条基函数为 { .为方便起见,重新排列基函

数为线性序列 { ,令
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我们的问题是在空间 X 中求解如下方程: 
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对于Ω 上的均匀矩形网格剖分,在每个单元 eΩ 上有 
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由于 v 的任意性,有 
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在整个区域Ω上有 
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方程组(7)是一个非线性的方程组,有许多求解非线性方程组的方法可以使用,最常见的是使用 Newton 迭

代方法及其各种变形.在使用 Newton 迭代方法求解时,其刚度矩阵与自变量有关,随着迭代的动态变化,在迭代

过程中还涉及到复杂的求导运算,因此刚度矩阵的集成和方程组的求解是一个十分困难的问题. 

非线性方程组的求解在本质上是一个线性化过程.我们注意到,随着迭代的进行,两次迭代值之间的误差越

来越小,因此我们采用如下简单迭代过程:假设第 次迭代值 b 已经求得,在第 次迭代过程中,我们使用前

一次的迭代值来计算

k )(k 1+k

eexexexexe bCCCCb )(1 TT ++ ,即每次迭代过程都是求解如下的线性方程组: 
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这个迭代过程一直进行,直至达到给定的误差范围为止.数值结果表明,我们的迭代算法是线性收敛的. 
通常在求解非线性问题时,初值的选择非常重要,它影响到算法的收敛性.通常的 Newton 迭代方法只具有

局部收敛性,数值延拓方法能够较好地解决大范围收敛性问题.我们采用连续性方法,引入一个时间变量,将问

题(2)转换为以下问题: 

 其中 t∈[0,1].显然,t=0 时问题(8)的解就是 z=0,t=1 时问题(8)的解,也就是问题(5)的解.当 t→1 时,问题(8)的解已

经为问题(5)提供了一个足够好的初值. 
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连续延拓的方法本质上是求解力学问题时经常使用的逐次加载的方法.我们可以看出,从 t=0 延拓到 t=tm−1

的计算结果为最后求解原来的问题(即 t=1)提供一个合理的初值.因此,在具体实现时,为了提高计算速度,我们

在每次延拓中只需迭代 2~3 次即可,甚至迭代 1 次就可以了,在最后一次延拓中,则需要迭代多次,以得到满足精

度要求的结果.实验还表明,对 t 做三次剖分就可以得到很好的结果.图 3 和图 4 给出了使用本文的算法计算的

数值结果.结果显示的是 B-样条近似解的控制网格.表 1给出了对应的迭代误差.结果表明,我们的方法至少是线

性收敛的. 
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Fig.3  Nonparameterized B-Spline control net 
approximating to Schwarz’s surface 

图 3  Schwarz 极小曲面的 B-样条函数逼近的控制网格

Fig.4  Nonparameterized B-Spline control net 
approximating to the saddle surface 

图 4  马鞍面的 B-样条逼近控制网格 
在前一节中我们使用的非线性约束优化方法,要求的时间代价比较高.实际上,Bézier 曲面是 B-样条曲面的

特殊情况.因此,我们可以使用本节的方法计算极小曲面的 Bézier 曲面逼近,从而提高处理速度. 
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Table 1  The errors corresponding to Fig.3 and Fig.4 respectively 
表 1  对应于图 3 和图 4 的迭代误差 

Times of iteration Errors corresponding to Fig.3 Errors corresponding to Fig.4 
1 5.7500 3.0672 
2 9.7532e−004 0.0580 
3 1.7594e−006 0.0050 
4 3.8842e−009 8.8376e−004 
5 1.1111e−011 2.2787e−004 
6 4.7761e−014 5.5285e−005 
7 6.6649e−015 1.3033e−005 
8 5.9026e−015 3.0372e−006 

4   结  论 

由于极小曲面的重要意义,将极小曲面引入 CAGD 是很有意义的工作.由于极小曲面表达复杂,我们希望寻

求适合 CAGD 系统使用的极小曲面的表达方式.为此我们讨论了矩形域上极小曲面方程的 Bézier 函数曲面和

B-样条函数曲面近似解.对于任意区域上的问题,在直接应用 B-样条函数空间求解时很难处理边界条件.文献

[13]利用区域几何描述函数作为权函数研究了 Dirichlet问题的加权 B-样条函数逼近.这个方法也可以用来解决

任意区域上的极小曲面方程.由于参数极小曲面问题所存在的特殊困难,我们不能直接应用本文的方法.虽然有

很多文献讨论了参数极小曲面问题的数值求解方法,但他们都是基于分片线性逼近的方法.极小曲面本身至少

是二阶光滑的,因此,如何使用参数样条曲面逼近参数极小曲面仍然是一个需要继续研究的问题. 
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