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摘要: 针对蚁群算法不太适合求解连续性优化问题的缺陷,提出用蚁群算法求解连续空间优化问题的一种方
法.该方法将解空间划分成若干子域,在蚁群算法的每一次迭代中,首先根据信息量求出解所在的子域,然后在该
子域内已有的解中确定解的具体值.以非线性规划问题为例所进行的计算结果表明,该方法比使用模拟退火算
法、遗传算法具有更好的收敛速度. 
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人们从仿生学的机理中受到启发,提出许多用于解决复杂优化问题的新方法,统称为元启发(metahueristic)
算法, 如遗传算法、进化策略、模拟退火、蚁群算法、禁忌搜索(tabu search)算法等,并成功地应用于实际问题. 
蚁群算法(ant colony algorithm,简称 ACA)是最近几年才提出来的一种新型的模拟进化算法.它是由意大利学者
Dorigo,Mahiezzo,Colorni 等人受到人们对自然界中真实的蚁群集体行为的研究成果的启发而首先提出来的[1].
他们充分利用蚁群搜索食物的过程与旅行商问题(TSP)之间的相似性,通过人工模拟蚂蚁搜索食物的过程中个
体之间的信息交流与相互协作,最终找到从蚁群到食物源的最短路径的原理从而解决了 TSP 问题[2],取得了很
好的结果.随后,蚁群算法被用来求解 job-shop调度问题[3]、指派问题[4,5]、序列求序(sequential ordering)[6]等 NP
完全问题,显示出蚁群算法在求解复杂优化问题(特别是离散优化问题)方面的优越性,证明它是一种具有广阔
发展前景的好方法. 

生物学的研究表明,虽然单个蚂蚁的能力非常有限,但多个蚂蚁构成的群体具有找到蚁穴与食物之间最短
路径的能力.这种能力是靠其在所经过的路径上留下的一种挥发性分泌物(pheromone)来实现的.蚂蚁在路径上
前进时会根据前边走过的蚂蚁所留下的分泌物选择其要走的路径.其选择一条路径的概率与该路经上分泌物
的强度成正比.因此,由大量蚂蚁组成的群体的集体行为实际上构成一种学习信息的正反馈现象:某一条路径走
过的蚂蚁越多,后面的蚂蚁选择该路径的可能性就越大.蚂蚁的个体之间通过这种信息的交流寻求通向食物的
最短路径.这种优化过程的本质在于:(1) 选择机制.分泌物越多的路径,被选择的概率越大.(2) 更新机制,路径上
面的分泌物会随蚂蚁的经过而增长,而且同时也随时间的推移逐渐挥发消失.(3) 协调机制.蚂蚁之间实际上是
通过分泌物来互相通信、协同工作的.蚁群算法正是充分利用了这样的优化机制,即通过个体之间的信息交流
与相互协作最终找到最优解,使它具有很强的发现较优解的能力. 

但是,蚁群算法也有一些缺陷,如需要较长的搜索时间.这是因为蚁群中多个个体的运动是随机的,虽然通
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过信息的交流能够向着最优路径进化,但是当群体规模较大时,很难在较短时间内从复杂无章的路径中找出一
条较好的路径.为了充分利用学习机制,强化最优信息的反馈, Dorigo等人在基本的蚁群算法的基础上提出了称
为 Ant-Q System的更一般的蚁群算法[7,8],仅让每一次循环中最短的路径上的信息量作更新.为了克服在 Ant-Q
中可能出现的停滞现象,Stutzle等人提出了MAX-MIN Ant System[9],允许各个路径上的信息量在一个限定的范
围内变化 .吴庆洪等人在蚁群算法中引入变异机制 ,既可克服停滞现象 ,又可取得较快的收敛速 
度[10].Gambardella 等人提出了一种混合型蚁群算法 HAS[6],在每次循环中蚂蚁建立各自的解后,再以各自的解
为起点,用某种局部搜索算法求局部最优解,以此作为相应蚂蚁的解,这样可以迅速提高解的质量. 

蚁群算法的另一个缺点就是难以处理连续空间的优化问题.由于每个蚂蚁在每个阶段所作的选择总是有
限的,它要求离散的解空间,因而它对组合优化等离散优化问题很适用,而对线性和非线性规划等连续空间的优
化问题的求解不能直接应用.Bilchev 等人曾在使用遗传算法解决工程设计中连续空间的优化问题时,配合使用
了蚁群算法对遗传算法所得到的初步结果进行精确化,取得了较好的效果[11].但使用蚁群算法本身解决连续空
间的优化问题的能力相对较弱.本文针对蚁群算法的这一缺陷,提出用蚁群算法求解连续空间优化问题的一种
方法.该方法将解空间划分成若干子域,在蚁群算法的每一次迭代中,首先根据信息量求出解所在的子域,然后
在该子域内已有的解中确定解的具体值.我们以非线性规划问题为例进行的实验其结果表明,该方法比使用模
拟退火算法、遗传算法具有更好的收敛速度. 

1   基本蚁群算法 

我们以 TSP问题为例说明基本蚁群算法的框架.设共有 n个城市,蚁群中共有 m只蚂蚁, 表

示城市 i和 j之间的距离,

( )njid ij ,...,2,1, =

( )tijτ 表示在 t时刻城市 i和 j之间残留的信息量,我们以此来模拟实际蚂蚁的分泌物.

蚂蚁 k 在运动过程中根据各个路径上的信息量来决定下一步的路径.用 ( )tp k
ij 表示在 t 时刻蚂蚁 k 由城市 i 转

移到城市 j的概率,则 
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其中 allowdk表示蚂蚁 k下一步允许走过的城市的集合,它随蚂蚁 k的行进过程而动态改变.信息量 ( )tijτ 随时间

的推移会逐步衰减,用 1−ρ表示它的衰减程度.经过 n 个时刻,蚂蚁可走完所有的城市,完成一次循环.此时,要根
据下式对各路径上的信息量作更新: 
 ( ) ( ) ,1 ijijij ∆tt ττρτ +⋅=+  (2) 
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ij∆τ 表示蚂蚁 k在本次循环中在城市 i和 j 之间留下的信息量,其计算方法根据计算模型而定,在最常用的 ant 

circle system模型中: 
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其中 Q 为常数,Lk为蚂蚁 k 在本次循环中所走路径的长度.在式(1)中,α表示蚂蚁在行进过程中所积累的信息量
对它选择路径所起的作用大小,ηij为由城市 i 转移到城市 j 的期望程度,可根据某种启发算法而定,例如,可以取

.1 ijij d=η β表示ηij的作用.当α=0时,算法就是传统的贪心算法,而当β=0时,算法就成了纯粹的正反馈的启发式

算法.可以用试验的方法确定参数α,β的最优组合.在经过若干次循环以后,可根据适当的停止条件来结束计算. 

2   求解连续空间上的优化问题 

我们以求解非线性规划问题为例说明我们的方法.考虑如下的非线性规划问题: 
( )nxxxF ,...,,min 21 , 
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使得 ribxaxaxa ininii ,...,2,1,...2211 =≥+++ .这里 F 为任一非线性函数,约束条件构成 nR 上的一个凸包.我们可以
使用不等式变换的方法[12]求得包含这个凸包的最小的 维立方体,我们将设该立方体为 n

.,...,2,1, niuxl iii =≤≤  

选取一定的长度 length,设 






 −
=

length
lu

k ii
i

)[ ]lengthj

,则可将该立方体在第 i 维上分成 个子区间,其中第 j 个子区间为ik

( ) ( lulengthjl iii ⋅+⋅−+ ,min,1 . 
设系统中有m只蚂蚁,我们将解的 n个分量看成 n个顶点,第 i个顶点代表第 i个分量,在第 i个顶点到第 i+1 

个顶点之间有 条连线,代表第 i个分量的取值可能在 个不同的子区间.我们记其中第 j 条连线上在 t时刻的
信息量为

ik ik
( )tijτ .每只蚂蚁都要从第 1个顶点出发,按照一定的策略选择某一条连线到达第 2个顶点,再从第 2个

顶点出发,…,在到达第 n个顶点后,在 条连线中选取某一条连线到达终点.每个蚂蚁所走过的路径代表一个解
的初始方案,它指出解的每一个分量所在的子区间. 

nk

为了确定解的具体值,可在各个子区间已有的取值中保存若干个适应度较好的解的相应分量,作为候选组.
为了加快收敛速度,我们参考吴庆洪等人[10]提出的具有变异特征的蚁群算法,使用遗传操作在候选组中确定新
解的相应分量的值.首先可随机在候选组中选择两个值,然后对它们实行交叉变换、变异变换,以得到新值作为
解的相应分量.该候选组中的值在动态地更新,一旦有一个更好的解的分量在该子区间中,就用这个值替换其中
的较差者. 

在m只蚂蚁得到m个解后,要对它们进行评估,可使用 Lagrange函数作为评估解的优劣的适应度函数,否则
要对每个解进行合法性检查并去除其中的不合法解.然后要根据适应度函数值更新各条边上的信息量.重复这
样的迭代过程,直至满足停止条件. 

算法 1. 本文算法框架. 
(1) 初始化 
随机产生M个初始解,计算这 M个初始解的适应度,由这M个初始解的各个分量计算出其所属的子区间,

产生各个子区间上的相应分量的候选组,并将候选组中的值按它们所在解的适应度排序,根据适应度计算各分
量各个子区间上(即各条边上)的信息量. 

(2) 迭代过程 
while not 结束条件 do  

{ 
(2.1)  for i=1 to n do  (对 n个分量循环) 

{for k=1 to m do  (对 m个蚂蚁循环) 
(2.1.1)  {根据 和概率0q ( )tp k

ij 确定第 i个分量的值在第 j个子区间; 

(2.1.2)  局部更新第 j个子区间的信息量 ( )tijτ ; 

(2.1.3)  在第 j个子区间候选组里用选择、交叉、变异操作生成第 i个分量的的值; 
} 
计算新解的适应度函数值; 

} 
(2.2)  修改各条边上的信息量; 

(2.3)  取适应度最好的 num 个解将其各分量值插入相应的子区间的候选组中(此处取 num 为
(int)(m/3)),并淘汰候选组中的较差者. 

} 
上述算法的(2.1.1)根据下列公式选取第 i个分量的值所在的子区间号 j: 

{ }


 ≤≤≤

=
otherwise,

,1\maxarg

0

0

j
qqkj

j iij 若τ
. 

其中 q值均匀分布在(0,1)内随机选取.q0是一个确定选取最佳解分量值所在的子区间的概率,例如可取 q0＝0.8,
信息量最大的子区间以高概率 0.8 被选中,其余的子区间以 0.2 的概率参与选择.arg max{τij\1≤j≤ki}表示分量 i
的信息量最大的子区间号.j0按如下概率分布在[1,ki]内取值: 
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其中 ( )tijτ 表示分量 i的第 j个子区间的信息量,它在动态地变化. 

由于算法中以 q0的概率选择 ki个子区间中信息量最大的子区间,因此信息量最大的那个子区间常常被选
中,这就使得新一代解的该分量值集中在这个子区间,容易发生停滞现象.为了避免这种现象,在上述算法的
(2.1.2)行对所选的子区间的信息量进行局部更新,对被选中的子区间立即适当地减少其信息量,使其他蚂蚁选
中该子区间的概率降低.设第 k个个体的第 i个分量选中第 j个子区间,则按下式局部更新子区间 j的信息量: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }.0\min1 iirijij krttt ≤≤⋅+⋅−= τρτρτ  

这样,更新后的信息量是原来的信息量和有关第 i 个分量各子区间的最小信息量的凸组合.当信息量最大的子
区间被多次选中之后,信息量减少到 ki个子区间的信息量的平均水平,从而蚂蚁选择其他子区间的概率增加,增
加了所建立解的多样性,同时也有效减少了停滞现象的发生. 

在上述算法的(2.1.3)行在第 j个子区间的候选组里使用选择、交叉、变异等遗传操作生成第 i个分量的值.
其算法如下: 

算法 2. 候选组里的选择交叉变异等遗传操作. 
(1) 若候选组里的候选值的个数 gi=0,即候选组里没有候选值,此时则产生一个[li+(j-1)⋅length,min(ui,li+ 

j⋅length)]间的随机数作为解分量的值,跳过选择、交叉、变异等遗传操作; 
(2) 若 gi=1,即候选组里只有一个候选值,则跳过选择、交叉等操作,直接对这个候选值进行变异操作; 
(3) 若 gi=2,即候选组里有两个候选值,则跳过选择操作,直接对这两个候选值进行交叉、变异等操作; 
(4) 否则,选择两个分量后进行交叉、变异操作. 
在选择操作中,根据候选组里各候选值的适应度的大小,用“赌轮”的方法选取两个值.设第 j 个值所在解的

适应度为 fj,则它被选中的概率为 

.  
1
∑
=

ig

k
kj ff

在交叉操作中,设所选择的两个值为 xi(1)和 xi(2),其适应度分别为 f1,f2,且 f1>f2,我们以概率 pcr 进行交叉操

作.随机产生 p∈[0,1],若 p>p
oss

cross,则进行交叉操作.取随机数 ]1,0[∈γ ,交叉结果值 [ ])1()2()1( iiicross xxxx −⋅+= γ ;若
p<pcross,则不进行交叉操作,取 )1(icross xx = . 

在变异阶段,我们以概率 pmutate对交叉操作结果 xcross进行变异操作得到 xmutate.记第 i 个分量的第 k 个子区
间的上、下界分别为 uik,lik.并设 

{ }ikcrosscrossiki lxxud −−= ,max , 

产生随机数δ∈[－1,1],取 
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这样可以保证遗传操作的结果仍然在子区间中. 
在所有蚂蚁都得到解以后,算法的(2.2)行按式(2)和式(3)相应地更新各子区间上的信息量τij(t),但对 的

更新应按下式进行: 

k
ij∆τ
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=
otherwise,0

, 个子区间个分量选中第的解的第若蚂蚁 jikfW
∆ kk

ijτ . 

其中 W为一个常数,fk为蚂蚁 k的解的适应度. 

3   实验结果 

我们对文献[13]附录中的带约束非线性优化问题 G1~G5 用上述算法和一般模拟退火算法(SA)、遗传算法
(GA)在 PC 机上用 C 语言编程进行了测试.虽然 G2~G5含有非线性的约束条件,但它们都有显式表示各变量 xi

的变化范围的线性约束条件: ( )niuxl iii ,...,2,1=≤≤ ,我们以此来设定每个变量的子区间.在测试中,我们取初始
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解的个数 M=20,群体中个体的个数 m=50,对每一个问题反复进行 10 次计算 ,取其平均结果 .这里 ,我们用
CACA(continuous ant colony algorithm)表示本文改进后的算法,CACA算法中参数取值的不同组合对计算结果
的影响见表 1(以 G1为例). 

Table 1  The computational results under different parameters of CACA 
表 1  CACA在不同参数下的计算结果 

Parameter setting① 
q0 pcross pmutate  ρ 

The iteration numbers to reach 
the best solution② 

The average best solutions found in 
each trial③ 

0.2 0.2 0.3 0.1 801.2 −14.969 
0.4 0.2 0.3 0.1 713.4 −14.999 
0.6 0.2 0.3 0.1 754.8 −15.000 
0.8 0.3 0.4 0.1 612.5 −14.972 
0.6 0.3 0.4 0.3 634.2 −15.000 
0.7 0.4 0.5 0.4 471.6 −14.033 
0.7 0.4 0.5 0.5 709.8 −14.987 
0.6 0.4 0.5 0.7 898.1 −15.002 
0.8 0.6 0.7 0.3 805.3 −15.000 
0.8 0.8 0.8 0.3 855.6 −15.000 

①参数设置,②达到最优解的迭代次数,③各次运行得到的最优解的平均值. 

如图 1所示,为使用 CACA和 GA算法对 G1进行计算时,各次迭代最佳结果的进化情况. 
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Fig.1  The evolutionary process of the best solution 
图 1  最佳解进化曲线图 

由图 1 可以看出,使用本算法接近最佳解的速度比 GA 算法快,且在达到最优解后可稳定在最优解的附近.
使用 CACA,SA 和 GA 算法对 G1~G5 进行计算时,其性能比较见表 2(G1~G5 的理论的最优解依次是−15.000, 
7 049.331, 680.630, 0.054, 24.306). 

Table 2  Comparison of CACA with GA, SA applied to NLP instances 
表 2  CACA与 GA,SA应用于非线形规划问题的比较 

The iteration numbers to reach the 
best solution② The time to find the best solution③

The average best solutions found in 
each trial④ Instance① 

GA SA CACA GA SA CACA GA SA CACA 
G1 894.33 598.17 471.63 67.08 53.86 40.76 −14.136 −14.571 −14.942 
G2 4 918.45 3 067.35 2 007.45 352.39 205.24 156.03 8 063.123 7 128.065 7 051.285 
G3 5 827.87 4 679.43 4 182.17 451.73 384.12 342.54 682.114 687.293 681.203 
G4 5 301.13 4 022.68 3 894.22 411.48 365.40 319.84 0.056 0.055 0.057 
G5 4 697.02 3 986.52 3 279.44 320.11 308.75 285.60 25.401 24.482 24.420 

①测试问题,②达到最优解所需的迭代次数,③找到最优解所需的时间,④每次运行得到的最优解的平均值. 

由表 2可以看出,CACA比 SA和 GA找到最优解的速度快,且得到的最优解更接近理论的最优值.通过以上
实验结果的比较可以看出,使用本文提出的改进的蚁群算法,经过较少的次数可以找到最优解,大大节约了计算
时间,对于求解大规模连续性优化问题是十分有利的. 
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4   结  论 

本文提出了一种改进的蚁群算法,可以有效地弥补基本蚁群算法不能求解连续空间优化问题的缺陷.本方
法将解空间划分成若干子域,在每一次迭代中,首先由蚁群算法根据信息量求出解所在的子域,然后在该子域内
已有的解中确定解的具体值.我们以非线性规划问题为例进行的实验结果表明,该方法比使用模拟退火算法、
遗传算法具有更好的收敛速度.本方法可推广应用到其他连续空间的优化问题之中,为将蚁群算法应用于连续
性优化问题提供了新的途径. 
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Abstract: A drawback of ant colony algorithm is not suitable for solving continuous optimization problems. A 
method for solving optimization problem in continuous space by using ant colony algorithm is presented. By 
dividing the space into subdomains, in each iteration of the ant colony algorithm, the method first find the 
subdomain in which the solution located by using the trail information, then the values of the components in the 
solution can be determined from the existing solutions in the subdomain. The experimental results on the  
nonlinear programming problem show that the method has much higher convergence speed than that of GA and SA. 
Key words: ant colony algorithm; optimization; genetic operation; non-linear programming problem 
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