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摘要: 提出了一种具有中断时间代价的抢先调度问题(P|ptmn(δ)|Cmax):在抢先调度中,一个任务发生一次中断,
其总的执行时间会增加一个δ.该问题在工程任务分配、分布式计算和网络通信等实际问题中有着广泛的应用背
景.证明了这是一个 NP-hard问题,给出了一个时间复杂度为 O(nlogn+m)的脱线近似算法 LPT-Wrap,其近似比小
于等于 1.40825,并分析了 P|ptmn(δ)|Cmax的在线特性,给出一个线性时间复杂度的在线近似算法,其竞争比为 2. 
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调度问题是一类组合优化问题,在计算机及通信等许多领域有着广泛的应用,在理论上又与算法设计、复
杂性理论关系密切,因而引起了许多学者的研究兴趣[1].根据实际应用中的不同要求,存在很多种调度问题,目前
被研究过的就有几百种.一个调度问题可由 3方面的特征来刻画[2]:机器环境、问题的限制条件和问题的目标函
数.其中最早被研究的问题是一致并行机(identical parallel machine)上最小化停机时间(makespan)问题 P||Cmax:
给定 n个任务和m台机器,机器环境为一致并行机(各个机器处理速度一致且相互独立),每个任务有一个执行时
间,要在某台机器上执行完毕且执行过程中不能发生中断.每台机器在任一时刻只能处理一个任务,目标函数为
最小化所有任务均执行完的时间[3].P||Cmax问题是一个 NP完全问题,关于它的近似算法的研究已有相当丰富的
结果[1,2]. 

已有的调度问题虽然众多,但根据实际情况,近年来依然有更为实际的新模型被研究者们陆续提出,并加以
研究[2,4].在计算机及通信领域中大量存在着抢先调度的情况:一个任务可以在执行一段时间后停止执行,未执
行部分在以后的某个时刻重新执行.在实际的抢先调度中,当任务发生中断后,该任务的总执行时间往往会增
加:被中断任务的未执行部分重新执行时需要一个额外的执行时间.这种情况在大型软件项目开发[5]、分布式计

算[6]、光纤网络通信[7]中都实际存在. 
在已有的各种抢先调度问题的模型中 ,均不考虑抢先调度中任务中断所具有的额外时间代价 [8,9].比如

P|ptmn|Cmax问题就是在原来的 P||Cmax问题中加入了中断允许的 ptmn条件:一个任务可以被中断执行,但中断不
需要花费任何额外的时间. 

本文提出了一种任务中断具有时间代价的允许抢先调度的条件 ptmn(δ):在每次发生任务中断时,任务的未
执行部分在重新执行时需要一个额外的时间代价δ.ptmn(δ)条件比 ptmn 条件更加符合实际各种抢先调度的情
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况.虽然在实际中任务中断的时间代价往往也是任务相关的,即不同的任务中断可能具有不同的时间代价,但考
虑到中断的时间代价一般主要依赖于机器本身,所以可以近似地认为在一致并行机上,所有任务都具有相同的
中断时间代价. 

针对这一新的限制条件,我们对一个新的调度问题 P|ptmn(δ)|Cmax 进行了研究.首先证明了该问题是一个
NP-hard 问题 .如果 P≠NP,NP-hard 问题则不存在有效时间内求得最优解的算法 [3],因此本文重点考虑
P|ptmn(δ)|Cmax问题的近似算法,并对这些算法的性能进行分析. 

我们首先给出一个脱线近似算法 LPT-Wrap.它同时利用 LPT(longest processing time)策略和 wrap-around
算法[2]思想得到两个任务安排表,返回其中较好的一个.通过相当细致的分析,了解到该算法的近似比小于等于
1.408 25.然后对该问题的在线算法进行讨论,指出 LS(list scheduling)算法[3]可以用来求解该问题,其竞争比 
为 2. 

本文第 1 节对 P|ptmn(δ)|Cmax问题进行分析,并证明该问题是一个 NP-hard 问题.第 2 节给出一个时间复杂
度为 O(nlogn+m)的脱线近似算法 LPT-Wrap算法,并对该算法的近似性能进行分析.第 3节说明 LS算法是该问
题的一个竞争比为 2的在线算法,时间复杂度为 O(n).第 4节总结全文,并指出下一步的工作方向. 

1   具有中断时间代价的抢先调度问题 

本节先给出 P|ptmn(δ)|Cmax问题的一些相关定义,并证明该问题是一个 NP-hard问题. 
定义 1. P|ptmn(δ)|Cmax问题是指,给定 n 个任务集合 J={J1,…,Jn}和 m 台一致并行机,每个任务有一个执行

时间 pj>0(1≤j≤n).每台机器在任意时刻只能处理一个任务.记任务 Jj的执行完毕时间为 Cj,目标函数为最小化所
有任务均执行完的时间,即 min(max1≤j≤nCj),其中 max1≤j≤nCj通常称作停机时间(makespan),记为 Cmax.一个任务 Jj

可以在执行一段时间 t后中断执行,同时未完成部分的执行时间会增加一个δ,从 pj−t变为 pj−t+δ. 
定义 2. 任务安排表∑是指任务集合在机器上执行的方案.最优任务安排表是指使 P|ptmn(δ)|Cmax问题的停

机时间最小化的任务安排表.最优任务安排表中的任务中断次数可能不同,记中断次数最少的最优任务安排表
为∑*. 

若一个 pj≤δ的任务发生中断产生两个执行时间,分别为 pj′和 pj″的任务执行部分,则后执行部分的执行时间
pj″大于δ.此时可调整任务安排表,取消这次中断,使该任务在 pj″时间内完成,其余任务的执行安排不变.由此得
到命题 1. 

命题 1. ∑*中发生中断的任务 Jj的执行时间 pj>δ. 
P||Cmax问题是一个经典的 NP 完全问题[10],而 P|ptmn|Cmax问题则是一个多项式时间内可解的 P 类问题.下

面的定理将证明 P|ptmn(δ)|Cmax问题是一个 NP-hard问题. 
定理 1. P|ptmn(δ)|Cmax问题是 NP-hard问题. 
证明:假设 P|ptmn(δ)|Cmax问题具有多项式时间的完全算法 A,下面考察 P||Cmax问题的任意输入实例 I0,对于

I0中的任务集合 J 和机器数目 m 保持不变,取δ′=max1≤j≤npj.这样得到 P|ptmn(δ)|Cmax问题的一个实例 I0′,根据假
设,算法 A 可以在多项式时间内得到实例 I0′的一个任务安排表∑*,使得 Cmax最小.又δ′=max1≤j≤npj,由命题 1可知
∑*中没有任务发生中断,此时∑*就是 P||Cmax问题的实例 I0的最优任务安排表.因此,算法 A 也是 P||Cmax问题的

多项式完全算法.又因为 P||Cmax问题是 NP完全的,所以 P|ptmn(δ)|Cmax问题是一个 NP-hard问题. □ 
NP-hard问题在P≠NP的假设下不存在多项式时间的完全算法,因此,下面考虑该问题的近似算法.这里先给

出有关近似算法的一些概念的定义. 
定义 3. 给定最小化问题∏,记 OPT(I)为实例 I 的最优解,A(I)为算法 A 在实例 I 上的解,若对问题∏的任意

实例 I,都有 A(I)≤αOPT(I),则称这个算法是α-近似的,若α是所能取到的最小值,则称这个算法的近似比为α. 
在最小化停机时间的调度问题中,一般使用 C*

max 表示最优停机时间,用 CA 表示某个算法 A 得到的停机 
时间. 

定义 4. 如果近似调度算法 A 依序处理各输入任务,在处理当前任务的时候,不知道任何后续任务信息,并
立即给出当前任务的调度安排,则称这样的近似调度算法 A为在线(on-line)调度算法;首先得到所有任务信息之
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后,统一处理所有任务安排方案的近似算法则为脱线(off-line)调度算法.在在线算法的研究中,算法的近似比常
称作为算法的竞争比(competitive ratio).在实际应用中,很多时候都要求算法具有在线特性[11]. 

2   脱线算法 

本节给出 P|ptmn(δ)|Cmax 问题的一个脱线近似算法 LPT-Swap,并分析该算法的近似性能.下面先给出这个
算法的描述. 

LPT-Swap算法描述: 
Step 1. 将任务集合 J={J1,…,Jn}中的任务按照任务执行时间 pj非增排序,然后将排好序的任务序列依次置

于 m台机器上执行,若某台机器空闲,则将当前任务序列中的第 1个任务安排在上面执行,直到所有任务均执行
完毕为止.得到任务安排表∑LPT和相应的停机时间 CLPT. 

Step 2. 将任务集合中的任务任意排成一列,然后按照顺序将任务分配给一台机器,直到该机器上执行任务
的总执行时间达到 D=max{[(∑n

j=1pj)+(m−1)δ]/m,max1≤j≤npj+δ}为止.此时若某任务只部分完成,则将该任务的未
完成部分(包含中断时间代价δ)分配给下一台机器,再继续安排其他任务,直到将所有的任务安排完毕为止.然
后,将每台机器第 1 个执行的任务(或任务中断部分)与它的最后一个执行的任务(或任务中断部分)对换,得到任
务安排表∑wrap和相应的停机时间 Cwrap. 

Step 3. 返回停机时间小的任务安排表∑,停机时间 CLPT-wrap=min{Cwrap,CLPT}. 
在 LPT-Swap 算法中,Step 1 的时间为 O(nlogn),Step 2 的时间为 O(n+m),所以整个算法的时间复杂度为

O(nlogn+m).由于 Step 1中要求对全部任务按照执行时间进行排序,所以该算法是一个脱线近似算法. 
为了下面分析的方便,设对于 P|ptmn(δ)|Cmax问题的任一实例 I,其最优停机时间为 C*

max,相应的任务中断次
数最少的最优任务安排表为∑*;将实例 I 中的任务集合作为 P||Cmax问题的一个实例 I0,记它的最优停机时间为
C*

max 0,相应的最优任务安排表为∑*
0. 

因为∑*中任何一个任务在 C*
max时刻均已执行完毕,而同一个任务不能在不同的机器上同时执行,且每次中

断都会增加一个额外的执行时间δ.因此,有下面的命题 2成立. 
命题 2. 若任务 Jj在∑*中发生中断 kj次,有 C*

max≥pj+kjδ,其中 pj为任务 Jj的执行时间.特别地,若任务 Jj在

∑*中发生中断,有 C*
max≥pj+δ. 

引理 1. 若δ>1/2 C*
max,CLPT≤4/3 C*

max. 
证明:当δ>1/2 C*

max时,若在∑*中任务 Jj发生中断,由命题 1知 Jj的执行时间 pj>δ,于是有 pj+δ>1/2 C*
max+δ> 

C*
max,这与命题 2的结果矛盾.所以由在∑*中没有任务发生中断可知,∑LPT对输入实例为 I0的 P||Cmax问题也是合

法的,且有 C*
max=C*

max
 
0.又 LPT算法对于 P||Cmax问题的近似度为 4/3[2],所以有 CLPT≤4/3 C*

max 0=4/3 C*
max. □ 

引理 2. Cwrap−C*
max≤δ. 

证明:这里先说明算法 LPT-Swap的 Step2可以得到一个合法的任务安排表.一方面,按照算法得到的任务安
排表中至多有 m−1 个任务发生中断,且每个发生中断的任务仅中断一次,所以需要总的执行时间不超过∑j=1

n 
pj+(m−1)δ,又因为每台机器的总执行时间均可以达到 D,由 mD≥∑n

j=1 pj+(m−1)δ知,所有的任务都可以在时间 D
内执行完毕 ;另一方面 ,每个发生中断的任务的两个执行部分分别在两台机器上首先执行和最后执行 ,而
D≥max1≤j≤npj+δ,所以它们不会在一个时刻同时执行,并且算法也保证了后执行的任务中断部分的执行时间大于
δ .由此可知 ,算法得到的是一个合法的任务安排表∑w r a p ,相应的停机时间 C w r a p = D= ma x{[ (∑ n

j = 1 p j )+ 
(m−1)δ]/m,max1≤j≤npj+δ}. 

(1) 若 Cwrap=max1≤j≤npj+δ,由于∑*中在 C*max 时刻,任一任务均执行完毕,所以 C*
max≥max1≤j≤npj,由此可得

Cwrap=D≤C*
max+δ. 

(2) 若Cwrap=[(∑n
j=1 pj)+(m−1)δ]/m,由于∑*中在C*max时刻,所有的任务均执行完毕,所以有C*

max≥(∑n
j=1 pj)/m

成立,由此可得 Cwrap=[(∑1≤j≤npj)+(m−1)δ]/m<C*
max+δ. 

由上面的(1)和(2)知,Cwrap−C*
max≤δ成立. □ 

引理 3. 若(1/ 6 )C*
max<δ≤(1/2)C*

max,则 C*
max 0≤C*

max+( 6 −2)δ. 
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证明:(1/ 6 )C*
max<δ≤(1/2)C*

max,即 2δ≤C*
max< 6 δ.下面对任务中断次数最少的最优任务安排表∑*中的任务

中断情况进行考察.首先,若在∑*中任务 Jj发生中断,由命题 2 知 C*
max≥pj+δ,可得所有在∑*中发生中断的任务的

执行时间为 

 δδ )16(*
max −<−≤ Cp j . (*) 

设在最优任务安排表∑*中任务 Jj被中断了 kj次.由命题 1知在∑*中发生中断的任务执行时间 pj>δ,由命题 2
知 C*

max≥pj+kjδ,所以 C*
max≥(1+kj)δ.又由 C*

max< 6 δ,知 kj=0或 1,即∑*中的所有任务至多中断一次.设执行时间为

pj的任务 Jj产生中断,分成两个部分执行,执行时间分别为 pj′和 pj″,有 pj′+pj″=pj+δ.若 pj′≤δ或者 pj″≤δ,则 pj″≥pj

或者 pj′≥pj.此时,可以对任务安排表∑*进行调整,使得任务 Jj不发生中断,在 pj′或 pj″执行时间内完成,其余任务的
执行安排不变.这样,中断次数减少而停机时间没有增加,这与∑*中任务中断次数最少矛盾.所以 pj′>δ且 pj″>δ,即
所有中断产生的部分执行时间均大于δ. 

又由于∑*是任务中断次数最少的最优任务安排表,且 C*
max< 6 δ<3δ,所以一个任务中断后产生的两个部分

不会在同一台机器上执行,∑*中每台机器上至多也只能执行两个中断产生的执行部分. 
这样,可以将∑*中的任务中断情况用一单图 G表示.图 G中每个顶点代表一台机器,若一任务发生中断在两

台机器上执行,则图 G 中的两台机器相对应的顶点有一条边相连.由于每台机器上至多只能执行两个中断产生
的部分,因此图 G中所有顶点的度至多为 2. 

因为单图 G中的顶点最大度数小于等于 2,所以 G的每个连通片只可能是圈或者路径.若图 G中存在长度
为 k 的圈 H(k≥2),即在∑*中,存在 k 个发生中断的任务并且中断后的部分在 k 台机器上执行.此时调整任务安排
表,取消这 k 个任务的中断,直接将这 k 个任务分别置于 k 台机器上执行.取消中断后的每台机器,相当于减少了
两个执行时间大于δ的中断产生的执行部分,加上一个执行时间小于( 6 −1)δ的任务(由(*)式),停机时间会减少.

这与∑*是最优的任务安排表矛盾.所以在图 G中没有为圈的连通片,它所有的连通片都是一条简单路径. 
(1) 对应于图 G 中连通片为长度为 k 的路径(k≥2),即 k 个任务发生中断,在 k+1 台机器上执行,且首尾两台

机器上只执行一个中断产生的部分.不妨设任务 J1,J2,…,Jk发生中断,在机器 M1,…,Mk+1上执行.Jj中断为两个执

行部分 Jj′和 Jj″(1≤j≤k),J1′在 M1上执行,Jk″在 Mk+1上执行,J″i−1和 Ji′在机器 Mi(2≤i≤k)上执行.现在调整任务安排
表,取消原有的 k次中断.未发生中断的任务依然在原机器上执行,将发生中断的任务 Jj置于 Mj上执行(1≤j≤k). 

下面考虑取消中断后,这 k+1台机器停机时间的变化情况.对于机器 Mi(2≤i≤k),相当于去掉两个执行时间大
于δ的中断执行部分 J″i−1和 Ji′,加上 1个执行时间小于( 6 −1)δ的任务 Ji(由(*)式),停机时间会减少;机器 Mk+1上

仅仅去掉了一个中断执行部分 Jk″,停机时间是减少的;最后考虑机器 M1的停机时间变化情况.M1上原来处理 1
个执行时间 p′1>δ的中断产生的执行部分 J1

′,现在将整个未中断的任务 J1在其上执行,该机器的停机时间增加了
p1−p′1,即 p″1−δ.又原先执行 J1

″的机器M2上除 J1″外,还有另一个执行时间大于δ的中断产生的执行部分 J2′,于是,
由C*

max< 6 δ知,p″1<( 6 −1)δ.所以,机器M1的停机时间增加值小于( 6 −2)δ,即这 k+1台机器总的停机时间的增
加值小于( 6 −2)δ. 

(2) 对应于图 G中的连通片为长度为 1的路径,即 1个任务发生中断在两台机器上执行,且这两台机器只执
行一个任务中断后的执行部分.设中断的任务为 Jj,其执行时间为 pj,两个中断后部分的执行时间为 pj

′和 pj″,分别
在机器Mi和Mi+1上执行,由前面的分析知 pj

′+pj
″=pj+δ,又由(*)式知,pj′+pj″≤ 6 δ,所以 pj′和 pj″中必有一个不大于

6 /2δ,不妨设 pj′≤ 6 /2δ.现取消这次中断,将整个任务置于机器 Mi+1上执行,机器 Mi的停机时间减少 pj′,Mi+1停

机时间增加了 pj−pj″=pj′−δ≤( 6 /2−1)δ<( 6 −2)δ. 
由上述(1)和(2)的讨论知,将∑*中任务中断全部取消,停机时间最多增加( 6 −2)δ,而 C*

max 0是当所有任务均

不中断时的最优停机时间,所以 C*
max 0≤C*

max+( 6 −2)δ成立. □ 
定理 2. CLPT-Wrap≤(1+1/ 6 )C*

max≈1.40825 C*
max. 

证明:当δ>1/2 C*
max 时,由引理 1 知 CLPT≤4/3 C*

max;当δ≤1/ 6  C*
max 时,由引理 2 知 CWrap≤δ+C*

max≤(1+ 
1/ 6 )C*

max.下面考虑 1/ 6  C*
max<δ≤1/2 C*

max时的情况. 

考虑∑LPT中的最后一个执行完毕的任务 Jk,其执行时间为 pk. 
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(1) 若 pk>1/3 C*
max 0,考察没有任务中断的最优的任务安排表∑*

0,可知至多只有 2m个执行时间大于等于 pk

的任务存在.这些任务在∑LPT中均在 Jk之前执行,不妨记为 J1,J2,…,Jk−1(p1≥p2≥…≥pk−1≥pk),且∑LPT中每台机器至

多执行其中的两个.易见,这不多于 2m个的任务在∑LPT中的次序安排就是最优的次序安排(J1和 Jk,J2和 Jk−1,…,
两两在一台机器上执行),可知 CLPT≤C*

max 0,故有 CLPT=C*
max 0.由引理 3 及δ≤1/2 C*

max 可得:CLPT=C*
max 0 

≤C*
max+( 6 −2)δ≤C*

max+( 6 −2)(1/2 C*
max)= 6 /2 C*

max. 

(2) 若 pk≤1/3 C*
max 0,则因为在任务 Jk执行之前所有的机器均没有空闲,所以 Jk开始执行的时刻 sk<(∑n

j=1 
pj)/m≤C*

max,这样有 CLPT=sk+pk≤(∑n
j=1 pj)/m+pk≤C*

max+1/3 C*
max.再由引理 3 及δ≤1/2 C*

max可得:CLPT≤C*
max+1/3 

C*
max+( 6 −2)δ]=4/3 C*

max+( 6 −2)/3δ≤(4/3+( 6 −2)/6) C*
max=(1+ 6 /6)C*

max. 
综上,CLPT-Wrap= min{Cwrap,CLPT}≤(1+1/ 6 )C*

max≈1.40825 C*
max成立. □ 

由定理 2知,算法 LPT-Swap的近似比小于等于 1.408 25. 

3   在线算法 

LS算法是调度问题中的常见算法.它按照所给任务序列,若某台机器空闲,即将当前任务表中的第 1个任务
安排在上面执行,直到所有任务均执行完毕为止.注意到该算法的时间复杂度为 O(n),且是一个在线算法. 

定理 3. 对于 P|ptmn(δ)|Cmax,LS算法的竞争比为 2. 
证明:考虑 LS 算法得到的任务安排表∑LS中的最后执行完的那个任务 Jk,设其执行时间为 pk.由于任务 Jk

执行前没有机器空闲,所以 Jk开始执行的时间 sk<(∑n
j=1 pj)/m.又在最优任务安排表中,任务 Jk在 C*

max时刻已执

行完毕,可知 C*
max≥pk,所以,CLS=sk+pk<(∑n

j=1 pj)/m+pk<C*
max+C*

max=2 C*
max. 

对于实例 I:δ=m,任务序列由 m(m−1)个执行时间为 1 的任务和一个执行时间为 m 的任务组成 .易知
CLS(I)=2m−1,C*

max(I)=m.可见 LS算法的竞争比为 2. □ 

4   总  结 

本文提出了P|ptmn(δ)|Cmax问题,它考虑任务中断时的时间代价,在实际的各种调度应用问题中,都存在这种
中断的时间代价.文中给出了该问题的一个近似比不大于 1.408 25的脱线近似算法 LPT-Swap,接着说明 LS算
法作为该问题的在线近似算法的竞争比为 2.寻找近似比小于 2的在线近似算法是我们下一步的研究课题. 
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Abstract: A preemptive scheduling problem P|ptmn(δ)|Cmax is proposed in this paper, in which an additional 
time cost δ is needed if a job is interrupted once. The problem has wide applications such as job allocation in 
projects, distributed computing and communication in networks. It is proved that P|ptmn(δ)|Cmax is an NP-hard 
problem. An off-line approximation algorithm LPT-Wrap with time complexity of O(nlogn+m) and a performance 
ratio no more than 1.408 25 is presented. The on-line property of P|ptmn(δ)|Cmax is also studied and an on-line 
algorithm with linearity time complexity and a competitive ratio of 2 is proposed. 
Key words: scheduling problem; preemption; combinatorial optimization; time cost; NP-hard; approximation 

algorithm; approximation ratio 
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