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回归型支持向量机的简化算法   
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摘要: 针对支持向量机应用于函数估计时支持向量过多所引起的计算复杂性,提出一种简化算法,可以大幅度
地减少支持向量的数量,从而简化其应用.采用简化算法还可以将最小平方支持向量机算法和串行最小化算法
结合起来,达到学习效率高且生成的支持向量少的效果. 
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自从 Vapnik[1]等人引入支持向量机(SVM)理论以来,支持向量机在模式识别和函数估计方面取得了越来越
多的应用.支持向量机是在统计学习理论的基础上形成的,力图实现结构风险的最小化,从而提高了学习机的泛
化能力.与人工神经网络的方法相比,由于支持向量机没有局部最优问题,并且提高了泛化能力,因此有较大的
优越性.但是,人工神经网络的复杂度是由神经元的个数决定的,而支持向量机的复杂度是由具有非零权值的样
本即支持向量的个数决定的,对于大规模样本数据的情况而言,支持向量机的计算量是比较大的,因此限制了它
的应用. 

为了简化支持向量机,降低其计算复杂度,已有了一些研究成果.比如,Burges提出根据给定的支持向量机生
成缩减的样本集,从而在给定的精度下简化支持向量机[2],但生成缩减样本集的过程也是一个优化过程,计算比
较复杂;Schölkopf 等人在目标函数中增加了参数ν以控制支持向量的数目,称为ν-SVR[3],证明了参数ν与支持向
量数目及误差之间的关系,但支持向量数目的减少是以增大误差为代价的. 

本文提出的简化回归型支持向量机的算法克服了上述方法的不足,在不需要其他优化算法的情况下,可以
在容许的误差范围内大幅度地减少支持向量的数目,从而减小计算的复杂度.下面各节分别给出了简化算法、
大规模数据情况下的高效学习算法及实验结果. 

1   回归型支持向量机及其简化算法 

设给定的输入样本 x为 n维向量,k个样本及其输出值可表示为 
 (x1,y1),…,(xk,yk)∈Rn×R, (1) 
则回归型支持向量机的学习问题就是一个二次规划问题,通常采用 Vapnik 的ε-不敏感损失函数,即指定容许误
差ε,若样本 x误差为ξ,则当|ξ|≤ε时不计损失,否则损失计为|ξ|−ε.回归函数可表示为 

 , (2) bKf ii

k

i
i +−= ∑

=

),()()( *

1
xxx αα

其中α和α*为求解的 k维向量,K(xi,xj)=ϕ(xi)⋅ϕ(xj)称为核函数,ϕ(x)为从样本空间到高维特征空间的映射函数,核
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函数表示为两个ϕ(x)的点积,核函数的采用使得映射函数ϕ(x)不必明确求出,因此,求解非线性回归成为可能.式
(2)中对应于权值(αi−αi

*)不为 0的样本 xi称为支持向量.显然,支持向量的数目决定了计算的复杂度.对上述回归
型支持向量机而言,当| f (xi)−yi|≥ε时,权值(αi−αi

*)非零,因此当噪声较大时,支持向量的比例是相当大的.例如,对
于噪声在±1范围内均匀分布的情况,若取ε =0.1,则支持向量约占样本总数的 90%.选取大的ε值将减少支持向量
数目,但将增加误差.下面描述的简化算法可以在误差容许的范围内大幅度地减少支持向量数目. 

首先,对上述支持向量机,利用式(2)对每个样本 xi计算 
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新的回归函数也用 f (x)表示: 
 f (x)=w⋅ϕ(x)+b, (4) 
其中 w为权向量,b为标量,“⋅”表示向量的点积,ϕ(x)为一个非线性映射.优化问题可表示为最小化目标函数: 
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其约束条件为 
 zi(w⋅ϕ(xi)+b−yi)≥ε−ξi,  ξi≥0,  i=1,…,k. (6) 
其中式(5)的第 1 项使函数更为平坦,提高了泛化能力,第 2 项则为减少误差,常数 C 对两者作出折衷,ε为一个正
常数.这是一个二次优化问题,引入拉格郎日函数 
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其中αi≥0,γi≥0,i=1,…,k. 
函数 L应对αi和γi最大化,且对 w,b和ξ i最小化.函数 L的极值应满足条件: 
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从而得到 
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将以上 3式代入式(7),可以得到优化问题的对偶形式,最小化函数 
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其约束为 
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这是一个典型的二次优化问题,已有高效的算法求解,回归函数可表示为 
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按照优化理论的 Kuhn-Tucker定理,在鞍点,对偶变量与约束的乘积为 0,即 
 αi[zi(w⋅ϕ(xi)+b−yi)−ε +ξi]=0,  γiξi=0,  i=1,…,k. (13) 
当 0<αi<C时,由式(9)知 0<γi<C,由式(13)知ξi=0,且方括号内的项应为 0,因此有 
 zi(f (xi)−yi)=ε ; (14) 
当αi=0时,由式(9)知γi=C,由式(13)知ξi=0,且方括号内的项可不为 0,因此有 
 zi(f (xi)−yi)≥ε ; (15) 
当αi=C时,由式(9)知γi=0,由式(13)知ξi≥0,且方括号内的项应为 0,因此有 
 zi(f (xi)−yi)≤ε . (16) 
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由以上 3式可知,当噪声较大时,支持向量的比例将是相当小的.对上例噪声在±1的范围内均匀分布的情况,若取
ε =0.1,则支持向量约占样本总数的 10%,大大减小了复杂度.但是,当ε进一步减小时,由于 f (x)将会接近位于均
值附近的样本,因此支持向量的比例不会按比例减小,而是趋近于一个常数. 

2   大规模数据的高效算法 

Suykens等人提出的最小平方支持向量机(least square support vector machine,简称 LS-SVM)算法具有很高
的学习效率,对大规模数据可采用共轭梯度法求解[4],但由于该算法得到的回归函数中非零权值的样本数接近
于全部样本数,因此,计算复杂度较大.Platt提出的串行最小化方法 SMO(sequential minimal optimization)对分类
问题有较高的效率[5],但对支持向量数较多的回归问题效率欠佳. 

本文提出的方法是,首先用 LS-SVM 算法求解回归问题,再用 SMO 算法求解本文描述的简化式,可获得运
行时间短且支持向量少的效果. 

3   实验结果 

本节的例子包括 100 个样本,来自 y=10sinx/x,并迭有噪声.实验采用二次规划的内点算法实现回归型支持
向量机(记为 QPA),算法中选取 RBF核函数,参数σ =2,常量ε选为 0.6,0.1和 0.01,结果见表 1,其中平均误差 error
定义为 
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可见,当ε =0.01时,支持向量数为 99;当ε =0.6时,误差增大,但支持向量数减少为 42.本文的方法则分两步进
行,首先用ε =0.01 实现支持向量机,再用简化算法(记为 SPA)进行简化见表 1.可见,在误差类似时,支持向量数减
少到 6. 

事实上,如果第 1 步采用最小平方支持向量机(记为 LSA),第 2 步采用串行最小化方法实现简化算法,还可
以提高学习效率,并适用于大规模数据的情况.表 2分别给出了以上两步的结果. 

Table 1  Applications of the simplification algorithm in the example 
表 1  简化算法在例中的应用 

Algorithm ε Average error No. of SVs Running time (s) 
QPA 0.6 0.716 42 1.68 
QPA 0.1 0.704 90 1.72 
QPA 0.01 0.701 99 1.64 
SPA 0.01 0.715 6 0.18 

Table 2  Applications of the efficient learning algorithm in the example 
表 2  高效学习算法在例中的应用 

Algorithm ε Average error No. of SVs Running time(s) 
LSA − 0.708 100 0.10 
SPA 0.01 0.700 9 0.20 

4   结束语 

在有噪声的情况下,采用二次规划算法的回归型支持向量机中,仅仅靠近样本均值的少量样本对应的权值
为零,因此复杂度较高.本文提出的简化算法反其道而行之,仅仅靠近样本均值的少量样本对应的权值非零,因
此,在容许的误差范围内大大降低了计算复杂度.对于大规模数据的情况,本文提出的方法充分利用了最小平方
支持向量机学习效率高的优点,同时也克服了其复杂度过高的缺点,是较为实用的学习算法. 
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Abstract: Aiming at the computational complexity resulted from the large amounts of support vectors when the 
support vector machines (SVMs) are used in function estimation, a simplification algorithm is presented to reduce 
the number of support vectors and simplify applications. By the adaptation of the simplification algorithm, the 
LS-SVM (least square support vector machine) algorithm can be combined with SMO (sequential minimal 
optimization) algorithm to achieve good results with high learning efficiency and a few number of support vectors. 
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