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复形态联想记忆及其性能分析   
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摘要: 在 Ritter的实域形态联想记忆(real morphological associative memory,简称 RMAM)模型的基础上,通过在
复数域中序关系的引入构成复数格和环,导出了在复数域上与 RMAM 相一致的联想规则,构建了一类复域
MAM(complex MAM,简称 CMAM),从而将 RMAM 从实域推广至复域,使其可直接处理复信号(如经 FFT(fast 
Fourier Transformation)变换所得数据).证明了该模型的收敛性 ,分析了其纠错能力和存储能力 ,并获得了与
RMAM 相一致的一系列定理和性质.此外,还比较了复形态网络和其他网络(如 Hopfield 神经网络)的异同.计算
机仿真结果表明了 CMAM的可行性. 
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人工神经网络已成功地应用于众多的模式识别任务中.联想记忆神经网络通过模拟人类的联想记忆功能
来实现模式识别,具有大规模并行处理及鲁棒识别的优点.Hopfield 联想记忆神经网络[1]作为典型已应用在组

合优化等领域,但由于其存储容量的局限性,在模式识别方面的应用受到很大的限制.由此,许多研究者推出了
众多的改进模型,典型的如 Kosko提出的双向联想记忆模型(bidirectional associative memory,简称 BAM)[2],Jeng
提出的指数 eBAM(exponential BAM)[3],陈提出的改进型 eBAM(improved eBAM,简称 IeBAM)[4]等.每一种改进
导致了联想记忆模型在存储容量与收敛性能上的不断提高.从而更加适用于模式识别的应用,但若想进一步改
进,目前似有困难.而 Ritter 等人则从另一个角度,借助数学形态学的基本运算,提出了一类基于数学形态学的联
想记忆神经网络[5~8],其神经元的激励规则、联想规则不同于上述模型,从而使所提出的模型具有了既能处理二
值模式又能处理实值模式的特点,因此更适合实际应用,如灰度图像的处理与识别.文献[6~8]的研究结果已表
明:传统神经网络能解决的任何一种问题,用形态学神经网络也可以解决.尽管如此,在实际应用中,RMAM 难以

直接处理大量存在的复信号(无论是时域的、频域的,还是时-频域的),由此启发了本文复形态联想记忆模型
(CMAM)的提出,使其可直接应用于复信号的处理.本文第 1 节通过在复数域中引入两种序关系,分别定义了对
应的代数格(环),进一步引出了 CMAM的联想规则,其性质和有关定理的证明则分别在后续节中展开,最后对字
符上的实验性测试验证了其可行性. 

1   复联想记忆神经网络 

1.1   复数格 

由于 Ritter的 RMAM主要是基于“∨”(即 max)和“∧”(即 min)算子的运算,故为了建立复形态联想记忆模型,
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我们首先定义复数域C上的“∨”和“∧”算子.为此,需引入复域上的序关系,通过定义格(环),构造我们的CMAM的
联想规则. 

定义 1(复数域 C上的偏序关系≤′). 设 a,b∈C,其中 a=x+iy,b=u+iv, 1i( −= ) ,我们称 a≤′b,如果以
下条件之一被满足: 

Rvuyx ∈,,,

① x≤u; 
② x=u且 y≤v. 
易证≤′是复数域上的偏序关系,记此偏序关系为(C,≤′).由此偏序关系的定义易证(C,≤′)是个顺序集. 
定义 2(复数域C上的偏序关系≤″). 设 ,其中C, ∈ba yxa i+= , vub i+= , Rvuyx ∈,,, ,我们称 ,如果以下

条件之一被满足: 

ba ≤′′

vyux ≤≤ 且 . 
易证≤″也是复数域 C上的偏序关系,记此偏序关系为(C,≤″). 
当 a,b 的虚部取为 0 时,这两个偏序关系正好是 Ritter 文中使用的实数上的偏序关系,从而说明了 RMAM

是 CMAM的一个特例. 
格定义[9]. 设(S,≤)是个偏序集,如果 S中任意两个元素均有最小上界与最大下界,那么,就说 S关于偏序做成

一个格. 
由于(C,≤′)是个顺序集 ,任意两个元素都有最小上界和最大下界 ,故(C,≤″)关于偏序≤″做成一个格 .在格

(C,≤′)中,用 分别表示{a,b}的最小上界和最大下界.这样,baba ∧′∨′ 和 ∧′∨′, 可看作是格(C,≤′)中的两个二元运算,
由文献[9]知,可以记此格为 ( )∧′∨′,,C ;同理,可在格(C,≤″)中引入二元运算 ∧′′∨ ′′ , ,并可将此格记为 将代

数和“+”运算导入该两个格中,分别得到不同的环结构
( )∧ ′′∨ ′′ ,,C .

( ) ( )+∧ ′′∨ ′′ ,,,+∧′∨′ C,,,C 和 . 

1.2   复数环的性质和运算 

虽然这两个环在某些性质上不同,如 C, ∈∀ ba , ,而baba 或=∨′ ba ∨ ′′ 不一定等于 a 或 b,但可证明以下的结
论对于这两个环都成立,故统一记为 ( )+∧∨, ,,C .现以第 1个环为定义域,有如下结论成立: 

① 有 ,C, ∈∀ ba

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( .

,
baba

baba
−∨−=∧−
−∧−=∨−

)

C

 

② ,有 niai ,...,1,C =∈∀

( ) ( )

( ) ( ).

,

11

11

i

n

ii

n

i

i

n

ii

n

i

aa

aa

−∨=∧−

−∧=∨−

==

==  

③ ,有 ,, ∈∀ cba

( ) ( )
( ) ( .

,
cabacba
cabacba

+∧+=∧+
+∨+=∨+

)  

④ 有 ,,...,1,C, niba i =∈∀

( ) ( )i

n

ii

n

i
baba +∨=∨+

== 11
, 

( ) ( )i

n

ii

n

i
baba +∧=∧+

== 11
. 

⑤ 定义 C上的可加共轭: C∈∀r ,r的可加共轭定义为 *r , rr −=* ,显然有 

( ) rr =
** , 

以 a*表示 a的可加共轭,以 b*表示 b的可加共轭,则有 
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( ) ( )( )
( ) ( )( ) .

,
***

***

baba

baba

∨=∧

∧=∨
 

下面来定义环 ( )+∧∨ ,,,C 中的矩阵运算.令 A,B,C 是环中的同阶矩阵,定义 A 和 B 的最大和最小运算分别为

( ) ( )ijij ba ∨ijcCBA =⇔=∨ 和 ( ) ( )ijijij bacCBA ∧=⇔=∧ .A 和 B 的大小比较为 ijij baBA ≤⇔≤ 和  

,对于同阶矩阵,结论⑤仍然成立(⇔表示等价于). 

⇔< BA

,ijij ba < ji,∀

令 A为 矩阵,B为nm× pn× 矩阵,C为 矩阵,定义 A和 B的形态学最大乘积▽为 C:C=A▽B,其中 C的

元素 为 

pm×

( )pjicij ,...,2,1;1 == m,...,2,

( ) ( ) ( ) ( pjipjijikjik

p

kij babababac +∨∨+∨+=+∨=
=

...22111
) . 

同理,可定义 A和 B的形态学最小乘积△为 C:C=A△B,其中 C的元素 ( )pjmicij ,...,2,1;,...,2,1 == 为 

( ) ( ) ( ) ( pjipjijikjik

p

kij babababac +∧∧+∧+=+∧=
=

...22111
) . 

1.3   复形态联想记忆网络理论 

有了上述的预备工作以后,本节引入 CMAM的联想规则,并讨论其性质. 
1.3.1   传统的神经元激励规则 

传统人工神经网络的标准数学模型表示如下: 

 , (1) ( ) ( )∑
=

⋅=+
n

j
ijji wtat

1
1τ

 ( ) ( )( )iii tfta θτ −+=+ 11 . (2) 

其中 aj(t)表示第 j 个神经元在 t 时刻的值,n 表示了网络的神经元的个数,wij表示了第 j 个和第 i 个神经元的连
接权值. ( 1+ti )τ 表示下一个总输入对第 i个神经元的影响,θi是个阈值, f是状态函数,一般取为 Sigmoid函数.注
意到等式(1)和等式(2)是代数(环)结构上的 ( )×+,,R 运算. 

1.3.2   复形态神经元激励规则 
与式(1)和式(2)类似,将环 ( )×+,,R 上的运算类比于环 ( )+∧∨ ,,,C 上的运算,从而可以得到复形态神经元的激

励规则: 

 , (3) ( ) ( )( ijj

n

ji wtat +∨=+
=1

1τ )
 ( ) ( )( )iii tfta θτ −+=+ 11 ; (4) 

或者 

 , (5) ( ) ( )( ijj

n

ji wtat +∧=+
=1

1τ )
 ( ) ( )( )iii tfta θτ −+=+ 11 . (6) 

可见,式(2)、式(4)和式(6)是一样的.因此,传统的模型和形态学模型的差别在于对第 i个神经元的下一个总输入
的计算: 

 , (7) ( ) ( ) ( ) ( inniiijj

n

j
wawawawa +∨∨+∨+=+∨

=
...22111

)

)

或 

 . (8) ( ) ( ) ( ) ( inniiijj

n

j
wawawawa +∧∧+∧+=+∧

=
...22111
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事实上,式(4)和式(6)在本文中并不需要,虽然在其他的神经网络中,比如在 Hopfield 模型中,它们起了很重
要的作用. 

下面,我们将式(3)和式(5)用矩阵的形式表示出来.利用环 ( )+∧∨ ,,,C 上的运算,可以表示如下: 
 ( ) WtT =+1 ▽ ( )ta , (9) 
 ( ) WtT =+1 △ ( )ta . (10) 

其中 ( ) ( ) ( )( )tn tttT 1,...,11 1 ++=+ ττ , ( ) ( ) (( )tn tatata ,...,1= ) ,Ｗ是 nn× 网络权值矩阵,T 表示矩阵或向量的能量.由第

1.2节的结论⑤,可以得到以下对偶式成立: 

 A∆ . (11) *** )( BAB ∇=

这说明对于∇成立的等式,由对偶性,对∆也成立. 
现记: 

 ( ) nt
lnll Cxxx ∈= ,...,1 , 

( ) mt
lmll Cyyy ∈= ,...,1 ,  t表示转置. 

令 是 K对输入-输出向量. ( ) ( KK yxyx ,,...,, 11 )

对于给定的模式对集合 ( ){ }Kyx ,...,1:, =ξξξ ,定义一对对应的模式矩阵 (X,Y),其中  

.因为 

( ) == YxxX K ,,..,1

( )Kyy ,...,1

 ∆w ly ∇ ∆( ) l

lnlmllm

lnlll
t

l y
xyxy

xyxy
x =

















−−

−−
=−

1

111

( )tlx− , (12) 

则有 

 w∇ . (13) 
( )

( )
l

lililm

n

i

lilil

n

i

l y
xxy

xxy
x =



















+−∨

+−∨

=

=

=

1

11

故 y∇ =y∆ ,统一记为( )tx− ( )tx− ( ) txy −× .对于(X,Y),对应于“∧”和“∨”,我们定义 WXY和 MXY如下: 

定义 3. , . ( )[ ]tK

XY xyW ξξξ
−×∧=

=1
( )[ ]tK

XY xyM ξξξ
−×∨=

=1

由定义 3容易得到如下结论: 

 . (14) ( ) KMxyW XY
t

XY ,...,1    , =∀≤−×≤ ξξξ

根据式(12)和式(13)得到: 

 ▽XYW ( )( )txyx ξξξ −×≤ ▽ ( )( )txyyx ξξξξ −×== △ ≤ξx XYM △ ,ξx kξ ,...,1=∀ , (15) 

即 
 WXY▽X≤Y≤MXY△X. (16) 

定义 4. 矩阵 ( )
nmijaA

×
= 称为(X,Y)关于▽完全(回忆)当且仅当 A▽X=Y; ( )

nmijaA
×

= 称为(X,Y)关于△完全(回

忆)当且仅当 A△X=Y. 
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因此,仿照文献[5],有以下定理成立: 
定理 1. 如果 A是(X,Y)关于▽完全的,B是(X,Y)关于△完全的,则有 

A≤WXY≤MXY≤B, 
且有 
 ▽XYW XYMYX == △X. (17) 

证明:由定义 4可知,A是▽完全(回忆)的当且仅当 A▽ Kyx ,...,1, =∀= ξξξ .同理有 B是△完全(回忆)的当且

仅当 B△ Kyx ,...,1, =∀= ξξξ ,进一步有 A对(X,Y)是▽完全(回忆)的,则 

 . (18) ( ) miKyxa ijij

n

j
,...,1 and ,,...,1,

1
==∀=+∨

=
ζξξ

因此对任意的下标 j∈{1,…,n}有以下不等式成立: 

ijij yxa ξξ ≤+ ,  K,...,1=∀ξ  

⇔ ,  jiij xya ξξ −≤ K,...,1=∀ξ  (19) 

⇔ . ( ) ijji

k

ij wxya =−∧≤
= ξξξ 1

这些不等式表明 A≤WXY,由式(19)可知,Y=A▽X≤WXY▽X≤Y,所以有 WXY▽X=Y,同理也有:若 B是(X,Y)关于△
完全的,则 MXY≤B且 MXY△X=Y. 

定理 2. WXY是(X,Y)关于▽完全的当且仅当 K,...,1=∀ξ ,矩阵 ( ) XYW
t

xy −



 −× ξξ 的每一行都存在０元素.同

理,MXY是(X,Y)关于△完全的当且仅当 K,...,1=∀ξ ,矩阵 ( ) 
−×

t
xξξ


− yM XY 的每一行都存在０元素. 

推论 2.1. WXY▽X=Y当且仅当对每一个行下标 i=1,…,m及γ∈{1,…,K}存在列下标 j∈{1,…,n}(与 i及 y有
关),有 

 . (20) ( ij

k

j yxx ξξξγ −∨=
=1

)

)
MXY△X=Y当且仅当对每一个行下标 i=1,…,m及γ∈{1,…,K}存在列下标 j∈{1,…,n}(与 i及 y有关),有 

 . (21) ( ij

k

j yxx ξξξγ −∧=
=1

定理 3 令 γx
~ 表示为 的畸变模式,则 Wγx XY▽ γx

~
γy= 当且仅当 

 ,  ( ) ( ) 










 +−∨∧∨≤

≠= jii

m

ijj xyyxx ξξγγξγγ 1

~ nj ,...,1=∀ . (22) 

并且,对每一个行下标 i∈{1,…,m},存在列下标 ji∈{1,…,n},下式成立: 

 [ ]




 +−∨∨=

≠ iii jiijj xyyxx ξξγγξγγ
~ . (23) 

同样, △XYM γx
~

γy= 成立当且仅当 

 . (24) ( ) [ ] njxyyxx jiia

m

ijj ,...,1,~
1

=∀












 +−∧∨∧≥

≠= ξξγγξγγ

并且,对每一个行下标 i∈{1,…,m}存在列下标 ji∈{1,…,n},下式成立: 

 ( ) [ ]




 +−∧∧=

≠ iii jiijj xyyxx ξξγγξγγ
~ . (25) 
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2   自联想复形态记忆模型 

特别地,若 X=Y,则WXY和MXY称为自联想记忆.在无噪声的情况下,与 Hopfield网络联想记忆相比,形态联想
记忆网络可回忆出所学的所有模式[5].定理 4 确保形态学模型可达到无穷的存储能力,而网络的稳定性则进一
步由定理 5得到. 

定理 4. WXX▽X=X, MXX△X=X. 
从而表明 WXX, MXX关于▽,△是完全的,因此在无噪情形下,可以存储和回忆任意多个模式对. 
定理 5. 如果 WXX▽Z=V, MXX△Z=U,则有 

WXX▽V=V和 MXX△U=U. 
此定理表明,从初态 Z开始联想,只需经过一步回忆,网络就可以达到稳态. 

3   实验结果 

本文以自联想记忆为模型,进行模拟实验.以 52 个英文大小写字母作为样本,字母的大小取为 32×32 的点
阵,读取这个点阵后,拉长变为 1024×1 的列向量;然后进行 FFT,得到一个 1024×1 的复向量.输入训练样本,进行
上述所提的一系列变换,再根据本文提出的方法构造出 WXX或 MXX权值矩阵,输入识别的模式,作以上的变换以
后,用 WXX或 MXX进行识别得到识别后复向量,然后对这个复向量进行逆 FFT,得到最终的结果.实验表明了定理
4的正确性,同时也验证了定理 5的正确性.下面给出实验结果(仅以 5个字母样本的识别为例). 

输入: 

输出: 

文献[5]中指出,即使在无噪声的情形下,Hopfield 网络也不能完全识别出 B,C,E 这 3 个字母,而本文提出的
网络可以识别出来;在一定噪声范围内,随机地对字母 B,X进行添加噪声[5],其中 B被腐蚀,X被膨胀,仍可正确识
别,并且可以验证,此时 1.3.2 节的定理 3 成立.如果某个字母畸变的情形不符合该定理,则无法识别;如果将一个
字母向 X-轴(Y-轴)方向平移 1~3个像素,用 CMAM网络仍可识别,但 RMAM无法识别,如下图所示 CMAM回忆
(左边是输入平移的小写字母 e,右边是识别出来的正确字母 e): 

4   结  论 

本文提出了基于复数域上的两种序关系的最大-最小联想记忆神经网络 CMAM.此网络除了具有 RMAM
网络所具有的性能和特点以外,还具有其他优点:首先,对于大量需要处理的复信号,可以直接用本网络处理;其
次,在本网络使用了 FFT,从而通过进一步的归一化实现平移和旋转不变性识别,从而表明本网络模型确实具有
很大的现实意义.实验结果表明,从 RMAM网络推广到 CMAM网络是可行的. 
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Complex Morphological Associative Memories and Their Performance Analysis  
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Abstract: On the basis of Ritter real morphological associative memory (RMAM), complex lattices and 
complex rings are defined respectively through introducing two ordinal relationships between complex numbers, 
consequently the same recall rules are obtained as RMAM in complex domain and construct a class of complex 
MAM (CMAM), called extended RMAM. The CMAM can directly process complex signals such as FFT-ed 
complex data. In this paper, the convergence of the proposed model is proved, its error-correction capability and 
storage capacity are analyzed, and at the same time the corresponding theorems and properties similar to the 
RMAM are obtained. Further the difference between the CMAM and other neural networks such as Hopfield 
network is stressed. The carried-out computer simulations show its feasibility. 
Key words: associative memory; neural networks; morphology; lattice; complex lattice 
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