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摘要: SVM(support vector machines)是一种基于结构风险最小化原理的分类技术.给出实现结构风险最小化原
理(最大边缘)的另一种方法.对线性可分情形,提出一种精确意义下的最大边缘算法,并通过闭凸包收缩的概念,
将线性不可分的情形转化为线性可分情形.该算法与 SVM算法及其 Cortes软边缘算法异曲同工,但理论体系简
单、严谨,其中的优化问题几何意义清楚、明确. 
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分类学习算法在神经网络的发展史上起着非常重要的作用.1957 年,美国学者 Rosenblatt 首先提出感知器
(perceptron)的概念.它是一个具有单层计算单元的神经网络,并由线性阈值元件组成.感知器在神经网络的研究
中有着重要的地位和意义,它提出了自组织、自学习的思想,对能够解决的线性分类问题有一个非常清楚的收
敛算法,并从数学角度给出了严格的证明.以后的很多模型(如著名的 BP 模型)都是在这种指导思想下建立的,
或者是它的改进和推广[1].由此可见,对分类学习算法的突破可以极大地推进整个神经网络领域以致人工智能
的发展. 

由于感知器学习算法的初始值可以任意选定,使得由此产生的分离超平面有无穷多种,往往造成了分类超
平面严重偏向某一类,即导致了感知器泛化性能不高.另一方面,这种算法未能对在分类中起关键作用的元素进
行刻画.当分类结束后添加新的训练样本时,先前已有的运算结果已无作用,网络需重新学习所有样本.可见,这
种算法没有真正起到“学习”的作用. 

SVM(support vector machines)是由 Vapnik 领导的 AT&T Bell 实验室研究小组提出的一种新的分类方
法.1995 年,文献[2,3]的出现是 SVM 诞生的标志.它基于 VC 维(Vapnik-Chervonenkis dimension)理论,是结构风
险最小化原理的近似实现,比基于经验风险最小化原理的算法(如 BP 算法、最小二乘法)理论依据更严谨,泛化
能力更好.Support Vectors 实际上是训练集的子集,对 Support Vectors 的分类等价于对训练集的分类,这种在分
类中起关键作用的元素在信号压缩和特征提取中非常有用.最能体现 SVM 分类性能的是,对线性可分情形,由
SVM 确定的超平面 0=+ bwx

1−
正好位于分类集合的“正中间”,此时的结构风险最小化原理表现为最大化

和 的距离,由此使分类超平面到分类集合的距离最大,从而使泛化性能最佳.所以,SVM 算1=+ bwx =+ bwx
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法又称为最大边缘算法(maximal margin)[4,5].对线性不可分问题,Cortes在其博士学位论文[4]中提出一种基于松

弛 SVM中优化问题的软边缘算法.目前,SVM算法在非线性分类方面也取得了一定的成功和进展[6~8]. 
我们在文献[9]中对 SVM算法进行了综述,SVM算法最后归结为一种二次规划问题,但理论冗长,涉及大量

统计学知识,且转化后的规划问题中参数的意义不明显.受到 SVM 算法是最大边缘算法的启发,本文立足于闭
凸集间的距离优化,对线性可分情形提出精确意义下的最大边缘算法.而对线性不可分的情形,通过本文提出的
闭凸包收缩的概念,将情形归结为线性可分情形. 

SVM 的理论体系是以经验风险最小化原理缺乏理论依据为主线,阐述如何建立理论依据较强的和泛化性
能好的分类算法,线性可分情形只是说明算法有效的一个实例.本文给出实现结构风险最小化原理(最大边缘)
的另一种方法,与前馈神经网络的理论体系相一致,都是首先从线性可分问题着手,逐步向一般情形推广.本文
的算法与 SVM 算法异曲同工,但理论体系简单、严谨,几何意义清楚、明确.正是依靠这种几何直观,使得闭凸
包适当收缩可以处理线性不可分问题,得到了与 Cortes的软边缘算法[4]相同的效果. 

1   线性可分问题 

首先,我们来讨论在线性可分情形下,通过闭凸集间的距离优化,可以得到精确意义下的最大边缘算法. 

定义 1. 函数 称为是线性可分的,若存在W 和( ) RRxf m →: mR∈ R∈θ ,使 ( ) ( )θ−= Wxxf sgn . 
定义 2. 集合 和 称为线性可分的,若存在线性可分函数1Q 2Q ( )xf ,使 

( ) 1=xf , ;1Qx∈∀ ( ) 1−=xf , 2Qx∈∀ . 
定理 1[10]. 设 是 维欧几里德空间的 n个点,记Q为包含 的最小闭凸集,则 nppp ,...,, 21 m nppp ,...,, 21

{ }nipppxQ innn ,...,2,1,0,1...:... 212211 =≥=++++++== λλλλλλλ . 
Q也称为 的闭凸包或 生成的闭凸集. nppp ,...,, 21 nppp ,...,, 21

根据文献[10]中的 Hahn-Banach分离定理,容易得到以下定理: 
定理 2. 和 线性可分的充要条件是它们的闭凸包线性可分.它们的闭凸包的线性可分函数 实际

上就是 和 的线性分类器. 
1Q

2Q
2Q ( )xf

1Q
从定理 2 可知 ,对于线性可分情形 ,考虑集合与考虑它们的闭凸包是等同的 .以下设 , 分别为

和 的闭凸包, 和 线性可分. 
1Q 2Q

nppp ,...,, 21 mqqq ,...,, 21 1Q 2Q

考虑下面的二次优化问题: 

 








==≥≥
=+++=+++

−−−−+++

mjni

qqqppp

ji

mn

mmnn

,...,2,1  ,,...,2,1  ,0,0
1...  ,1...

......min

2121

2
22112211

βλ
βββλλλ

βββλλλ
. (1) 

对于如下的一般的半正定规划二次问题: 
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文献[11]中提出一种大范围收敛的神经网络模型(见式(2)).由于巧妙地构造了能量函数,它比文献[12]中的模型
结构更简单,性能也更优越.我们将利用式(2)来求解式(1)描述的问题. 
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设 **,...,*,  *,*,...,*, 2121 mn βββλλλ 是问题 (1)的一组解 ,则 Q1 和 Q2 的最大边缘线性分类器为过

nn pp *...* 22p* 11 λλλ +++ q* 11和 mm qq *...* 22 βββ ++

**,...,2 m

+

*,  *,*,...,*, 121 n

连线中点且与这条连线垂直的超平面,可用点法式
求得其方程.对应于 βββλλλ 中非零数的向量称为 和 分类问题中nppp ,...,, 21 mqqq ,...,, 21
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的 Support Vector. 

2   线性不可分情形 

定义 3. 设 是 的闭凸包,称Q nppp ,...,, 21 np
n

p
n

p
n

p 1...11
210 +++= 为 的中心;称Q ( ) ii ppp αα −+= 1ˆ 0 (  

)为 关于 中心 收缩率为 1
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Q 0>>α 的收缩; ,称Q 为Q关于 收缩率为1mR ypQy +−= 0
ˆˆy∈∀ y 0>>α 的收缩. 

在上述定义中,如果 0=α ,则 ;如果QQ =ˆ 1=α ,则Q .从几何直观上说, 收缩以后距离Q的中心应

该更近.上面的定义显然满足了这一点(距离为

{ }0
ˆ p= ip

( ) 0pi −1−α p ).当
2
1

=α 时, 2=n 时,闭凸集关于其中心收缩的几

何意义是非常明显的,此时 为 的连线,其中心是 连线的中点,而关于 的收缩Q为 连线中

点与 连线中点的连线.显然,当 的闭凸包构成单纯复形时,本文所定义的中心与代数拓扑中单
纯复形中心的概念是一致的.从定义 3还可以知道,对一些规则的图形,本文定义的收缩还能保持几何形状不变. 

Q 21, pp
p ,1

21, pp 0p ˆ
2p0 ,p

20 , pp npp ,...,2

下面将证明,有限生成闭凸集关于其中心的收缩能保持中心的位置不变.为了编程实现和实际上应用的方
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设 , 分别为 和 的闭凸包, 和 线性不可分,即1Q 2Q nppp ,...,, 21 mqqq ,...,, 21 1Q 2Q ≠∩ 21 QQ ∅.若 和 的中心

相同,可平移 或 使中心不同,平移点非常容易选取.若Q 和 的中心不同,可选取收缩率
1Q 2Q

1Q 2Q 1 2Q α ,满足 

( ) { } 000101 2
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同时收缩Q 和 ,此时 和 的收缩必然线性可分.本文与 Cortes的软边缘算法1 2Q 1Q 2Q [4]相对应,重点讨论中心不同

的“接近”线性可分情形,下文如果不特别说明,所说的收缩都是关于其中心的. 

由于Q 和 是线性可分的,用第 2节的方法确定的具有最大边缘的超平面即为 和 的线性分类器. 1
ˆ

2Q̂ 1Q 2Q

  



 陶卿 等:基于闭凸包收缩的最大边缘线性分类器 407 

3   方法应用举例 

例 1:考虑下列线性可分问题[13]: 
x1 x2 Class 
3 3 1 
1 3 1 
2 2.5 1 
1 1 −1 
3 1 −1 
3 2.5 −1 
4 3 −1 

利用神经网络模型(2)求解规划问题(1)得: 89999.01 =λ , 0000.02 =λ , 10001.03 =λ , 0000.01 =β , 0000.02 =β , 
9004.03 =β , 09996.04 =β . 4472.0=margin .Support 

Vector 和 margin 的结果与文献[13]完全相同,如图 1
所示. 
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值得一提的是,如果我们采用与文献[13]相同的
方法来求解规划问题(1),即用 MATLAB 中的函数
QP, 可 得 : , , 0000.03 =λ , 

0000.01 =β , 0000.02 =β , 8000.03 =β , 2000.04 =β .

.所得到的 Support Vectors 比文献

[13]还要少.从图 1 中看,这种结果也是正确的.由方
法不同造成不同结果的主要原因是此例中的规划问

题(1)有无穷多组解. 

4472.0=margin

0000.11 =λ 0000.02 =λ

Fig.1  The linear classifier in linearly separable case 
图 1  线性可分情形下的最大边缘分类器 

例 2:考虑下列线性不可分问题[13]: 
x1 x2 Class 
3 3 1 
1 3 1 
2 2.5 1 

1.5 1.5 1 
1 1 −1 
3 1 −1 
3 2.5 −1 
4 3 −1 
1 1 −1 

取收缩率
3
2

=α ,利用神经网络模型 (2)求解规划问题 (1)得 : , 1667.02 =λ , 1667.03 =λ , 

5000.04 =λ , 1333.0=1β , 1333.02 =β , 1333.03 =β , 1333.04 =β , 4667.05 =β .分类结果如图 2和图 3所示. 

1667.01 =λ

0 1 2 3 4 50 1 2 3 4 5
Fig.2  The linear classifier in linearly non-separable case

图 2  线性不可分情形的线性分类器 
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Fig.3  The linear classifier after contraction 
图 3  收缩后的线性分类器 
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4   结  论 

SVM是一种基于结构风险最小化原理的非常有发展前景的分类算法.最能说明 SVM泛化性能的是线性可
分情形下分类超平面的最大边缘性.本文给出实现结构风险最小化原理(最大边缘)的另一种方法.针对线性可
分情形,我们提出一种基于闭凸集间距的最大边缘算法,并通过闭凸集的适当收缩来处理线性不可分情形下的
线性分类器设计. 

与 SVM算法的理论体系相比,本文的思路简单、易行,几何意义明确.我们还将结合神经网络和遗传算法[14]

考虑本文算法的快速实现,并对非线性分类问题做更深入的研究. 

致谢  作者在此感谢审稿人对本文提出了大量有益的建议. 
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附  录 

设 , 分别为 和 的闭凸包, 和 线性可分. 和 线性分类器的设计可归

结为下列二次规划问题

1Q 2Q nppp ,...,, 21 mqqq ,...,, 21 1Q 2Q 1Q 2Q
[2~5]: 
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Abstract: The SVM (support vector machines) is a classification technique based on the structural risk 
minimization principle. In this paper, another method is given to implement the structural risk minimization 
principle. And an exact maximal margin algorithm is proposed when classification problem is linearly separable. 
The linearly non-separable problem can be changed to separable linearly by using the proposed concept of the 
contraction of a closed convex set. The method in this paper has the same function and quality as SVM and Cortes’ 
soft margin algorithm, but its theoretical system is simple and strict, and the geometric meaning of its optimization 
problem is very clear and obvious. 
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