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摘要: 提出了一种带有启动空间的约束装箱问题(start-up bin packing problem,简称 SBPP),即不同类型的物品放
入同一箱子中需要一个启动空间.该问题在工作分配、任务调度和日常生活中的包装等问题中有着广泛的应用
背景.给出了一个求解 SBPP 的线性脱线算法 C-NF,其最坏情况渐近性能比为 2,与启动空间的大小无关.对该算
法的平均性能进行了实验分析.另外,还分析了 SBPP的在线特性,指出大量的经典在线装箱算法应用于 SBPP都
不存在确定的最坏情况渐近性能比,也给出了一种具有确定的最坏情况渐近性能比的在线算法. 
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本文提出一种带约束的装箱问题 .给定 n 个物品的序列 Ln=(a1,a2,…,an),物品 ai(1≤i≤n)的大小
s(ai)∈(0,1−δ )(0<δ <1是常数)、所属类型 c(ai).要求将这些物品装入单位容量的箱子 B1,B2,…,Bm中,使得每个箱
子中的物品大小之和不超过 1,并使所使用的箱子数目 m最小.而当箱子中第 1次放入属于某种类型γ 的物品 a
时,a 除了占用 s(a)的容量以外,还要占用额外容量δ 作为类型γ 的启动放置空间(其作用可能是类型的启动预
处理、保护措施等),即 a共占用 s(a)+δ 的容量,而以后再向这个箱子中放入类型γ 的物品时,则不再需要额外的
启动放置空间.称这种问题为带有启动约束的装箱问题(start-up bin packing problem,简称 SBPP). 

带有启动约束的装箱问题是经典一维装箱问题(bin packing problem,简称 BPP)的自然推广,实际上当取δ = 
0或者令所有物品属于同一类型时,SBPP就退化为 BPP.在大量的实际应用中,装箱问题都带有如上所述的这种
启动约束: 

(1) 在计算机科学应用中,这种情况随处可见.例如,一个软件开发小组要在规定时间内完成一项任务,系统
分析员把任务划分成各个子任务.由于每个子任务要求的背景知识不同,而每种背景知识都需要花费程序员很
多的时间去学习和掌握.系统分析员在分派任务的时候要考虑到各背景知识的学习时间(即 SBPP 中的启动空
间),不合理的分派将导致各程序员忙于了解各种背景知识而贻误工期. 

(2) 在日常生活的包装问题中,为了减少在运输过程中的振动所造成的损失,往往要准备足够多的泡沫垫
把同一箱子中不同材料的物品隔开,而相同材料的物品之间由于其内在的亲合性可以省去这种浪费.在这个应
用中,泡沫垫所占用的箱子容量即 SBPP中的启动约束δ . 

(3) 在考虑释放时间(delivery time)的多处理器调度问题[1]中(schedule on identical parallel machines),在某
些情况下,如果相同类型的任务连续执行,则可以省略释放时间.如果要求在固定时间内完成所有任务并尽可能
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减少所使用的处理器数目,这就是一个典型的 SBPP问题. 
为了便于分析,我们假定在 SBPP 问题中各类型的物品具有相同的启动放置空间δ .但在实际应用中,各类

型的物品可能具有不同的启动放置空间,这时可以根据问题本身的性质通过适当的调整使问题满足 SBPP的假
设(例如,取启动放置空间的最大值等). 

经典一维装箱问题是 NP 完全问题[2],求解经典一维装箱问题的近似算法和算法的评测标准已经形成了相
当完备的体系[3~5].由于当各输入物品属于同一种类型时,SBPP 退化为经典一维装箱问题,所以 SBPP 也是一个
NP完全问题.如果 P≠NP,NP问题不存在有效时间内求得精确解的算法,因此,本文重点考虑 SBPP问题的各种近
似算法,并参考经典一维装箱算法的评测标准来分析这些近似算法. 

本文首先给出一个脱线近似算法 C-NF,它首先按照物品所属类型适当调整输入物品的顺序(借助计数排序
可以在 O(n)时间内完成),然后对这个新的物品序列使用经典的 NF 装箱算法.C-NF 算法是线性算法,其最坏情
况渐近性能比是 2,与启动空间的大小无关.本文也考虑了 SBPP的在线算法,指出大多数在经典一维装箱问题中
性能较好的在线装箱策略都不适于用来求解 SBPP问题:当它们被用来求解 SBPP问题时都不存在确定的最坏
情况渐近性能比.本文还提出了一种在线算法,对任何的启动空间δ ,该算法都存在一个非无穷大的最坏情况渐
近性能比. 

本文第 1节简单介绍经典一维装箱问题的近似算法和近似算法的评测标准.第 2节提出 SBPP问题的脱线
算法 C-NF,并分析该算法的性能.第 3节讨论 SBPP问题的在线特性. 

1   相关知识 

经典一维装箱问题是:给定 n个物品的序列 Ln=(a1,a2,…,an),物品 ai(1≤i≤n)的大小 s(ai)∈(0,1),要求将这些物
品装入单位容量的箱子 B1,B2,…,Bm中,使得每个箱子中的物品大小之和不超过 1,并使所用箱子的数目 m最小. 

对于给定的经典装箱问题近似算法 A,记 A(L)是算法 A 对输入物品序列 L 操作所使用的箱子数目,OPT(L)
是最少必须使用的箱子数目.最坏情况渐近性能比和在线特性是评测近似装箱算法性能的重要标准: 

定义 1. 对于一个近似装箱算法 A,如果存在常数 R使得对于任何输入物品序列 L,A(L)≤R·OPT(L)+c(c为常
数)成立,并且常数 R不能更小,则称 R为近似算法 A的最坏情况渐近性能比,记为 .即 ∞

AR

 =inf{r≤1:存在 N>0,当 OPT(L)≥∞
AR  N时,A(L)/OPT(L)≤ r恒成立}. (1) 

为区别起见,用 表示算法 A 求解经典一维装箱问题的最坏情况渐近性能比,而用 表示算法 A 求解受
启动约束装箱问题的最坏情况渐近性能比.同样,若非特别说明,经典装箱算法指的是经典一维装箱问题的近似
算法. 

∞
AR AR∞

定义 2. 如果近似装箱算法 A 依序处理各输入物品,在处理当前物品的时候,不知道任何后续物品信息,并
立即给出当前物品的装箱方案,则称这样的近似装箱算法 A为在线(on line)装箱算法;而首先得到所有物品信息
之后,统一处理所有物品装箱方案的近似算法则为脱线(off line)装箱算法.在实际应用中,往往要求算法具有在
线特性. 

算法的时间复杂度和平均性能比是评测近似算法性能的另两个重要标准,表 1 列出了部分著名装箱问题
近似算法的研究现状[3].最早提出的在线装箱算法是“下次适应算法”(next fit,简称 NF)[4,6],它按顺序依次处理各
物品:首先把物品 a1放入箱子 B1中;再考虑物品 a2,如果 a2能够放入 B1,则将 a2放入 B1中,否则关闭箱子 B1,打
开一个新的箱子 B2,并将 a2放入 B2中;然后按照相同的方法依序处理各物品,在处理物品 ai时,假设已使用的箱
子是 B1,B2,…,Bt,它只考虑箱子 Bt中能否放下物品 ai,而不管 B1,B2,…,Bt−1是否有足够的空间放下这个物品. 

下次适应算法的性能较差,对它改进后的适应算法在处理物品 ai 时,如果所有已使用的箱子都不能放下物
品 ai,则打开一个新的箱子并把物品 ai放入这个箱子中;否则考虑已使用的箱子 B1,B2,…,Bt中所有能够放下 ai

的箱子 ,使用一种选择策略从中选出一个箱子并把物品 asBBB ′′′ ,...,, 21 i 放入该箱子中.当使用的选择策略分别为

选择第 1个(下标最小的)、选择最佳的(已装载物品大小和最大的)、选择最坏的(已装载物品大小和最小的)的
时候,分别得到经典一维装箱问题的首次适应(first fit,简称 FF)算法、最佳适应(best fit,简称 BF)算法和最坏适
应(worst fit,简称 WF)算法.这 3种算法具有一种共同的特殊性质. 
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定义 3. 对于一个在线近似装箱算法 A,如果在处理当前物品的时候,至少有一个已经打开的物品能够放下
这个物品,则把它放入某个能够放下该物品的箱子中而不是打开一个新的箱子.我们称满足这个性质的在线近
似装箱算法为任意适应算法(any fit).显然,FF算法、BF算法和 WF都是任意适应算法. 

Table 1  Some famous approximation algorithms for classical one-dimensional bin packing 
表 1  经典一维装箱问题的几种著名近似算法 

Approximation algorithms⑴ On line?⑵ Time 
complexity⑶ 

Asymptotic worst-case 
performance ratio⑷ 

Average-Case performance 
ratio under (0,1] uniform 
distribution⑸ 

Next fit⑹ On line O(n) 2 4/3 
First fit⑺ On line O(nlogn) 1.7 1 
Best fit⑻ On line O(nlogn) 1.7 1 

Worst fit⑼ On line O(nlogn) 2 Not studied⒄ 
Harmonic-K⑽[6]  On line O(n) K-Relative⒂ K-Relative 

Bounded space algorithms⑾ On line O(n) Relative to strategy⒃ Relative to strategy 
First fit decreasing⑿ Off line⒁ O(nlogn) 11/9 1 
Best fit decreasing⒀ Off line O(nlogn) 11/9 1 

⑴近似算法,⑵是否在线算法?⑶时间复杂度,⑷最坏情况渐近性能比,⑸(0,1)均匀分布下平均性能比,
⑹下次适应,⑺首次适应,⑻最佳适应,⑼最坏适应,⑽K-调和,⑾Bounded space 算法类,⑿降序首次适
应,⒀降序最佳适应,⒁脱线算法,⒂与 K相关,⒃具体策略相关,⒄尚未见相关研究结果. 

下一节首先尝试设计带启动约束装箱问题的脱线算法并给出算法分析. 

2   脱线算法 C-NF 

本节首先给出一种求解 SBPP 的脱线算法 C-NF,其最坏情况渐近性能比为 2,与启动空间δ 无关;然后给出
了 C-NF平均性能比的实验分析. 

2.1   C-NF算法及其最坏情况渐近性能比分析 

受启动约束的装箱问题中,在同一个箱子中放入两个或两个以上同种类物品只要占用一个额外的启动放
置空间,因此,把同种类的物品尽可能地放置在相同的箱子中可以减少额外的启动放置空间.一种自然的策略
是,首先把同种类的物品排列在一起,然后再对这个新的物品序列使用经典装箱算法.基于此思想,我们提出
C-NF(classified-next fit)算法. 

C-NF算法. C-NF首先把输入物品序列按照所属类型排序,使具有相同类型的物品聚在一起;然后对这个新
的物品序列使用下次适应策略 NF(唯一不同的是,当把物品放入箱子中时,如果箱子中还没有该种类的其他物
品,则需额外的启动放置空间δ ). 

输入物品序列 Ln=(a1,a2,…,an),令 ( )nn aaaL ′′′=′ ,...,, 21 是按照类型排序后的新序列,则 C-NF 算法按照 中的

顺序依次处理各物品,首先把 a
nL′

1′连同δ 启动空间放入箱子 B1中;然后考虑 2a′ ,如果 2a′ 能够放入箱子 B1中,则把
放入 B2a′ 1中(如果 与2a′ 1a′是不同类型的,则还要求 B1中能另外再放下一个启动空间δ ),否则,打开一个新的箱

子 B2,并把 连同启动空间δ 放入 B2a′ 2中;按照与 相同的方法处理后续物品2a′ naa ′′ ,...,3 . 

C-NF 算法首先对所有输入物品排序,因此它是一个脱线算法.由于物品类型只可以取 1 和 n 之间的整数,
则利用“计数排序”把输入物品序列按照类型排序的运行时间为 O(n);使用下次适应算法处理排序后物品序列
的运行时间也是 O(n),所以 C-NF算法的总运行时间是线性的.下面的定理 1分析了 C-NF算法的最坏情况渐近
性能比. 

定理 1. 对任何输入物品序列 L,C-NF(L)≤2OPT(L)+1;C-NF算法的最坏情况渐近性能比是 =2. NF-C
∞R

证明:设 L中的物品类型数为 t.C-NF算法首先对 L按照物品类型排序,然后把物品放入箱中,设所用的箱子
为 B1,B2,…,Bm,则 C-NF(L)=m.排序后 L中相同类型的物品聚在一起,考虑各类型的第 1个物品,设其中有 t1个类

型的第 1个物品同时是某个 Bi(1≤i≤m)中的第 1个物品(例如,类型 1的第 1个物品同时是 B1的第 1个物品),显
然 t1≤t. 

令 s(B)表示算法结束后箱子 B被占用的空间,它分成两部分:一部分是 B中物品占据的空间,记为 s1(B);另一
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部分用于启动空间,记为 s2(B),则 s(B)=s1(B)+s2(B).并令 s1(L)=s1(B1)+s1(B2)+…+s1(Bm),s2(L)=s2(B1)+s2(B2)+…+ 
s2(Bm). 

考虑 s1(Bi)+s1(Bi+1),1≤i<m:① 若 Bi+1中的第 1个物品与 Bi中最后一个物品是相同类型的,根据下次适应算
法的定义,Bi+1中第 1 个物品 a 不能放在 Bi中,则 s(Bi)+s(a)>1,所以 s1(Bi)+s1(Bi+1)≥s1(Bi)+s(a)>1−s2(Bi);② 否则,
类似于情况①的分析可得 s1(Bi)+s1(Bi+1)>1−s2(Bi)−δ. 

在情况②中,Bi+1中的第 1个物品与 Bi中最后一个物品的类型不同,即 Bi+1中第 1个物品是某种类型 k(k>1)
的第 1个物品,因此共有 t1−1个 s1(Bi)+s1(Bi+1)满足情况②.将 s1(Bi)+s1(Bi+1)对所有 1≤i<m求和,得 

2s1(L)>m−1−s2(L)−(t1−1)δ . 
由于 s2(L)由若干启动空间组成,令 s2(L)=pδ,则上式等价于 

 C-NF(L)<2s1(L)+pδ +(t1−1)δ +1. (2) 
设最佳装箱策略 OPT(L)中用了 q个启动放置空间,则 

 OPT(L)≥s1(L)+qδ. (3) 
下面来考虑 p 和 q 的关系.令 L 中物品类型为 1,2,…,t,并设 C-NF 算法中类型为 i 的物品共使用了 pi个启

动空间,而在 OPT 算法中则仅使用 qi个启动空间,则 pi,qi分别为 C-NF 算法、OPT 算法中类型为 i 的物品所占
用的箱子数目. 

对经典一维装箱问题的任意物品序列 L″,有[4] 

 NF(L″)≤2OPT(L″)−1. (4) 
而当第 i 类型的第 1 个物品是它所在箱子的第 1 个物品时(共有 t1个类型满足该条件),对该类型物品的处

理等价于NF操作BPP,由不等式(4)可得 pi≤2qi−1;否则,该类型物品所占用的第 1个箱子是与其他类物品共享的,
类似前一种情况可得 pi≤2qi.把 pi对所有 1≤i≤m求和,可得(因为 p, q分别为 pi, qi对 i的求和) 
 p≤2q−t1< 2q−(t1−1). (5) 
联合式(2)、式(3)和式(5),得 
 C-NF(L)< 2OPT(L)+1. (6) 

用(a,c)表示大小为 a、类型为 c 的物品,{a1,a2,…,an}k表示把物品序列{a1,a2,…,an}重复 k 次所得的物品序
列.考虑输入物品序列: 

NN
L 2)}1,

2
1(),1,

2
1{( δδ −−

= . 

L 中所有物品属于同一个类型,使用 C-NF 算法时每两个物品占用一个箱子而后一个物品恰好不能放入这
个箱中,所以 C-NF(L)=2N;而若使用最佳策略,所有大小为(1−δ )/2N 的物品恰好可以放入一个箱子中,而每两个
大小为(1−δ )/2的物品也恰好占用一个箱子,故 OPT(L)=N+1.即存在任意长输入序列满足 C-NF(L)=2OPT(L)−2. 

综上所述,C-NF算法的最坏情况渐近性能比为 2. □ 
根据定理 1,不管δ 取何值,C-NF 算法的最坏情况渐近性能比都是 2.如果把 C-NF 算法的思想看作一种策

略,即先把输入物品序列按照物品类型排序,然后对排序后的新序列使用经典装箱策略,如 FF,BF,WF,则可以类
似地定义 C-FF算法、C-BF 算法和 C-WF 算法.它们由于先进行预排序,所以都是脱线算法.用与定理 1完全相
同的证明,我们可以得到 C-WF算法的最坏情况渐近性能比. 

推论 1. C-WF算法求解 SBPP的最坏情况渐近性能比是 =2. WF-C
∞R

2.2   平均性能比的实验分析 

图 1 给出了 C-NF 算法的平均性能比与启动空间δ 之间关系的实验分析,其中算法的平均性能比是 C-NF
算法对 100个输入规模为 15 360的实例的性能比取平均值,所取的实例是依照 OR-Library*构造经典一维装箱
问题实例的方法[7]构造的. 

                                                             

* http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html 
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Fig.1  Relationship between the performance ratio and start-up space of algorithm C-NF 

图 1  C-NF算法的性能比与启动空间的关系 
在用实验分析装箱算法的性能比时,一个最关键的问题就是对最佳装箱方案使用的箱子数OPT(L)的估计.

由于装箱问题(包括 BPP 和 SBPP)是 NP 完全问题,故当前不存在有效时间内求得大规模实例的最佳解的方法.
我们在实验中取 OPT(L)的估计值为 
 max{s(L)/(1−δ ),s(L)+uδ }  (其中 u是实例中的物品类型数). (7) 

在最佳方案中 OPT(L)≥s(L)+OPT(L)δ (因为每个箱子中至少有一个启动空间),故 OPT(L)≥s(L)/(1−δ );又因
为 OPT(L))≥s(L)+uδ,可知使用式(7)估计 OPT(L)值将造成系统误差,使 OPT(L)值略偏小,所得算法的平均性能比
要比实际结果偏大.但是当输入物品序列 L的规模足够大时,式(7)是 OPT(L)一个很好的估计. 

3   SBPP问题的在线特性 

本节指出了用在线算法求解 SBPP问题的困难性,特别是当把一些常见在线装箱策略(包括表 1中所有的在
线算法和所有其他的任意适应算法)应用在 SBPP 问题上时,不存在确定的最坏情况渐近性能比.在下一节给出
了一种求解 SBPP问题的在线算法,它对于任何δ 都具有确定的最坏情况渐近性能比. 

3.1   经典在线装箱算法 

在带启动约束的装箱问题 SBPP 中处理某种新类型物品时,如果不知道后续物品的信息,很难抉择是把它
放入某个非空箱子中以提高当前利用率,还是放入一个新打开的箱子中以保留剩余空间给其他同种类物品.因
此,用在线算法求解 SBPP有很高的难度. 

在经典一维装箱问题中,任意适应算法是一类具有极佳的时间复杂度、最坏情况渐近性能比、平均情况渐
近性能比的在线装箱算法.这一类算法在处理当前物品的时候,如果至少存在一个已经打开的箱子能够放下这
个物品,则不打开一个新的箱子,这也是一种很常见的贪心策略.然而,在带启动约束的装箱问题中,任何任意适
应算法都不具有一个确定的最坏情况渐近性能比. 

定理 2. 任意适应算法求解 SBPP 问题不存在确定的最坏情况渐近性能比.令 A 是求解 SBPP 问题的一个
近似算法.如果 A 属于任意适应算法,则对任何整常数 N1,u≥2,都存在接近 1/u 的启动空间δ 和任意长输入序列
L,使得 A(L)/OPT(L)>N1. 

证明:用(a,c)表示大小为 a、类型为 c的物品,常数 N∈Z+,启动空间δ . 

令 
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考虑任意长物品序列 

stNkkNtkL )(})}1,{(),,(),...,2,(),1,{( +−+= ϕϕϕϕ   (其中 ). +∈Zs

其输入规模 n=(k+t)(kN+k−N+t)s,图 2表示了用任意适应策略和最佳策略对序列 L操作的结果.当使用任意适应
算法 A 时,由于 L 中前面(k+t)个物品能够放在同一个箱子中,根据定义 3,任意适应算法 A 把这(k+t)个物品放入
同一个箱子中,而此时箱子的剩余容量小于ϕ ,故不能再放下任何一个后续物品,因此所有物品按照恰好每(k+t)

个物品占用一个箱子放置,所以 A(L)=(kN+k−N+t)s;而在最佳策略中,把同类型的物品放在同一个箱子中,每个箱
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子只需要一个启动放置空间,故可以放置 kN+k−N+t个物品,所以 OPT(L)=(k+t)s.因而 
 A(L)/OPT(L)=(kN+k−N+t)/(k+t)=1+N(k−1)/(k+t). (8) 

取 N=3N1,δ =1/(u+(u+1)/N ),则 t=1;又因为 u≥2,所以δ<1/2,根据定义得 k>1.由式(8)可得 
A(L)/OPT(L)>1+N/3>N1. 

故定理 2成立. □ 

 
 

Type 1 

Any fit strategy①

… 
… 

Item with start-up space④ 

Item without start-up space③ 

Optimal strategy②

①任意适应策略,②最佳策略,③不需要启动空间的物品,④需要启动空间的物品. 

Type 2 

Type k 

Type i 

Fig.2  Packing of input item list L 
图 2  输入序列 L的放置策略 

根据定理 2,如果要给出一个解 SBPP的具有确定最坏情况渐近性能比的在线算法,则这个算法必须摒弃任
意适应这个特性.定理 3进一步说明,表 1中的任何一种在线策略都不适合用来解 SBPP问题. 

定理 3. 用表 1中的任何一个在线算法 A来求解 SBPP问题都不存在确定的最坏情况渐近性能比. 
证明:① 因为首次适应算法 FF、最佳适应算法 BF和最坏适应算法 WF都属于任意适应算法,由定理 2,它

们应用在 SBPP上都不存在确定的最坏情况渐近性能比. 
② 对于下次适应算法 NF,令   1/1 −= δt , ε 是一个无穷小量,取输入物品序列: 

mtL )}2,(),...,2,(),1,{( εεε= . 

若使用 NF策略,则每 t个物品放在一个箱子中,每个物品要附带启动放置空间,使用的箱子数 NF(L)=2m;而
最佳放置策略把所有同类型的物品放在同一个箱子中(因为物品大小均为无穷小量 ε ),所以 OPT(L)=2t.由于 t
是一个依赖于δ 的常数,所以只要选择 m足够大, =+∞.故 NF策略解 SBPP问题不存在确定的最坏情况渐近
性能比. 

NF
∞R

③ 调和算法 HK把物品按照大小分类,而在同一类内部使用 NF策略[8].由于②中给出的输入实例 L中所有
物品大小相等,故调和算法把它们分在同一类中.因此对 L,HK与 NF给出相同的装箱方案,故 HK解 SBPP问题不
存在确定的最坏情况渐近性能比. 

④ 所有的 Bounded Space 算法在选择的参数 K→∞时就是 NF,FF 和 BF 三者之一,所以这类算法解 SBPP
问题也不存在确定的最坏情况渐近性能比. 

综合上述,定理 3成立. □ 
由定理 2 和定理 3,设计带启动约束装箱问题的在线算法具有其固有的复杂性.在下一节,本文给出一种求

解 SBPP问题的具有确定最坏情况渐近性能比的在线算法. 

3.2   在线算法FC-NF 

基于与 C-NF类似的思想,通过将箱子进行分类,我们提出了 SBPP的具有非无穷大、与δ 相关的最坏情况
渐近性能比的在线算法 FC-NF(fully classified-next fit). 

FC-NF算法. FC-NF算法首先把箱子分类:类型为 i的箱子中只放类型为 i的物品(因此每个箱子中只需要
一个启动放置空间).而对于所有相同类型的箱子,其中的物品放置采用经典装箱策略 NF. 

FC-NF 算法是线性在线算法,而不是任意适应算法.定理 4 表明对任意δ ,FC-NF 算法具有非无穷大的最坏
情况渐近性能比. 
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定理 4. 线性在线算法 FC-NF 的最坏情况渐近性能比满足:① 当δ≤1/3 时, ;② 当

1/3<δ<1/2时,2≤ ≤2/(1−δ );③ 当δ ≥1/2时, =2. 
  δδ /11/1 NF-FC ≤≤− ∞R

NF-FC
∞R NF-FC

∞R

证明:令(a,c)表示大小为 a,类型为 c的物品.首先构造如下任意长输入物品序列 L={(ε,1),(ε,2),…,(ε,n)},其中ε是
一个无穷小量 .使用 FC-NF 算法 ,每一个物品占用一个箱子 ,所以 FC-NF(L)=n;而对于最佳策略 ,有

  )1/1/()(OPT −= δnL ,所以,对任意的 A和δ, 

 . (9)   1/1NF-FC −≥∞ δR

设输入物品序列 L中输入物品的类型有 1,2,…,u,FC-NF算法使用的箱子数目为 m. 
设所有类型为 i的箱子为 B1,B2,…,Bv(i),则考虑其中任何两个相邻的箱子 Bt和 Bt+1(1≤t<v(i)).FC-NF算法在处理

这些箱子中的物品时使用经典装箱算法NF,每个箱子中恰好使用一个启动空间,因为Bt+1中的第一个物品 a不放在
Bt中而是打开一个新的箱子 Bt+1并把 a放入其中,所以 
 s(Bt)+s(Bt+1)>1−δ . (10) 

对所有 1≤t<v(i),把不等式(10)相加,则 
 2[s(B1)+s(B2)+…+s(Bv(i))]>(1−δ )(v(i)−1). (11) 

对所有箱子类型 1≤t≤u,把不等式(11)相加,可得 2s(L)>(1−δ )(m−u),即 
 FC-NF(L)=m<2s(L)/(1−δ )+u. (12) 

而在最佳装箱方案中,每种类型的物品至少使用一个启动空间,所以 
 OPT(L)≥s(L)+uδ . (13) 

把式(12)、式(13)两式相除得 FC-NF(L)/OPT(L)≤[2s(L)/(1−δ )+u]/(s(L)+uδ ),故 

 =FC-NF(L)/OPT(L)≤max{[2s(L)/(11−δ )]/s(L),u/(uδNF-FC
∞R  )}. (14) 

① 当δ≤1/3时,2/(1−δ )≤1/δ ,联合式(9)、式(14)可得 .   δδ /11/1 NF-FC ≤≤− ∞R

② 当 1/3<δ <1/2时,2/(1−δ )>1/δ ,联合式(9)、式(14)得 2≤ ≤2/(1−δNF-FC
∞R  ). 

③  当δ ≥1/2 时 ,不管使用什么装箱策略(包括最佳策略),每一个箱子中都只能放入一种类型的物品.所
以,FC-NF算法解SBPP问题与算法NF解经典BPP问题u次等价,由式(4)可得FC-NF(L)≤2OPT(L)−u.所以 ≤2,

而当 u=1时问题与经典 BPP问题等价,所以 ≥ =2.所以, =2. 

NF-FC
∞R

NF-FC
∞R ∞

NFR NF-FC
∞R

综合上述,定理 4成立. □ 

4   小  结 

本文提出了一种带约束的装箱问题 SBPP.它考虑待装箱物品的内在关联,在经典装箱问题的各种应用中,实际
上都存在着这种内在关联的约束.本文首先给出了一种求解 SBPP的脱线算法C-NF,其最坏情况渐近性能比 2与启
动空间大小无关;然后分析了问题本身的在线特性,指出大量的经典在线装箱策略都不适于用来求解 SBPP问题;最
后给出了一种对任何启动空间δ ,都存在确定的最坏情况渐近性能比的在线装箱策略 FC-NF. 

设计 SBPP 的在线装箱算法使其具有与启动空间δ 无关的最坏情况渐近性能比,以及设计最坏情况渐近性能
比小于 2的脱线装箱算法,是我们当前的研究课题. 
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Abstract: A constrained bin packing problem with start-up space (SBPP) is proposed in this paper, in which an 
additional start-up space is needed if different items are put into a same bin. The problem has many applications 
such as job allocation, multiprocessor scheduling and real-world packing. A linear offline approximation algorithm 
C-NF is presented to solve the SBPP problem. It is proved that the C-NF algorithm has an asymptotic worst-case 
performance ratio of 2, which is independent of the size of start-up space. And the experimental average-case 
performances of C-NF are given. Also, the online property of SBPP is studied. It is pointed out that most of the 
classic online algorithms cannot offer definite worst-case performance ratios when applied on SBPP. And an online 
algorithm is proposed with a finite asymptotic worst-case performance ratio for any start-up space. 
Key words: bin packing problem; combinatorial optimization; approximation algorithm; asymptotic worst-case 

performance ratio; average-case performance ratio 
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