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摘  要: 4 维 Gallant-Lambert-Vanstone(GLV)方法可用于加速一些定义在 2pF 上椭圆曲线的标量乘法计算,如 

Longa-Sica型具有特殊复乘结构的GLS曲线以及Guillevic-Ionica利用Weil限制得到的椭圆曲线.推广了Longa-Sica
的 4 维 GLV 分解方法,并在 4 次复乘域中给出显式且有效的 4 维分解方法,且对分解系数的界做出理论估计.结果行

之有效,很好地支持了 GLV 方法以用于这些椭圆曲线上的快速标量乘法运算的实现. 
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Abstract:  Four dimensional Gallant-Lambert-Vanstone (GLV) method can be applied for faster scalar multiplication on some elliptic 
curves over 2pF , such as the Longa-Sica GLS curves with special complex multiplication (CM), and the Guillevic-Ionica’s curves via 
Weil restriction. This study generalizes Long-Sica four dimensional GLV decomposition methods, and gives explicit and efficient 
decompositions in quartic CM fields for such elliptic curves as well as the bound for the decomposed coefficients. The presented results 
well support the GLV method for faster implementations of scalar multiplications on desired curves. 
Key words:  elliptic curve; GLV method; scalar multiplication; endomorphism; complex multiplication 

Gallant-Lambert-Vanstone(GLV)方法[1]是一种用于加速大素数特征域 qF 上椭圆曲线 E 的标量乘法计算的

方法,在椭圆曲线密码系统实现中发挥了重要作用.设 ( )qP E∈ F 是阶为大素数 r 的点,假设 / qE F 有一个阶为 d

的可有效计算的自同态φ使得 ( ) [ ] ,P Pφ λ= 其中, /( ).rλ ∈] 设 k 是在[0,r−1]中均匀随机选取的整数,为了计算

[k]P,GLV 方法的基本思想是:若可分解 1
0  mod d j

j jk k rλ−
== ∑ ,则 1

0[ ] [ ] ( ),d
j

j
jk P k Pφ−

== ∑ 于是可利用 Straus-Shamir 技

巧来计算维数为 d 的多重标量乘法.如果分解的系数满足 2 2max log ( |log ) ,|j j kk d≈ 那么二倍点运算的数量将 

减少到约为原来的 1/d.一些 GLV 分解方法已在文献[1−3]中被提出. 
2009 年,Galbraith,Lin 和 Scott(GLS)[4]给出了一种构造 2pF 上椭圆曲线 E′中有效可计算自同态的方法,这

里,E′是 pF 上椭圆曲线 E 在 2pF 上的二次扭曲线.这个快速自同态φ由 Frobenius 映射和扭映射得到,并且满足极
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小多项式 2
1( ) 1.h xx = + 2012 年,Longa 和 Sica[5]结合复乘推广了 GLS 构造方法,同时得到另一个有效自同态ψ,

满足极小多项式 2
2 ( ,)h xx bx c= + + 于是基于{1,φ,ψ,φψ}的 4 维标量乘法有了可能.Longa 和 Sica 还给出了分解

0 1 2 3[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )k P k P k P k P k Pφ ψ φψ= + + + 的有效算法,并且估计出分解系数 1/ 4
ik C r< ⋅ ,其中,C 为某个常数. 

Freeman 和 Satoh[6],Guillevic 和 Vergnaud[7]研究将 pF 上两族亏格为 2 的超椭圆曲线应用于密码学,它们对

应的 Jacobians 在扩域上(2,2)同源于定义在 2pF 上椭圆曲线的乘积.Guillevic 和 Ionica[8]研究了同源阿贝尔簇上 

自同态环的关系,并利用这种关系构造出亏格为 2 的 Jacobians 与椭圆曲线上有效可计算自同态,由此引出了 
Freeman 和 Satoh 的 Jacobians 与两族定义在 2pF 的新椭圆曲线上的 4 维 GLV 方法. 

本文将 Longa-Sica 的 4 维 GLV 分解方法推广到以上定义在 2pF 的椭圆曲线上,并在 4 次复乘域中给出显

式且有效分解方法,同时还对分解系数的界做出理论估计.已有方法在做 4 维 GLV 分解时,需要 4 个 Round 操作

和 20 次乘法,而本文方法通常可以节省 8 次乘法.本文的研究结果表明,复乘通常蕴含了好的 GLV 分解性质,且
实验数据也表明,利用复乘得到的分解很好地支持了 GLV 方法以用于加速椭圆曲线标量乘法计算. 

本文第 1 节回顾复乘椭圆曲线的必要背景知识.第 2 节将 Longa-Sica 分解方法推广到范数-欧几里德的整 
环上.第 3 节给出了 2pF 上 Longa-Sica 曲线和 Guillevic-Ionica 曲线在 4 次复乘域中的显式分解方法.第 4 节给 

出若干例子和实验结果. 

1    背景知识 

1.1   基于复乘的自同态 

设 E 为 q F 上通常的椭圆曲线,其中,q 为某一大于 3 的素数的幂.记 End(E)是该椭圆曲线的自同态环,那么

它是Q的某虚二次扩域的序模.复乘方法[9]是一种用于构造椭圆曲线非常重要的方法.设 D 是一个负整数, 4q =  
2 2 ,t Ds− 其中 t,s∈Z.那么,复乘方法生成一条椭圆曲线 ,/ qE F 其 Frobenius 映射 ( ) / 2q t s Dπ = + , # E ( )q =F  

(1 )(1 ).qqπ π− − 记 ( ) ,K End E= ⊗Q 并且 KO 是它的代数整数环 ,那么 2 ( ),D m Disc K= 其中 , m 是某一整数 , 

Disc(K)是 K 的判别式. 
如果一个自同态ψ∈End(E)可以在时间 O(1)计算,那么它被称作有效可计算.Gallant 等人利用复乘给出了一

些椭圆曲线上的非常有效的自同态[1].这些自同态的具体形式可通过 Stark 算法[10]或者 Velu 公式计算得到.将
ψ∈End(E)视为一个复数,根据文献[11],有 

 2 3( ) ( )( , ) ,
( ) ( )

f x f xx y y
g x g x

ψ ψ ψ− −
⎛ ⎞′⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (1.1) 

其中 f,g 是Q上的多项式函数, deg ( ),deg ( ) 1,K Kf N g Nψ ψ= = −_ _ 通常选择 (1 ) 2Dψ = + (若 1 mod  4D ≡ )或者

2D (若 0 mod 4D ≡ ),由于这样的 ( ) \End Eψ ∈ Z 有最小的范数,因此很容易计算. 

1.2   2pF 上椭圆曲线 

Galbraith,Lin 和 Scott[4]给出了一种方法构造一大类二次扩域上的带有有效可计算自同态的椭圆曲线.记 E′ 
是 E 在 2pF 上的 m(m=2,4,6)次扭曲线,令ψm 为 m 次扭映射, pπ 为 p 次 Frobenius 映射,那么我们得到 2/ pE′ F 上的 

一个有效自同态: 

 
1

2 2 2 2  /: / / /m m
m m

p p p pE E EE
ψ ψπ

φ
−

→ → →′ ′F F F F  (1.2) 
并且,φ有特征多项式 2 ( )( ) m xh x Ψ= ,Ψ2m为 2m次分圆多项式.于是,φ给出了一个ϕ(2m)维GLV方法,其中,ϕ是欧拉

函数.Longa 和 Sica 在文献[5]中研究了 2pF 上有特殊复乘 D 的 GLS 曲线(这里,D≠−3,−4): 

 ( )2 2
2 3 4 6: 3 2 , ,

1728 pp p
jE y x cu x cu c u

j
′ = + + = ∈

−
F FF  (1.3) 
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类似方程(1.1),可以通过复乘计算出自同态ψ.另一个自同态φ(相当于 1i = − )可由方程(1.2)得到. 
Guillevic 和 Ionica 对判别式 D<−2 的特殊复乘,构造了两类 2pF 上的椭圆曲线: 

 ( ) ( )2
2 2

1, : ( 12) 12 81 126pcE y x x x c= − + + ⋅ −F  (1.4) 

 ( )2
2 3 2

2, : 3(2 5) 14 22pcE y x c x c c= + − + − +F  (1.5) 

对于曲线 ( )21, pcE F ,文献[8]给出了φ相当于 2± 时的有效自同态,以及ψ相当于 / 2D± 时的有效自同态.对

于曲线 ( )22, pcE F ,文献[8]给出了φ相当于  3− 时的有效自同态,以及ψ相当于 / 3D− 时的有效自同态. 

注意到 2pF 上曲线 E在某些条件下(例如有m阶扭点,m=2,3),可以与 pF 上亏格为 2的超椭圆曲线H同源[7,8].

换句话说,这些 2pF 上的亏格为 2 的超椭圆曲线 H 有分裂的 Jacobians.在这些情况下,m End(Jac(H)⊆End(E×E)) 

且 m End(E×E))⊆End(Jac(H),可将自同态φ,ψ看作是 4 次复乘域的代数数. 

2   Longa-Sica 分解的推广 

考虑标量乘法基于Φ={1,φ,ψ,φψ}的 4 维分解 ,其中 ,φ和ψ如上节中定义 .设 1 2( ) , ( ) ,P P P Pφ λ ψ λ= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

/( )i rλ ∈Z ,φ有极小多项式 2
1 1 1 ( )h x b cx x= + + ,并且ψ有极小多项式 2

2 2 2 ( ) .h x bx x c= + + 若标量 k 可分解为 

0 1 1 2 2 3 1 2   mod ,k k k k k rλ λ λ λ≡ + + + ik ∈Z ,则 0 1 2 3[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ).k P k P k P k P k Pφ ψ φψ= + + + 设 

( )4
0 1 2 3 0 1 1 22 2 3 1: /( ), , , , mod  ,f r k k k k k k rk k λ λλ λ→ → + + + Z Z 4

1 0 1 2 3: [ , ] ,  g k k k kφ ψ φ ψ φψ→ + + +Z Z  
( )0 1 2 3 , , ,k k k k→ , 2 0 1 2 3 0 1 2 3: [ ] [ ] [ , ],( , ) ( ) .g k k k k k k k kφ φ φ ψ φ φ φ φ ψ× → + + → + + +Z Z Z  

由于 f 是到 / ( )r] 的满同态映射,所以 ker f 是 4Z 的指标为 r 的子格.假设{v0,v1,v2,v3}是 ker f 的一组格基,

那么{vj}就得到了一个分解如 ( ) ( ) ( )3
0 1 2 3 0
, , , ,0,0,0 [ ]j jj

k k k k k a
=

= − ∑ v ,其中, ja ∈Q 且
3

0
( ,0,0,0) j jj
k a

=
=∑ v ,[⋅]表

示取整操作.易见,分解的系数满足 ( )3
0

max || 2 max || |||| 2j jjj jj
k

=∑≤ ≤v v ,其中,||⋅||是 4Q 上的欧几里德范数. 

Longa 和 Sica[5]在 Gauss 整环 [ ]i] 中给出有效算法计算标量 k 的分解,且分解系数满足 1/ 4
ik C r< ⋅ ,C 为某

一常数.其基本想法是,首先找到 0 1 [ ]v v v i i= + ∈] 使得 0 mod  vv r≡ 并且 2 2
0 1 ,v v r+ ≤ 然后利用 v 找到 0 j ju u= +  

1 0 1 [ , ], , [ ], 0,1,2,3,j j ju i u u i jψ ψ∈ ∈ =] ] 使得 0 mod j ju u r≡ .在第 1 步中,v 可以利用Z中 Cornacchia 算法[12]寻找,

第 2 步中,uj 可以使用 [ ]i] 上的扩展欧几里德算法进行计算. 

考虑在更一般的情况下推广 Longa-Sica 方法,记 0 1 [ ],v v vφ φ= + ∈Z 使得 0 mod vv r≡ 并且 2 2
0 1v v r+ ≤ (同样 

可用 Cornacchia 算法计算).设 1 1 2 1 2 2: [ ] [ ] [ ] /( ) /( ) (z ,z ) mod  f v r z z rφ φ φ λ× → ≅ → +,Z Z Z Z .我们希望找到非零向量

u∈ker f1,使得 g1⋅g2(u)尽可能地短.注意到,扩展欧几里德算法可被应用在 [ ]φZ 当且仅当 [ ]φZ 是范数-欧几里德

的(环 R 上的欧几里德函数 e 满足下面这种拥有余数性质的基本除法:如果 a,b∈R 并且 b 非零,那么存在 q,s∈R,
使得 a=bq+s 并且有 s=0 或者 e(s)<e(b).如果 R 上的范数是一个欧几里德函数,那么 R 称为是范数-欧几里德的). 
这里列举一些无平方因子数 n,使得环 [ ]nZ 是范数-欧几里德的[13]:−1,±2,±3,5,6,±7,±11,13,17,19,21,29,33,37, 
41,57,73.  

注意到,对于 Longa-Sica 曲线和 Guillevic-Ionica 曲线,我们可以选择合适的φ,使得 [ ]φZ 是范数-欧几里德的,

那么 Longa-Sica 分解方法可推广为如下算法,这里,{v0,v1,v2,v3}构成了 ker f 的一组基. 
算法 1. φ⎡ ⎤⎣ ⎦Z 中的 Cornacchia 算法. 

输入: 1ov v vφ= + ,λ满足 2
2 2 0 mod .b c rλ λ+ + ≡  

输出:4 个线性无关向量 { : 0,1,2,3} ker .j j f= ⊂v  

1. 初始化:
2

0 1 2 0 1 21 , , , 1, 0, 0, 0.
2

r r r v r r s s s q
r

λλ
⎛ ⎞

← + − ⋅ ← ← ← ← ← ←⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2. 主循环:当 ( )24
1 2 2|| 1||r b c r+ + ≥ 时,重复如下操作: 
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[ ]q φ← Z 中最接近 r0/r1 的代数整数, 2 0 1 0 1 1 2 2 0 1 0 1 1 2, , ,  , . ,r r q r r r r r s s q s s s s s← − ⋅ ← ← ← − ⋅ ← ←  
3. 返回值:计算 00 1 2 31 11 20( , ) ( , ),, , .u ur s r s φ φ= − = − = =u u u u  

返回 ( )1 2 , 0,1,2,3.jg g j⋅ ==jv u  

根据文献[5]的证明方法,类似地,有如下结论: 

定理 1. 设φ有极小多项式 2
1 1( ) ,h xx c= + 且 [ ]φZ 是范数-欧几里德的, 0 1 [ ],v v vφ φ= + ∈Z 使得 0 mod ,vv r≡  

2 2
0 1 ,v v r+ ≤ 则由算法 1 得到的格基{v0,v1,v2,v3}可将 k∈[0,r−1]分解为 ( ) 4

0 1 2 3, , ,k k k k ∈Z , 0 1[ ] [ ] [ ] ( )k P k P k Pφ= + +  

2 3[ ] ( ) [ ] ( ),k P k Pψ φψ+ 其中, 1/ 4
1 2 2max (2 71 1 | |) .1j jk c b c r+ + + + ⋅≤  

3   4 次复乘域上的显式分解 

设 ( )2/ pEnd E F 为 2/ pE F 上的自同态环 ,这里将φ,ψ视为代数数 ,假设 ( ) ( )φ ψ∩ =Q Q Q 并且 2[ ]pπ ⊂Z  

2[ / ), ] ( pEnd Eφ ψ ⊂Z F .令 ( , )K φ ψ= Q ,对于 Longa-Sica 曲线而言, ( , )K i D=Q ,而对于 Guillevic-Ionica 曲线而

言, ( )1 2,K D D=Q ,这里,D1D2=D.注意到,存在一个二次子域 K0⊂K,使得 K0 是实的而 K 是 K0 的虚二次域扩 

张,因此,K 是一个 4 次复乘域. 

本节的基本想法是,利用 ( ) ( )( )2 2 2# 1 1p p pE hr π π= = − −F ,考虑在 [ , ]φ ψZ 中分解 21 pπ− .在密码系统设定中,

通常要求余因子 h 很小,则 1/ 4 1/ 2
2 2log logr p≈ .下面将展示如何利用复乘找到一组格基,并且格基的欧氏范数在

界 C p 内,其中常数 C>0.下面,记 M(d)为 Z上的全部 d×d 矩阵的集合, ∞O 为无穷远点. 
定理 2. 记 2/ pE′ F 为如方程(1.3)所定义的复乘判别式 D<−4 的二次扭 GLS 椭圆曲线,其中, 0,1 mod  4D ≡ ,

并且 2 24 p t Ds= − , ( ) / 2p t s Dπ = + .令ψ与方程(1.1)中定义相同,φ(视为 1i = − )与方程(1.2)中的定义相同.假

设 ( )iψ ∉Q ,并且对于任何 r 阶点 ( )2pP E∈ ′ F ,有 [1 ]pi Pπ ∞− =O .考察利用 (1, , , )φ ψ φψ=Φ 展开的 GLV 方法,令

, (4)m nA M∈ 是满足 , m n T T
m nAφ ψ =Φ Φ 的矩阵,v∈ker f,并定义 , , 0,1, 0,1.,m n m nA m n= = =v v  

(1) 若 1 mod 4D ≡ ,选择ψ为 (1 ) / 2D+ ,且 (1,( ) / 2,0, )s t s= − −v .那么,{vm,n}诱导出一个 4 维分解,且分解系

数满足 ( )max 1 (5 ) /8 2jk D p+ −≤ ; 

(2) 若 0 mod 4D ≡ ,选择ψ为 / 2D ,并且 (1, / 2,0, )v t s= − − .那么,{vm,n}诱导出一个 4 维分解,且分解系数满

足 ( )max 1 / 4 2 .jk D p+ −≤  

证明:由 ( )( )21 1 1 pp pi iπ ππ+ = − + 以及 ( ), 1T m n T m n
m n piφ ψ φ ψ π⋅ = ⋅ = −v Φ v Φ ,对于 1 mod 4D ≡ 的情况,可得

到  mod 2,t s≡ 并且, 

0,0 (1,( ) / 2,0, ),v s t s= − −  

1,0 ( ( ) / 2,1, ,0),s t s= − −v  

0,1 (0, (1 ) / 4,1, ( ) / 2),D s s t= − − +v  

1,1 ( (1 ) / 4,0,( ) / 2,1).v D s s t= − − +  

于是,由格基分解方法,有 

, ,max ( || 2 (2 2 2 (5 ) /8 2 ) 2 (1 (5 ) /|| 8) 2 .)j i j i jk p D p D p∑ + − = + −≤ ≤v  

对于 0 mod 4D ≡ 的情况,可以得到 0 mod 2,t ≡ 则, 

0,0 (1, / 2,0, ),v t s= − −  

1,0 ( / 2,1, ,0),t s=v  

0,1 (0, / 4,1, / 2),Ds t= − −v  

1,1 ( / 4,0, / 2,1),Ds t=v  

则由格基分解方法,有 
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 ( ) ( ), ,max ( || 2 2 2| / 4 2 1 / 4 .|)j i j i jk p D p D p∑ + − = + −≤ ≤v  □ 

对 D=−3,−4 的 GLS 曲线 4 维 GLV 分解,相关内容已在文献[14]中给出. 

在复乘判别式 D<0 的 Guillevic-Ionica 曲线上,有 2 2 2
2 24 p t Ds= − .对于 ( )21, pcE F ,Guillevic 和 Vergnaud 在文

献[7]中得到,若 1 mod 8,p ≡ 则有 2
2 12t p D s+ = ′ 且 2

2 1 ;2 2t p t− = − 若 5 mod 8,p ≡ 则 2
2 12 2t p s+ = 且 2

2 1 ,2t p D t′− = −

这里, 1 1 , , ,t s D′∈Z D=2D′.而对于 ( )22, pcE F 有, 2
2 12t p D s+ = ′ 且 2

2 12 3t p t− = − ,其中, 1 1 , ,t s D′∈Z ,D=3D′. 

定理 3. 令 ( )2, , 1,2k c pE k =F 如方程(1.4)、方程(1.5)中所记,复乘判别式为 D.设 2 2 2
2 24 p t Ds= − , 2

2 1 1 2t p D t+ =  

以及 2
2 2 1 2 .t p D s− = ( )2, pk cE F 上存在两个有效自同态φ(视为 1D )和ψ(视为 2D ),Frobenius 映射满足 2 pπ =  

2
2 2 1 1 1 2 ( ) 4t s D t D s D+ = + ,记 1 1 1 2 ( ) 2p t D s Dπ = + ,则 ( )( )21 1 1 .p p pππ π− = − + 假设对任意 r 阶点 P∈  

( )2, pk cE F 有 [ ]1 .p Pπ ∞− =O 考虑利用 (1, , , )φ ψ φψ=Φ 展开的 GLV 方法,记 , (4)m nA M∈ 是满足 , m n T T
m nAφ ψ =Φ Φ

的矩阵 , ( )1 12, , ,0 ,t s= − −v 定义 , , 0,1, 0,1,,m n m nA m n= = =v v 则{vm,n}诱导出一个 4 维格基分解 ,分解系数满足

1 2 1 2max ( ) .jk D D D D p+ + +≤  

证明:由于 ( ),   2 1T m n T m n
m n pφ ψ φ ψ π⋅ = ⋅ = −v Φ v Φ ,且 

0,0 1 1(2, , ,0),t s= − −v  

1 11 0 1, ( ,2,0, ),v t D s= − −  

1 20 1 1, ( ,0,2, ),s D t= − −v  

11,1 1 2 1(0, , ,2).s D t D= − −v  

于是根据格基分解方法,可得 

 , , 1 2 1 2||max ( || 2 ( ) .)j i j i jk D D D D p∑ + + +≤ ≤v  □ 

注意到,若 1 1 0 mod 2,t s≡ ≡ 则可定义 v 如 1 1(1, / 2, / 2,0).v t s= − −  

4   示例及数据实验 

4.1   曲线示例 

LS 曲线-128:设素数 
1282 124217,p = −  

2 24 11 ,p t s= +  
36817731368501993475,t =  

712493991080127739.s =  
设 2

2[ ]/( 1), 5,pp z z u z= + = +FF 则曲线 2
2 3 2 3/ 13824 /539 27648 /5 39:pE y x u x u′ = − −F 的阶 2# ( ) ,pE r′ =F 其

中,r 是 256 比特素数.与第 1 节相同,在 2/ pE′ F 上定义φ(视为 i)和ψ(视为 (1 11) / 2+ − ).若对任意 r 阶点

2( ),pP E′∈ F 有 [1 (( ) / 2 ) ,]s t s Pφ ψ ∞− − + =O 则由定理 2 可定义 (1,( ) / 2,0, ).s t s= − −v 而由算法 1 可得格基 { }j′ ⊂v  

ker f .有趣的是,实验结果显示,两种方法均得到了同一组格基. 
GI 曲线-128:设素数 

204922038868557842644133314527162339757 5 mod  8,p = ≡  
2 2
1 14 2 5p t s= + , 

其中, 

1 6184074368627374052,t =  

1 12191821880923320482.s =  

设 86016658290505761109883119678068142618,z = 取 2,pc z= ∈F 那么,文献[8]给出了椭圆曲线 ( )21, pcE F ,
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群阶 ( )21,# 4pcE r=F ,其中 ,r 为 253 比特素数 .与第 1 节相同 ,定义φ ( 2)= 和ψ  (= 5),− 对于任意 r 阶点

( )21, pcP E∈ F ,有 1 1[1 ( ) / 2]t s Pφ ψ ∞− + =O .根据定理 3,可定义 1 1(1, / 2, / 2,0).t s= − −v 而由算法 1,可得到另一组格基

{ } ker .j f′ ⊂v  

4.2   实验结果 

实验统计了每种 GLV 方案中 10 000 000 次标量分解的情况.表 1 所示为分解所得最大的标量长度出现的

频率百分比.在第 3.1 节所示两类曲线的 4 维 GLV 分解中,表 1 表示出显式分解与(推广)Longa-Sica 方法在分 

解系数 max j jk 比特长度基本相同.对于 GI 曲线-128,Longa-Sica 分解方法(使用 { }j′v )表现得稍好,显式分解方 

法(使用 v)在分解速度方面更占优,因为 vm,n 有一个分量为 1,一个分量为 0,从而可节省 8 次乘法. 
假设群阶的余因子满足 2log 4 ,h w< 并且域特征 2np c= − 是比特长度为 n=64m,64m−1 的拟梅森素数

( m∈Z ),若对 kj使用宽度为w的非相邻形式表示(NAF)[15],那么两种方法(Longa-Sica分解和复乘显式分解)一般

得到相同的标量乘法循环长度.进一步地,若使用了预计算方案[16], max j jk 的频率对[k]P 的计算时间代价影响

很小.因此,在上述参数设定的情形下,建议利用复乘显式分解的 GLV 方法来加速标量乘法计算. 

表 1  四维 GLV 分解 

曲线-格基向量 r max j jk 比特/频率(%) 

LS 曲线-128-v 256 64/7.77022 63/85.98472 62/5.85589 
61/0.36410 60/0.02372 ≤59/0.00135 

GI 曲线-128-v 253 64/63.37428 63/27.46788 62/8.07617 
61/1.01352 60/0.06389 ≤59/0.00426 

GI 曲线-128- { }j′v  253 64/10.30556 63/67.54093 62/19.39339 
61/2.49516 60/0.24809 ≤59/0.01687 

References: 
[1]   Gallant RP, Lambert RJ, Vanstone SA. Faster point multiplication on elliptic curves with efficient endomorphisms. In: Kilian J, ed. 

Proc. of the CRYPTO 2001. Heidelberg: Springer-Verlag, LNCS 2139, 2001. 190−200. 

[2]   Park YH, Jeong S, Kim CH, Lim J. An alternate decomposition of an integer for faster point multiplication on certain elliptic 

curves. In: Naccache D, Paillier P, eds. Proc. of the PKC 2002. LNCS 2274, Heidelberg: Springer-Verlag, 2002. 323−334. 

[3]   Sica F, Ciet M, Quisquater JJ. Analysis of Gallant-Lambert-Vanstone method based on efficient endomophisms: Elliptic and 

hyperelliptic curves. In: Nyberg K, Heys HM, eds. Proc. of the SAC 2002. LNCS 2595, Heidelberg: Springe-Verlagr, 2003. 21−36. 

[4]   Galbraith SD, Lin XB, Scott M. Endomorphisms for faster elliptic curve cryptography on a large class of curves. In: Joux A, ed. 

Proc. of the EUROCRYPT 2009. LNCS 5479, Heidelberg: Springer-Verlag, 2009. 518−535. 

[5]   Longa P, Sica F. Four-Dimensional Gallant-Lambert-Vanstone scalar multiplication. In: Wang X, Sako K, eds. Proc. of the 

ASIACRYPT 2012. LNCS 7658, Heidelberg: Springer-Verlag, 2012. 718−739. 

[6]   Freeman D, Satoh T. Constructing pairing-friendly hyperelliptic curves using Weil restriction. J. Number Theory, 2011,131(5): 

959−983. 

[7]   Guillevic A, Vergnaud D. Genus 2 hyperelliptic curve families with explicit Jacobian order evaluation and pairing-friendly 

constructions. In: Abdalla M, Lange T, eds. Proc. of the Pairing 2012. LNCS 7708, Heidelberg: Springer-Verlag, 2012. 234−253. 

[8]   Guillevic A, Ionica S. Four dimensional GLV via the Weil restriction. Cryptology ePrint Archive, Report, 2013/311. 

[9]   Atkin AOL, Morain F. Elliptic curves and primality proving. Math. Comput., 1993,61:29−68. 

[10]   Stark HM. Class numbers of complex quadratic fields. In: Kuyk W, ed. In: Modular Functions of One Variable I. New York: 

Springer-Verlag, Lecture Notes in Math., Vol.320, 1973. 153−174. 

[11]   Cox D. Primes of the Form x2+ny2. New York: Wiley, 1989. 

[12]   Cohen H. A Course in Computational Algebraic Number Theory. Berlin: Springer-Verlag, 1996. 

[13]   The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, A048981. http://oeis.org/A048981/internal 

[14]   Hu Z, Longa P, Xu MZ. Implementing the 4-dimensional GLV method on GLS elliptic curves with j-invariant 0. Des. Codes 

Cryptogr., 2012,63(3):331−343. 



 

 

 

206 Journal of Software 软件学报 Vol.24, Supplement (2), December 2013   

 

[15]   Hankerson D, Menezes AJ, Vanstone S. Guide to Elliptic Curve Cryptography. Heidelberg: Springer-Verlag, 2004. 

[16]   Longa P, Miri A. Newcomposite operations and precomputation scheme for elliptic curve cryptosystems over prime fields. In: 

Cramer R, ed. Proc. of the PKC 2008. LNCS 4939, Heidelberg: Springer-Verlag, 2008. 229−247. 
 

 

 

胡志(1985－),男 ,湖南湘潭人 ,博士 ,主要

研究领域为密码学,信息安全理论. 

E-mail: huzhi@math.pku.edu.cn 

 张国良(1988－),男,博士生,主要研究领域

为密码学,信息安全理论. 

E-mail: guoliang_tj@126.com 

 

徐茂智(1962－),男 ,博士 ,教授 ,主要研究

领域为代数学,密码学. 

E-mail: mzxu@pku.edu.cn 

 

 

 

 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


