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摘  要: 说明如何利用并行自适应有限元软件平台 PHG 求解生物分子溶液体系的非线性 Poisson-Boltzmann 方

程,并介绍一种解决这类问题的方法,它将网格生成与自适应计算过程结合在一起,可自动产生合适的网格,避免复

杂的曲面网格生成步骤.之前的网格生成工作有:(1) TMSmesh 生成高斯曲面的三角网格; (2) TransforMesh 删除自

相交的三角网格; (3) ISO2Mesh提高表面网格质量 3个步骤.而基于PHG的自适应加密模块可以在逐次调整网格的

同时保持动态负载平衡,高效地得到计算网格用于近似求解非线性 Poisson-Boltzmann 方程.计算了小球模型和

AChE 系统,分别从误差指示子下降阶和溶剂化能收敛的角度验证了方法的有效性,并且还将网格生成算法成功地

应用于 gA 离子通道. 
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Abstract:  This paper presents a parallel finite element algorithm based on the toolbox PHG for solving the nonlinear 
Poisson-Boltzmann equations for biomolecular systems. Previously TMSmesh, TransforMesh and ISO2Mesh were used to generate high 
resolution meshes. In this work a new method which combines mesh generation and adaptive mesh refinement is introduced to avoid 
complicated mesh generation steps. The new approach makes use of the capabilities of PHG in local mesh refinement and dynamic load 
balancing. The efficiency of the new method is demonstrated with a sphere model and the AChE system through both the decay of the a 
posteriori error estimates and the convergence of solvation-energy. In the meantime the method is also successfully applied to the 
Gramicidin Aion channel system. 
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静电行为对于解释分子结构、功能以及模拟蛋白质之类的复杂分子的动力学过程具有重要意义.Debye与
Huckel 在 1923 年最早提出了基于连续模型的方法来计算离子溶液中的小球形离子的静电自由能[7],这一理论

逐渐成为研究静电作用的重要工具.在他们的方法中,溶液被当作一个具有介电常数的连续体,基于 Poisson 方

程和 Boltzmann 分布定律,可推导出描述静电势分布的偏微分方程.出现在 Debye-Huckel 理论中的基本方程是
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一个三维二阶非线性偏微分方程,在+1 价和−1 价离子 1:1 的盐溶液中,这个方程见式(1),被称为非线性 Poisson- 
Boltzmann 方程(NPBE).图 1 展示了 NPBE 的计算区域为 Ω,其中区域Ωs∈Ω表示的是溶剂区域,Ωm∈Ω表示的是

溶质区域.区域 Ω 带有光滑边界Γs, Ωm 带有光滑边界Γm. 
NPBE 的形式如下: 
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其中,在Ωm 中λ=0,在Ωs 中λ=1; 1=β
Bk T

是 Boltzmann 能量的倒数;kB 是 Boltzmann 常数;ε是介电常数;φ是电势.
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x q x x 是在溶质内部点电荷分布的累加,其中 qj 为第 j 个粒子所带元电荷数量;κ

为 Debye 屏蔽距离的倒数.关于参数确定和单位转换见文献[10].我们设定 2 2ˆ =κ λεκ ,则 NPBE 有如下更简单的

形式: 
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图 1  三维 Debye-Huckel 模型的二维图示 

在过去的很长一段时间,研究者通过许多不同数值方法来求解非线性 Poisson-Boltzmann 方程,例如有限体

积法[1,17],有限元方法[10,18,20],边界元方法[2,15]以及积分方程法[12,13].本文使用有限元方法求解这个方程.我们将

从网格生成,弱形式推导到自适应有限元求解,来叙述如何求解非线性 Poisson-Boltzmann 问题的过程.通过利用

并行自适应有限元软件平台 PHG[22]中网格自适应加密模块,我们又尝试了只利用粗糙的背景网格和溶质区域

的描述文件来调整网格并找出界面,求解方程.我们比较了简单的小球模型和实际的 AChE 系统,Gramicidin A
系统,利用这种方法得到了满意的效果.通常描述溶质区域的文件非常小(不到 1M),但区域网格文件动则上百

兆,所以大量网格文件的传输是非常不便的.考虑到我们是基于 PHG 来实现 3D 自适应有限元计算的,所以把网

格生成部分也利用 PHG 实现,可以极大地节省完成网格生成和方程求解的时间. 

1   数值方法 

1.1   边界条件 

非线性 Poisson-Boltzmann 方程的边界条件非常简单,电势φ在最远处为 0,i.e. φ=0 在Γs 上.由于在利用 PHG
求解时,Dirichlet边界的处理是直接作用在刚度矩阵上,所以接下来的推导中弱形式方程右边不考虑由 Dirichlet
边界带来的积分项. 
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1.2   NPBE的弱形式 

为了求解非线性 Poisson-Boltzmann 方程,将把电势φ分成 3 部分[6,14]:奇异分量(singular component)G,调和

分量(harmonic component)H和规则部分(regular component)φγ:φ=G+H+φγ.其中,G满足下式,但取值仅限于Ωm内: 

 
ε ρ−∇ ∇ =⋅ f

m G , in 3
 (3) 

H满足如下定义的一个Laplace方程: 

 −ΔΗ=0,in Ωm  (4) 

 Η=−G,in Γm  (5) 

可以看出,G存在解析解:
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其中 qk是溶质区域描述文件中第 k个粒子的带电量,rk表示从当前 

位置到第 k 个粒子的距离.这样得到的 G 又可以代入方程[5]作为求解 H 的边界条件.在界面Γm 上有两个物理规 
律必须满足: 
 [Φ]=0 (6) 
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其中,[·]表示自由度对象的值在内部界面的跳量.将这些条件都代入非线性 Poisson-Boltzmann 方程,并无量纲化

φr 为 u=ecβφr,可以得到关于φr 规则部分的方程: 

 2ˆu sinh(u) = 0κε∇ ∇ −⋅ , in Ω  (8) 

 u=u0, on Γs  (9) 
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其相应的弱形式为:找 1
0 ( )∈ Ωu H 满足: 
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求解这样的一个非线性问题 ,可以采用非精确牛顿迭代的方法并选择合适的松弛系数以保证收敛 .记 
{Φj|j=1,…,N}为有限元空间上的基函数,un 为 u 在离散空间上第 n 次牛顿迭代的解,F(un)为 N 到 N 的函数: 
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则牛顿迭代可表示为 1( )( ) ( )+′ − =n n n nF u u u F u .其中,F′(un)为 Jacobian 矩阵,它的第(j,l)个元素为: 
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1.3   网格生成 

我们之前的做法是利用现有的一些网格生成工具,建立一条生成生物分子四面体网格的工具链.工具链主

要由 3 部分组成:表面网格的产生,网格质量的提高以及四面体网格的生成.首先,我们使用 TMSmesh[3]生成高斯

曲面的三角网格.由于大分子的复杂性,得到的表面网格会有些几何错误.因此,第 2 步使用 TransforMesh[21]删除

那些自相交的三角网格.接着再使用 ISO2Mesh[8]提高表面的网格质量.最后,使用 TetGen[19]来得到我们想要的

四面体网格.这部分工作详细地总结在文献[4]. 
基于 PHG 的自适应加密模块,我们尝试利用初始背景网格和溶质区域描述文件,逐次调整网格,并且保持

动态负载平衡,以最快的速度得到合适的网格并标记出内部界面用于计算 NPBE,关于 PHG 自适应加密的应用

还可以见文献[5]. 
表 1 给出的是溶质区域描述文件的格式样例,其中第 6 列～第 8 列为坐标(xi,yi,zi),第 9 列为带单位电荷量
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zi,最后一列为半径 ri.一个描述文件给出了许多这样的确定位置和大小的小球,这些小球在空间上紧密依靠,形
成大分子溶质. 

表1  溶质区域描述文件的格式样例 
ATOM 1 O5′ G 1 −0.799 8.456 10.751 −0.622 3 1.721 0 
ATOM 2 C5′ G 1 −0.046 9.672 10.891 0.055 8 1.908 0 
ATOM 3 C4′ G 1 1.439 9.368 10.951 0.106 5 1.908 0 
ATOM 4 O4′ G 1 1.747 8.741 12.221 −0.354 8 1.683 7 
ATOM 5 C3′ G 1 1.947 8.370 9.911 0.202 2 1.908 0 

使用 PHG 自适应加密模块生成合适网格的步骤见算法 1.要强调的是 MN−1,对于界面有解析形式的情况,
我们在算法 1 的基础上,还会在最后把这个解析曲面作用在网格上得到曲面和网格的交点,并生成新的协调网

格 MN.这样得到的结果在界面附近的误差会减小,数值精度更高.当然在实际计算中为了提高效率,很多离界面

较远的单元不需要细化,而只有界面附近的单元需要被判断是否需要被细化. 
算法 1. 使用 PHG 自适应加密模块生成计算网格. 
导入初始背景网格 M0; 
最大迭代次数为 N; 
k=0 

WHILE k < N DO 
    判断网格中每个四面体单元 s∈Mk 是否与溶质区域相交,相交则标记为 1,否则标记为 0; 
    将标记为 1 的单元细化,并调整相应单元使网格协调,新网格记为 Mk; 
    调整网格分布使动态负载平衡; 
k=k+1 

END WHILE 

2   数值结果 

本文中的数值算例全部基于并行自适应有限元软件包 PHG,其采用 C 语言编写,使用 MPI 进行消息传递.
计算环境是中国科学院数学与系统科学研究院科学和工程计算国家重点实验室 LSSC-III 机群,计算结点为“浪
潮 NX7140N”刀片,每个刀片包含两颗 Intel X5550 四核处理器和 24GB 内存,单核双精度浮点峰值性能为

10.68Gflops,282 个计算结点的总浮点峰值性能为 24.09Tflops.所有结点同时通过千兆以太网和 DDR Infiniband
网络连接. 

2.1   小球模型 

小球模型表示的计算区域Ω是一个半径为200A的球,溶质区域Ωm是一个半径为1A的球,这时溶质区域描

述文件仅包含一个小球.我们使用TetGen生成了一个只包含498个顶点,1 810个四面体单元的背景网格.图2(a)、
图2(b)展示了由算法1自适应加密20次和30次后溶质区域的形状变化.可以看出,随着加密次数的增多,四面体

网格能够很好地近似出内部小球,但是表面仍然有凹凸不平. 
对于这一类内部界面是解析曲面的情况,PHG 提供了一个接口 phgSurfaceCut(GRID *g,FLOAT *cuts)能够

根据网格 g和解析曲面与网格四面体边的交点数组 cuts得到包含这些交点的新网格,通过相应判断可以重新标

注区域类型和界面.例如,在小球模型中,我们通过判断顶点与球心的距离来区分内外区域,一个界面跨两个不

同区域类型,则标记为界面.图 2(c)展示的是由算法 1 加密 20 次后使用 phgSurfaceCut 得到的新网格的内部曲

面 .可以发现 ,新网格能够更好地匹配球面 .我们利用加密 30 次后得到的网格直接求解非线性 Poisson- 
Boltzmann 方程,得到它在中心附近的电势分布,径向对称,且从中心往外指数衰减,最高值为 3.78 kcal/mol·e,与
文献[16]中数值结果一致. 
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 (a) 加密20次 (b) 加密30次 (c) 利用phgSurfaceCut 

   功能进行解析曲面的网格调整 

图2  小球模型自适应加密过程中内部界面的变化 

2.2   自适应加密的有效性——后验误差指示子的计算 

我们选择定义在四面体单元 s 上的后验误差指示子ηs 定义见方程(14),其中 F(s)代表单元 s 的面的集合,hs

是 s 的直径,hf 是面 f 的直径,nf 是面 f 上的法向量,[⋅]f 表示自由度对象的值在面 f 附近的跳量. 

 2 2

1
2

2 2 2 2
( ) ( )
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2

η κ ε ε
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关于非线性 Poisson-Boltzmann 方程这个形式的后验误差估计子的误差分析见文献[9],其中给出关于电势

u 在选取线性基函数时的误差估计: 

 1

1
22

0|| || η
Ω ∈

⎛ ⎞
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⎝ ⎠
∑h sH
s M

u u C≤             (15) 

其中M表示四面体网格,C0是由网格和有限元离散空间决定的常数. 

图3中曲线展示了由算法1自适应加密不同次生成可计算网格的基础上加上phgSurfaceCut调整网格后的后

误差,可以看出,加入了SurfaceCut之后,误差下降阶的曲线斜率接近−1/3. 

 

图3  利用phgSurfaceCut调整网格表面后求解NPBE的后验误差指示子下降曲线 

2.3   AChE系统 

我们在这里计算的一个蛋白质系统是 acetylcholinesterase(AChE)系统.如图 4所示,其中溶质带电量−7.61ec,
具有较强吸引阳离子的能力,计算区域是一个半径 400A 的球.图 4 展示的 AChE 系统的网格总的顶点个数为

176 673,四面体个数为 1 099 255,其中溶质表面顶点个数为 46 519,三角形个数为 93 024.和小球模型不同的

是,AChE 模型溶质表面没有解析曲面形式,因此不能利用 PHG 的 SurfaceCut 功能来调整加密的网格,图 5 展示

了利用算法 1,从包含 379 个顶点,1 408 个四面体的初始背景网格开始,分别加密 6 次,12 次~18 次时内部界面

的变化情况.可以发现网格在分子表面附近网格被加得更密. 
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 (a) 计算区域中心的剖面图          (b) 溶质区域的表面 

图4  AChE系统的示例 

 
      (a) 加密6次   (b) 加密12次                  (c) 加密18次 

图5  AChE系统自适应加密网格过程中内部界面的变化 

2.4   自适应加密的有效性——溶剂化能的计算 

除了比较后验误差指示子外,还可以通过计算溶剂化能(solvation energy)的方法,判断网格是否已经符合计

算精度要求.溶剂化能的定义见方程(16),其中 qi 表示溶质描述文件中第 i 个粒子的带单位电荷量,ui 和 Hi 分别

表示第 i 个粒子的球心坐标处的规则部分(regular component)和调和分量(harmonic component)电势. 
表 2 列出了按照算法 1 加密 12 次和 18 次后的溶剂化能大小,最后一栏则是我们利用之前的网格生成工

具链得到的图 4 中所展示的 AChE 网格的溶剂化能,可以作为自适应网格生成效果的参照.可以发现加密更多

次后,结果更接近参照值. 
 ( )= +∑solvation i i i

i
E q u H  (16) 

表2  AChE系统的不同网格计算出的溶剂化能的值 
网格 溶剂化能的值(kcal/mol·e) 

自适应加密12次后 −1.9460×105 

自适应加密18次后 −2.0761×105 
图 4 中网格(参照值) −2.1312×105 

 

2.5   gA离子通道模型 

除了研究小球和AChE系统外,我们还将网格自动生成的算法应用于Gramicidin A系统,由于它规模较小且

实验性质较好,所以 gA 通道是被广泛研究的离子通道之一(PDB code:1MAG).gA 通道是一个带有狭窄孔隙的

15-氨基酸β螺旋肽,它在脂质双层中形成了一个含水孔隙,能够有选择性地通过单价阳离子[11].初始背景网格是

[−15,15]A×[−15,15]A×[−25,20]A 的长方体,包含 773 个顶点,3 264 个四面体.自适应加密网格 8 次之后的 gA 通

道如图 6(a)所示,图 6(b)、图 6 (c)分别是网格的 y-z 剖面图和 x-y 剖面图,可以清晰地看到一条沿着 z 方向分布

的通道,在 gA 区域及附近的网格非常密而远处的网格较稀疏. 



 

 

 

116 Journal of Software 软件学报 Vol.24, Supplement (2), December 2013   

 

 

  (a) 加密 8 次后的 gA 通道外观       (b) x=0 时 y-z 平面剖面图       (c) z=−3.5 时的 x-y 平面剖面图 

图6  gA离子通道模型自适应加密网格过程中 

2.6   并行效率分析 

使用 PHG 的自适应加密模块,优势还体现在它能够在每次加密后完成动态负载平衡,使得网格均匀地分布

在各个节点上,提高计算效率.在求解 NPBE 有限元离散后的方程组时,计算规模和网格大小成正比.为验证我们

数值实验代码的并行可扩展性和效率,我们计算了一个包含 2 800 768 个顶点,17 522 738 个四面体的小球,求解

时选择了 GMRES 线性解法器和 Additive Schwarz 预条件子. 
表 3 给出了使用了不同个数 MPI 处理器求解 NPBE 的效率.由于内存需求,我们把 64 个处理器的处理时间

当作单位 1,效率 100%.由表 3 可以看出,并行效率是令人满意的.需要注意到,处理器数目从 512 上升到 1 024 时,
效率有明显下降,一般认为是由网络拓扑结构引起的.我们期望在使用了更快的互连网络后并行代码能够在更

多节点上高效工作,解决更大规模的问题,或者可以使用 PHG 中另外提供的 OpenMP/MPI 两层并行技术来提高

并行效率. 
表3  求解NPBE的强可扩展性测试 

处理器数目 运行时间 (s) 强可扩展性并行效率 (%) 
64 120.2 100 

128 54.5 110.2 
256 23.7 126.7 
512 14.1 106.5 

1 024 10.8 69.5 

3   总  结 

利用 PHG 的自适应加密模块进行网格生成很大地提高了从网格生成到有限元计算的效率,并且我们利用

小球模型和AChE系统分别从误差指示子下降阶和溶剂化能计算角度验证了算法的可行性,即使是含有孔隙的

模型如 gA 离子通道,网格生成算法仍然有效.在自适应加密过程中,我们应该思考如何更快地判断单元是否应

该细分,从而提高网格生成的效率.其次,对于像 AChE 系统那样溶质区域没有解析曲面的情况,如何进行表面光

滑来提高计算精度也是我们下一步需要考虑的问题. 
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