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Abstract: This paper proposes a high quality k-D tree constructing algorithm for interactive dynamic scene ray 
tracing. Combined with the fact that scene primitives were usually well distributed, a reasonable formula is derived 
from the basic k-D tree traversal cost function to represent the traversal cost for sequential positions in node. After 
dividing the bounding box of splitting node to uniform bin series, the best splitting position is directly computed by 
resolving the analytic solution of the cost formula. To guarantee superior rendering performance for different ray 
tracing applications, the study raised several sensible functions for sub-space number computing in different 
situations. Experimental results proved that this algorithm was suitable for scenes with various kinds of primitive 
distribution, and it can be used for full k-D tree construction. Great construction efficiency was obtained with the 
best splitting quality maintained. 
Key words: ray tracing; k-D tree; space splitting; acceleration structure 

摘  要: 提出了一种适用于交互式动态场景光线跟踪的高质量 k-D树构建算法.结合基本的 k-D树遍历代价函

数和场景一般具有较均匀分布的特征,推导出合理表示节点中连续分割面遍历代价的计算公式.在计算过程中

将待划分节点包围盒划分成均匀子空间,采用直接求解函数解析解的方式进行节点分割面计算.为了保证各种

光线跟踪应用中较高的渲染效率,提出了不同情况下合理的空间划分数量计算函数.实验结果表明,该算法适用

于各种不同图元分布的场景 k-D 树构建,并可以应用于整个构建过程,效率有了很大的提升,同时构建结果保持

了与最优划分相近的质量. 
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光线跟踪作为生成相片级虚拟图像的重要全局光照算法之一,一直是计算机图形学的研究热点.在光线跟

踪算法中,设计实现高效的加速数据结构是提高光线与复杂场景数据求交效率的重要方法.目前被广泛采用的

加速结构有基本网格、k-D 树、层次包围盒等.对于静态场景来说,k-D 树是公认最快的加速结构[1],而其构建方

式对场景遍历效率有很大影响.利用空间或图元中分的方法构建 k-D 树,虽然速度较快,但构建结果质量较低,会
导致场景遍历速度大幅下降[2,3].表面积启发规则(surface area heuristic,简称 SAH[2])是目前应用最广泛的 k-D 树

构建规则.其中,最优 SAH 构建方法[4]计算每个图元在分割轴上最小和最大投影位置的 SAH 代价,并选取代价

最小的位置为分割面.这种规则构建的 k-D 树能够对各种空间分布的场景进行合理划分,但其巨大的计算量难

以满足交互式光线跟踪的要求.为了提高构建效率,一些简化的 SAH 构建方法[5−8]被提出来.它们虽然达到了降

低构建代价的效果,但遍历效率也受到一定的影响.对于动态场景,以上两类构建方法都不能很好地满足要求. 
本文提出了基于 Bin 的 k-D 树构建算法,通过采用合理的函数计算最优分割位置,在构建过程中也无须利

用最优 SAH 构建算法,从根本上避免了算法中大量候选分割面的代价计算,并保持与最优 k-D 树相近的质量.
本文的主要贡献是:利用合理的函数表示每个 Bin 中的连续位置的 SAH 代价,以快速计算最优 SAH 分割面;针
对静态或动态场景以及不同的绘制要求(是否具有阴影、反射和折射光线),提出了不同的 Bin 数量计算方法,
从而保证较高的渲染效率. 

1   相关工作 

SAH 是应用最为广泛的加速结构遍历代价评估模型,其关键在分割平面的选择和左右两边图元数的统

计 .Wald[4]提出记录所有候选分割面 ,按照位置进行排序 ,将最优 SAH 构建算法的复杂度从 Pharr[9]提出的

O(Nlog2N)降低为 O(NlogN)(N 为场景中的图元数 ),但整个过程需要进行大量内存读写操作 .Tseng[10]扩展

O(NlogN)算法用于直接处理三角形簇,进一步提高了构建效率.Kang[11]将场景分成很多 Group,建立各自的 k-D
树,并在上层构建层次结构,能进行快速更新和遍历. 

为了避免大量候选分割面代价计算,学者们提出了各种简化的 k-D 树构建算法.Hurley[12]首次提出将连续

空间离散分割采样来减小候选分割平面集,快速求解全局最小值,也就是基本的 Bin 构建算法.Hunt[5]提出了二

次混合的均匀采样方法,对第一划分中图元数量变化较大的子空间进行二次划分,最终生成分段二次函数来近

似代价函数,将分段函数的误差限定在一定范围内.Popov[6]使用类似方法,多次划分节点包围盒以满足构建精

度的要求.Zhou[13]提出了一种新的混合构建方法,采用空间中分或者划分不含图元的空间.针对离散采样中搜

索分割平面的盲目性且设置采样点的有限性,Fan[7]采用启发式的方法定位当前节点分割平面所在子区间,并在

探查到的子区间进一步细化采样 ,以得到更优的分割平面 .Guo[14]结合模拟退火算法快速搜索最优分割平

面.Havran[15]和Wachter[16]使用 k-D树和层次包围盒构建混合加速结构的方式减小计算量.以上方法为了避免遍

历代价的大幅提高,在构建底层都利用最优 k-D 树构建算法进行划分. 
为了进一步提高 k-D 树构建效率 ,并且保证 k-D 树质量 ,出现了很多结合场景预知信息的构建算法 . 

Gunther[17]研究可变形场景中的半结构化运动,例如骨骼动画,采用运动分解[18,19]的思想对场景运动分类,再利

用运动的帧间连续性建立实时加速结构.Djeu[20]使用预定义场景图(scene graph)来加速构建.Hunt[21]利用场景

树信息,在对场景做出合理假设的情况下,时间复杂度为 O(n).但这一类方法局限于某种场景的应用或需要预定

义信息,不具有通用性. 
随着多核CPU和GPU的快速发展,并行构建逐渐成为研究热点.并行方法的难点在于并行模块之间实现负

载均衡,减少通信和异步操作[22].Shevtsov[8]率先成功地在多核 CPU 上实现了 k-D 树的并行构建,并利用负载均

衡算法提高了构建效率.Zhou[13]在 GPU 上实现了空间中分和无图元空间划分的混合构建算法,相对于 Hunt[5]

提出的简化的构建算法有了较大的性能提升.Choi[23]提出了合理的并行计算策略:在节点较少时进行广度划分,
当节点数达到一定个数时进行深度划分,将 Wald[4]中复杂度为 O(NlogN)的算法移植到多核 CPU 上,并提出一种
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“In-Place”算法减少内存操作以提高并行扩展性能.Danilewski[22]将基本 Bin 算法移植到 GPU,根据空间中图元

数将构建过程分为 5 个阶段,以充分利用 GPU 的并行计算性能.Wu[24]在 GPU 上实现了最优 SAH 算法,对子事

件列表的生成过程进行了优化. 

2   基于 Bin 的 k-D 树构建算法 

如式(1)所示,利用 k-D 树进行光线跟踪的代价 CRT 可以表达为构建代价 CBuild 和遍历代价 CTrav 之和. 
 RT Build TravC C C= +  (1) 

CBuild 和 CTrav 是两个矛盾的目标,往往构建代价越低的 k-D 树,其遍历代价越高.但对于静态场景来说,一般忽略

CBuild 而只需考虑最小化 CTrav;而动态场景则需要在 CBuild 和 CTrav 之间折中. 
本文算法的基本思想是,在尽量不降低 CTrav 的同时,尽量减少 CBuild 代价,以实现交互式的动态场景光线跟

踪.算法建立在以下场景特征的基础上:一般场景局部具有较均匀的图元分布.可以利用这一特征建立局部连续

分割面的 SAH 代价计算函数快速计算最优分割面. 
为了衡量 CTrav,对于包围盒表面积为 SA(V)的待划分节点,假设分割面 P 左右的图元数分别为 NL和 NR,对应

包围盒表面积分别 SA(VL)和 SA(VR),分割面 P 对应的遍历代价 CP 为式(2). 

 ( ) ( )
( ) ( )

L R
P T I L R

SA V SA VC C C N N
SA V SA V

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2) 

其中,CT 和 CI 分别是节点的遍历代价和光线图元的求交代价, ( )
( )

LSA V
SA V

和
( )
( )

RSA V
SA V

为光线与左右子空间的相交  

概率[25]. 
本文将节点包围盒划分成一系列均匀的 Bin,对于图元分布较均匀的空间,利用拟合函数求解最优划分位

置可以得到更好的划分结果.为了推导出合理的代价函数,本文以基本 SAH 代价计算公式为基础,结合图元变

化规律计算公式中的相关变量,得到用于求解最优分割面的目标函数,计算最优分割面转化为目标函数最小化

的问题,避免了最优 SAH 构建中大量候选面的代价计算,对应的解析解也就是所需求解的最优分割面. 

2.1   Bin的SAH代价计算公式 

如图 1所示的场景,从 P0到 P1之间任何位置的左右图元数不变,如果光线不是均匀分布并且穿过整个场景,
则 SAH 代价不是关于分割位置的线性函数,此时最优分隔位置则可能是 P0 和 P1 之间的位置 P′,而并非如文  
献[1]所述一定是 P0 或 P1 中的一个. 

针对图 1,利用函数拟合分割位置的 SAH 代价则可能得到代价更小的分割位置.如图 2 中分割面 A 和 B 之

间宽为 step 的 Bin,根据 START 和 END 事件[4]数列表可以知道当前 Bin 中的事件数 NS 和 NE,同时可以计算得

到分割面 A 的左、右图元数(计算过程见第 2.2.2 节),分别设为 Nla 和 Nra.因为假设局部空间中事件均匀分布,
所以对于图 2 中的分割面 Split,到分割面 A 的距离为 d,左、右图元数 Nl 和 Nr 如式(3)所示. 

  

Fig.1  Least traversal cost split position 

图 1  最小遍历代价分割位置 

Fig.2  Compute SAH value 

图 2  计算 SAH 代价 
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 ,  l la S r ra E
d dN N N N N N

step step
= + × = − ×  (3) 

根据节点包围盒在分割面 A 的左、右侧的子包围盒表面积 Sla 和 Sra,可以计算分割面 Slice 左右子包围盒

的表面积 Sl 和 Sr,如式(4)所示. 
 ,  l la r raS S d bc S S d bc= + × = − ×  (4) 

将式(3)和式(4)代入式(2),整理可得分割轴上的近似 SAH 代价,如式(5)所示. 

 ( ) ( )2
Split

I S la E ra
T S E la ra la la ra ra

A

C bc N S N SC C N N d bc N N d N S N S
S step step

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪= + + + − + + +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (5) 

式(5)即表示当前 Bin 中分割轴上任意位置的 SAH 代价,可以很容易地求出最小值,即为当前 Bin 中的最小

SAH 代价,根据此时的 d 值计算得到最优分割面的位置. 
计算式(5)的最小值可以做一定的优化.当 Bin 中 START 和 END 事件数均为 0 时,式(5)可以简化为式(6). 

 ( )I
T la ra la la ra ra

A

CC C bc N N d N S N S
S

= + ⎡ − + + ⎤⎣ ⎦  (6) 

式(6)是关于分割面偏移值 d 的线性函数,当利用式(6)进行 SAH 计算时,只需考虑 d 的系数符号,最优分割

面为 A 或 B 之一,降低了一定的计算量. 

2.2   算法实现细节 

和一般 k-D 树构建方法一样,本文算法采用自上而下的迭代方式进行节点的划分,包含生成 Bin 事件数列

表、计算最优分割面和生成子节点图元列表这 3 个步骤.考虑到一般情况下最小 SAH 分割面处于节点空间的

最长轴上,所以节点划分的所有步骤都是针对节点包围盒最长轴进行. 
2.2.1   生成事件数列表 

事件数列表包含每个 Bin 中 START 事件和 END 事件的数量.为了避免复杂的图元事件计算,本文和

Shevtsov[8]及 Benthin[26]一样,利用图元的紧凑包围盒计算事件数列表,统计方式如图 3 所示. 
将节点包围盒均分为 Nsl 个 Bin,Nsl 值的确定将在第 3.2 节做详细分析,扫描节点中图元的包围盒列表,在划

分轴上,将每个包围盒最小位置所处 Bin 的 START 数目加 1,相应地将最大位置对应 Bin 的 END 数目加 1.具体

实现见算法 1 中的伪代码. 
算法 1. 计算事件数列表. 
1: ComputeSliceEventNumber(Box;□;axis;step;Nsl) 

return (NS;NE) 
{Box⎯图元包围盒列表,□⎯节点包围盒} 
{axis⎯分割轴,step⎯Bin 间距,Nsl⎯Bin 总数} 

2: NS←0; NE←0{重置计数器列表} 
3: for all boxi □ Box do 

4:  index← .min[ ] .min[ ]ibox axis axis
step

⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

□  

{处理开始事件} 
5:  if index≥0 then 
6:    inc NS[index+1] 
7:  else 
8:    inc NS[0] 
9:  end if 



 

 

 

162 Journal of Software 软件学报 Vol.23, Supplement (2), December 2012   

 

10:  index←
.max[ ] .min[ ]ibox axis axis

step
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

□  

{处理结束事件} 
11:  if index<Nsl then 
12:   inc NE[index+1] 
13:  end if 
14: end for 
15: return (NS;NE) 
算法 1 中第 4 行~第 9 行计算包围盒 START 事件所处 Bin 序号,然后将相应 Bin 的 START 数加 1,当序号

小于 0时,将NS[0]加 1.在最终的计算结果中,NS[0]表示将包围盒最小位置作为分割面时左侧的图元数,同时右侧

图元数为节点中的图元总数,这是最优分割面计算的基准值. 

 
Fig.3  Generate event count list 

图 3  生成事件数列表 
2.2.2   计算最优分割面 

这一节将讨论 Bin 最优分割面的计算过程.根据 Bin 的 SAH 计算公式和事件数列表,遍历事件数列表,得到

每个 Bin 起始位置的左右图元数,然后根据上一节中的 SAH 计算公式,得到 Bin 内部的最优分割面.计算过程见

算法 2. 
算法 2. 计算最优分割面. 
1: FindBestPlane(2;NS;NE;NT;Nsl)  
return (C′;pos){NT ⎯节点图元总数} 
2: C′←NT*CI; Nla←NS[0]; Nra←NT 

3: Sla←2bc; Sra←SA 
4: for i←1…Nsl do 
5:  if NS[i]+NE[i]>0 then 
6:    (C;pos)←LeastCost(Nla;Nra;Sla;Sra;NS;NE) 
7:  else 
8:    (C;pos)←SimpleLeastCost(Nla;Nra;Sla;Sra) 
9:  end if 
10:  if C<C′ then 
11:   (C′;pos)←(C;pos) 
12:  end if 
13:  Nla←Nla+NS[i]; Nra←Nra−NE[i] 
14:  Sla←Sla+step*bc; Sra←Sra−step*bc 
15: end for 
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16: return (NS;NE) 
算法 2 中第 2 行进行计算初始化,节点最小代价 C ′的初始值为节点图元数乘以光线三角形求交代价,第 5

行~第 6 行和第 7 行~第 8 行分别根据式(5)和式(6)计算 Bin 最小 SAH 代价和相应分割面.第 11 行~第 12 行更

新计算公式中参数值,用于计算下一个 Bin 的最优分割面计算. 
计算得到最优分割面后,如果需要划分,则生成新的孩子节点和对应的图元列表,否则直接生成叶子节点. 

2.2.3   确定划分终止条件 
传统 k-D 树构建算法的终止条件可直接由算法本身确定,不存在最优分割面即停止划分.利用 Bin 进行划

分时,即使底层节点中图元很少时仍会计算得到最优分割面,从而导致图元数迅速增长.为了解决这一问题,本
文采用 Pharr[9]和 Kang[11]提出的方案,限定 k-D 树的最大深度为 8+1.3×log2N. 

3   实验结果 

本文的实验环境为 Intel I3-2100 3.10GHz CPU,4.0G 内存.所有计算都使用基本单线程,节点划分计算的图

元阈值均设为 1,生成大小为 800×600 像素的平滑着色图像.用于比较的基准算法是 Wald[4]提出的复杂度为

O(NlogN)的最优 k-D 树构建算法. 

3.1   静态场景测试 

本文首先对文献[27]中的均匀模型进行了测试,渲染结果和相应的模型名称及图元数如图 4所示.算法采用

的切片数为 0.4n(n 为节点中图元数量),测试结果见表 1. 
表 1 中的数据表明,本文算法的平均构建效率为基准算法的 2 倍,并且遍历效率高 10%左右.遍历效率提高

是因为:具有最小 SAH 代价的分割面是理论上最优的

k-D 树划分位置,场景空间中光线均匀分布(SAH 代价

计算公式的假设条件[2]之一)在通常情况下并不成立,
所以利用式(2)计算得到的最小 SAH 代价位置不一定

是实际最优分割位置.图 4 中的模型具有相对均匀的

顶点分布,所以为了验证本文算法也适用于非均匀分

布的场景,本文测试了一系列非均匀分布场景,其结果

和模型信息如图 5 所示,实验数据见表 2. 
从表 2 可以看出,对于非均匀分布的场景,本文算

法可以达到基准算法平均 2.5 倍的加速,同时遍历效率

基本保持不变.对比表 1 和表 2 中的数据,非均匀场景

本文算法能够得到更大的加速比,而遍历效率加速有

所下降,这是因为利用基准算法进行 k-D 树构建对每

个图元计算两个位置的 SAH 值,不考虑空间中图元分

布情况,而本文算法的划分与空间中的图元数相关,能
够更好地适应局部图元密度变化,同时因为图元分布不均匀,利用本文算法计算出的最优划分位置也就存在较

大的偏差,导致遍历加速比下降. 

Table 1  Experimental data of well distributed scenes 
表 1  均匀分布场景测试数据 

构建时间(ms) 渲染时间(ms) 
场景名 

本文算法 基准算法 本文算法 基准算法 
构建加速比 渲染加速比 

Bunny 221 461 251 275 2.08 1.10 
Armadillo 1 458 2 602 258 285 1.78 1.10 

Dragon 2 774 5 886 304 333 2.12 1.09 
Buddha 3 375 7 263 284 300 2.15 1.06 

 

(a) Bunny: 69 451 

(d) Buddha: 1 087 716 (c) Dragon: 871 414 

(b) Armadillo: 345 944 

Fig.4  Well distributed scenes 
图 4  均匀分布场景 
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Fig.5  Ill distributed scenes 
图 5  非均匀分布场景 

Table 2  Experimental data of ill distributed scenes 
表 2  非均匀分布场景测试数据 

构建时间(ms) 渲染时间(ms) 
场景名 

本文算法 基准算法 本文算法 基准算法 
构建加速比 渲染加速比 

Train 12 30 149 143 2.44 0.96 
Sponza 151 366 987 1059 2.42 1.07 
Closier 186 482 1300 1347 2.58 1.04 
Fairy 426 932 507 521 2.19 1.03 

 

3.2   确定Bin数量 

为了解决基本 Bin 划分算法因采用固定数量分割面而不适应场景规模的问题,本文通过分析实验结果,给
出不同场景复杂度或者光线跟踪要求下应该采用的划分数量计算函数,使得算法能够用于完整 k-D 树构建过

程,并保持较高的构建质量. 
首先本文详细测试了图 4 和图 5 中的所有模型.测试过程中只进行了主光线测试,测试的划分数量计算函

数为 log2n,n,log2
2n 和 nlog2n(系数分别取 1.0,0.4,0.3,0.1).CBuild,CTrav 及 CRT 的测试结果分别如图 6~图 8 所示. 

从图 6 可以看出,均匀场景使用 nlog2n 进行包围盒划分具有最高构建效率,非均匀场景的构建加速比具有

不稳定性,但相对均匀场景能得到较高的构建加速.图 7 表明,所有函数都能得到与最优划分相近或更高的遍历

效率,也证明了利用与图元数相关的划分数量能够很好地解决基本 Bin 算法中构建质量下降的问题.对于图元

非均匀分布的场景,各种划分函数对应的构建质量都波动较大,是因为图元分布很不均匀导致构建结果不稳定,
但仍然保持较高的质量.分析图 8 可知,当对均匀场景只进行主光线跟踪时,数量为 n 的划分能够得到稳定的最

高总效率,并且场景的复杂度直接影响总的提升效率,导致这一现象是由于图元数越多,k-D 树构建耗时所占比

例就越大,而本文算法对构建效率有较大幅度的提升. 
综合以上分析可以得出以下结论: 
• 选取分割数量为 n 一般能够得到较高质量的 k-D 树,适用于静态场景和需要进行复杂次光线计算的动态

场景光线跟踪; 
• 利用 log2

2n函数计算分割数量能够更好地适应不均匀的图元分布,保证在一定质量下,更大幅度地降低构

建时间; 
• 对具有相对均匀分布的静态场景,nlog2n 数量的分割面能够得到较高的总效率. 

(a) Train: 6 598 

(d) Fairy: 173 397(c) Closier: 81 354 

(b) Sponza: 67 461
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Fig.6  Construct acceleration ratio 

图 6  构建加速比 

Fig.7  Traversal acceleration ratio 

图 7  遍历加速比 

 

Fig.8  Construct acceleration ratio 
图 8  总加速比 

3.3   动态场景测试 

为了验证本文算法对动态场景的适用性,我们对文献[28]中的动态模型进行了测试,渲染结果如图 9 所示. 
从表 3 中的测试结果可以看出,对不同规模的场景,本文算法都得到了一定程度的效率提升,并且模型中图

元数越多,提升效果越明显. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.9  Dynamic scenes 
图 9  动态场景 

 

(d) Fairy: 174 117(c) Ben: 78 029 

(b) Hand: 15 855 (a) Wood Doll: 6 598 
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Table 3  Experimental data of dynamic scenes 
表 3  动态场景测试数据 

FPS 
场景名 

本文算法 基准算法 
加速比 

Wood Doll  7.07 6.50 1.09 
Hand 3.68 3.24 1.14 
Ben 2.87 1.85 1.50 

Fairy Forest  1.11 0.74 1.51 
 

3.4   多线程及GPU实现讨论 

本文算法在对顶点进行划分计算时,分别计算每个图元所属的 Bin,更新相应事件数列表,然后针对每个 Bin
计算最优分隔位置,最终选取最小代价分割面.每一个步骤的计算都具有良好的独立性,所以能够很好地移植到

多线程或者 GPU 实现. 

4   结  论 

本文提出了基于 Bin 的 k-D 树构建算法,分析了最优 SAH 构建算法中采样空间的实际缺陷,根据基本 SAH
代价计算公式推导出合理表示 Bin 中分割位置的表示函数,高效地构建了 k-D 树,并且得到与最优 k-D 树相近

或者更高的质量.另外,为了扩展本文算法用于各种光线跟踪应用场景,给出了不同情况下 Bin 划分数量选取的

合理意见. 
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