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Abstract:  The camera extrinsic parameters interpolation is one of the key technologies in the application of 3D 
scene roaming etc. Since the space constructed by camera extrinsic parameters is not linear, the traditional methods 
usually decompose the parameters into translation and rotation transformation, resulting in unnaturalness for 
interpolation. This paper presents a camera extrinsic parameters interpolation algorithm based on Lie Algebra. Firstl, 
the study transforms the camera extrinsic parameters matrix into a Lie Algebra space; then a linear interpolation in 
that space is finished; finally, the inverse transformation of the interpolation matrix into the space of camera 
extrinsic parameters obtains a series of sequence of interpolation result. Experiments show that, compared with the 
traditional interpolation directly in the space of camera extrinsic parameters and the interpolation based on 
quaternion, the interpolation sequences obtained by this algorithm is smoother and more in line with the people’s 
observation habits. 
Key words:  Lie algebra; camera extrinsic parameters interpolation; parameter space  

摘  要: 相机外部参数插值是三维场景漫游等应用中的关键技术之一.由于相机外部参数矩阵构成的空间不是线

性的,传统的方法主要对相机外部参数矩阵中的平移变换和旋转变换部分分开考虑从而导致插值的不自然.提出了

基于李代数表示的相机外部参数插值算法,首先把相机外部参数矩阵直接映射到李代数空间,然后在李代数空间进

行线性插值,最后把插值后的中间变换矩阵逆映射到相机外部参数矩阵空间,从而得到一系列的插值结果.实验结果

表明,与传统的在相机外部参数矩阵空间直接对相机进行线性插值以及与四元数插值相比,算法得到的插值相机序

列更加光滑,并且更加符合人们漫游的观察习惯. 
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三维场景漫游是三维场景设计中常见的交互需求,在很多游戏(如半条命)和增强现实系统(如虚拟博物馆)
中,通常都会添加一个第 1 个视角的摄像机,实现从相机视角进行三维场景漫游的目的.在用户漫游的时候,需要生

成很多帧画面,这些帧画面并不需要完全由用户指定,用户只需要指定关键帧,然后通过相机外部参数的插值,
从而得到中间帧画面.在 3ds Max 中,两幅关键帧之间的相机外部参数插值方式是根据用户设定插值方式来简

单设定的:当用户设定自由相机为沿轨道旋转时,相机沿着用户指定的大圆做绕被观察物体的旋转,相机始终指

向观察目标点;当用户设定自由相机为沿固定轨道漫游时,相机位置的插值方式为沿轨道的线性插值,相机方向

可以是沿着(背着)相机运动方向或者指向相机运动的切方向. 
用户指定关键帧的相机外部参数可以由一个在齐次坐标系下的 4×4 刚体变换矩阵描述,即从世界坐标系

变换到相机坐标系的变换矩阵,包括相机的姿态以及位置信息.一般的插值方法直接在刚体变换矩阵空间进行

线性插值,由于刚体变换矩阵构成的空间不是一个线性空间,本质上是个流形空间[1],插值结果不能保持变换的

刚体属性,不能直接用作相机的外部参数插值.因此传统的相机外部参数插值方式分别求出起始和终止状态的

相机姿态和相机位置,然后对相机位置进行线性插值,对于相机姿态,则进行欧拉角或四元数插值[2],由于欧拉角

插值存在着万向节死锁的问题,因此相机姿态更多的采用四元数插值,这种插值方式可以得到平滑的相机姿态,
但需要先求出相机姿态和相机位置,然后分别插值.对此,本文提出了一种基于李代数表示[3]的相机关键机位间

位置与姿态插值算法,可以得到光滑的相机运动轨迹,从而更加符合人们漫游场景时的观察习惯. 
数学上,李代数是一种代数结构,主要用于研究像李群和微分流形之类的几何对象,在计算机视觉、机器人

学[1]等领域都存在着广泛应用.在物体运动估计方面,有些研究人员使用李代数处理计算机视觉系统[4]和机器

人系统[5,6]中遇到的问题.如在文献[3]中,Lin 引入了变换序列的李代数表示,把变换群映射到向量空间,因此克

服了群结构的一些困难,使得基于向量空间的统计学习技术可以用来估计物体的运动.在文献[7]中,Corrochano
使用李代数表示群变换,通过估计李代数参数,运用系统识别的理论实现三维物体的运动估计;在机器视觉和生

物视觉方面,一个基础的问题是视觉不变性(visual invariance),即如何判定一个物体在经过平移、旋转、缩放后

仍然是同一个物体.在文献[8]中,Miao 描述了一个新的、无监督的方式来学习基于李群理论的不变性,李群方法

不同于传统的方法,通过牺牲转换信息来实现不变性,它明确了模型在图像变换中的效果;在物体检测和跟踪上

面,物体的运动模型也可以用李群李代数进行描述,如在文献[9]中,Tuzel 应用李群理论参数化物体的运动模型,
成功减少了不变性检测和跟踪中的一阶测地误差;在文献[10]中,Kwon 应用李群李代数进行运动模型分析,得
到更可靠的实验结果. 

本文提出的基于李代数表示[3]的相机外部参数插值算法,首先通过用户指定的两幅关键帧,确定起始相机

变换矩阵和终止相机变换矩阵,求出相机坐标系变换矩阵;然而把相机坐标系变换矩阵通过李代数表示从刚体

变换矩阵空间(流形空间)转换到参数空间(线性空间).在该参数空间进行线性插值,从而既能保持变换的均匀

性,又能够自动保持变换的刚体属性;最后将参数空间的插值结果逆变换回刚体变换矩阵空间,实现对相机关键

机位间变换矩阵的插值变换,并使得相机运动轨迹保持良好的自然属性. 

1   李代数表示 

我们首先对仿射变换进行分析,以便讨论李代数的表示方法.由于刚体变换是仿射变换的一种,因此更一般

性的仿射变换的一些性质,对于本文提出的相机刚体变换都是适用的. 

1.1   仿射变换矩阵的李代数 

三维(或者二维)空间内的仿射变换,可以表示为下面的形式: 
 x′=Ax+b (1) 
其中,A 和 b 是参数.将式(1)表示为齐次坐标的形式,可以得到
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所有符合公式(2)这种形式的矩阵构成一种代数结构,即李群(Lie Group).李群在计算机视觉方面已经存在

很多应用,比如在估计场景中目标的运动时,Lin 提出应用李代数表示的统计模型[3].通常,人们在对仿射变换应

用李代数时,会在变换上附加其他的硬约束.例如,保持体积的变换对应一个行列式的约束,det(T)=1,这类几何约

束是非线性的.李群和李代数有着非常丰富的理论体系,感兴趣的读者可以参考文献[11]获得更多的介绍. 
二维(三维)仿射变换矩阵的李代数表示是一个 3×3(4×4)的矩阵,并且矩阵的最后一排元素都是 0.假设 X 表

示仿射变换矩阵 T 的李代数表示,那么, 
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1.2   几何性质与约束 

李代数表示的优点之一是仿射变换子群可以映射到一个线性子空间.在二维仿射群和三维仿射群内,特定

的子群对应着特定的变换家族.这使得我们可以线性参数化它们.例如,对于三维空间内绕 X 轴旋转的仿射变换 
矩阵为 ( )xRT θ ,其李代数表示为 ( )xRX θ ,那么, 
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从上面的表示中可以很容易地看出,绕 X 轴旋转的仿射变换矩阵,其李代数表示形式是一个一维的参数子

空间.类似的,其它重要的仿射矩阵变换,如绕 Y 轴(Z 轴)的旋转、放缩、平移等,都对应李代数的一个子空间.这
种性质使得一系列仿射矩阵变换的几何约束变得具有线性特征.比如,上节中提到的保持体积的约束,因为两个

连续的体积保持的变换后,结果仍然是体积保持的,所以所有的体积保持的变换构成了仿射群的一个子群.相应

的,它们的李代数表示形成了一个子空间.这种约束可以简单的表达为如下的形式, 
 tr(X)=0⇔X11+X22+X33+X44=0 (6) 

在下面的讨论中,我们将看到,由于刚体变换矩阵是仿射变换矩阵的子群,因此在将刚体变换矩阵通过公式

(4)由刚体变换矩阵空间变至参数空间后,可以在参数空间进行加法运算;然后在参数空间进行线性插值;再对参

数空间的矩阵运用公式(3)转化到刚体变换矩阵空间,这种相机外部参数插值方法是可行的. 

2   基于李代数表示的相机外部参数插值算法 

在计算机图形学中,相机外部参数是在齐次坐标系下的刚体变换矩阵描述.在描述三维空间内的刚体变换

时,我们希望把它描述为一个具有时间连续性的过程.假设每隔一个很小的单位时间对相机进行一次刚体变换,
那么每个时刻的相机刚体变换矩阵可以表示为时间的函数 M(t),使得 

0 0 0 0(1) exp( ) ,..., ( ) exp( )tM T M X M M t T M tX M= ⋅ = = = . 

2.1   算法总体过程 

通过第 1 节的讨论,可知将三维空间的刚体变换矩阵通过李代数表示,变换到参数空间后,其逆变换存在.根
据这种性质,提出了基于李代数表示的相机外部参数插值算法,算法描述如下:首先通过用户指定的两幅关键

帧,确定起始相机变换矩阵 Ms 和终止相机变换矩阵 Mt,求出相机坐标系变换矩阵 T;然而根据公式(4)把相机坐

标系变换矩阵通过李代数表示(X)从刚体变换矩阵空间转换到参数空间.在该参数空间进行线性插值,从而既能

保持变换的均匀性,又能够自动保持变换的刚体属性;最后根据公式(3)将参数空间的插值结果逆变换回刚体变

换矩阵空间,实现对相机外部参数的插值,并使得相机运动轨迹保持良好的自然属性.得到一系列的插值变换矩

阵 T1,T2,…,Tk,最后,将插值变换矩阵应用于初始视点矩阵,进行视点插值,得到连续的插值视点. 
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2.2   算法细节 

2.2.1   计算相机刚体变换矩阵 T 
在进行相机外部参数插值之前,首先要获得起始相机变换矩阵Ms和终止相机变换矩阵Mt.由于这两个矩阵

是在图形渲染流水线中的相应状态,因此两者必然存在,并且必定存在一个变换 T,使得 
 Mt=T⋅Ms (7) 
其中,变换矩阵 T 包括旋转和平移两种变换的复合,因此这种变换是一种刚性变换. 
2.2.2   计算仿射变换矩阵 T 的李代数表示 X 

由公式(4),对变换矩阵 T 取对数,可以得到 T 的李代数表示 X.在运算过程中,这种对应是有限制的,即变换矩

阵中包含的旋转变换,其旋转角度不可以超过 90°.为了解决这个问题,首先对刚体变换矩阵 T 开方,得到相机变

换矩阵的一些“中间”位置,使得这些中间位置之间的旋转变换角度为小于 90°,从而使得公式(4)收敛. 
2.2.3   对李代数表示 X 的参数空间线性插值 

刚体变换矩阵 T 是平移和旋转变换的乘积复合,通过上一步骤的取对数运算,将平移和旋转的复合变为相

加.因此,在参数空间对 X 进行线性插值时,相当于对平移和旋转的平移量和旋转角度分别进行插值,并进行了复

合相加,这就是在参数空间进行插值的物理意义.下面给出平移、绕坐标轴旋转等基本仿射变换对应的李代数

表示形式. 
设三维空间的平移变换为 ( , , )T x y zT ,其相应的李代数表示为 ( , , )T x y zX ,那么, 
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设三维坐标系 XYZ 中,绕 X 轴旋转θx 角度的仿射变换为 ( )xRT θ ,其李代数表示为 ( )xRX θ ,那么, 
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设三维坐标系 XYZ 中,绕 Y 轴旋转θy 角度的仿射变换为 ( )yRT θ ,其李代数表示为 ( )yRX θ ,那么, 
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设三维坐标系 XYZ 中,绕 Z 轴旋转θz 角度的仿射变换为 ( )zRT θ ,其李代数表示为 ( )zRX θ ,那么, 
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2.2.4   根据公式(3)计算插值后的刚体变换矩阵,计算相机外部参数 
与直接对刚体变换矩阵进行线性插值不同,使用李代数参数化插值过程时,每个插值得到的变换矩阵仍然

是刚性变换矩阵,也就是说,插值序列的元素仍然在初始和终止矩阵的子群内.另外采用基于李代数表示的相机

外部参数插值算法,得到的相机运动轨迹是一条螺旋线,每两个相机插值之间的距离相等并且在流形上是最优

的轨迹[1]. 
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3   实验结果 

为了检验算法的正确性,我们先在 3ds Max中取得两幅关键帧,运用第 2节的插值算法对关键帧的相机刚体

变换矩阵进行基于李代数表示的插值.实验使用的模型是一个天文观测站模型和一个济南奥体中心模型,算法

运行在 Intel® Core™2 Duo CPU E7400 @ 2.8GHz 2GB 内存的电脑上. 
首先我们对比相机刚体变换矩阵的线性插值、基于四元数插值以及基于李代数的插值结果.我们在处理矩

阵运算时,使用 Matlab 对相机进行了模拟:将每一个相机看成一个正方体,选取正方体的一个面为底片,在绘制

时用粗线条表示,其他面绘制时用细线条表示;正方体的中心为相机位置,正方体从粗线条表示面中心到与粗线

条表示面相对的面的中心连线为相机的朝向.其实验结果如图 1 所示. 

 

 (a) 线性插值 (b) 基于四元数插值 (c) 基于李代数插值 

Fig.1  Comparison of three interpolation methods 
图 1  3 种插值方式比较 

从图 1 我们可以看出,基于李代数表示的插值结果(图 c)相比其他两种结果的相机运动轨迹都更加光滑,更
加符合人们漫游场景时的观察习惯.对于一般的线性插值,我们直接在刚体变换矩阵空间进行线性插值,采用的 

公式为: 0 0( ) ( )M t M t T I M= + − ,结果如图 1(a)所示,从图中我们可以看出相机在靠近中间的位置上,相机的大小 
发生了变化,这是由于直接对刚体变换矩阵进行线性插值并不能保证变换的刚体属性,因此实际中这种方式不

能直接用于相机的外部参数插值.对于传统的基于四元数插值的相机外部参数,我们先求出相机的位置以及朝

向,然后对位置进行线性插值,对朝向进行四元数插值,结果如图 1(b)所示. 
其次,我们给出相机外部参数在不同李代数情形下的插值结果图,我们选取其中比较有代表性的 9 种在

Matlab 下进行插值模拟,其他插值结果跟这 9 种的结果类似,实验结果如图 2 所示.这 9 中结果分别为:(a) 相机

位置朝 X 轴方向平移 50 单位;(b) 相机姿态绕 X 轴旋转 90 度,同时位置朝 X 轴方向平移 50 单位;(c) 相机姿态

绕 X 轴旋转 90 度,同时位置朝 Y 轴方向平移 50 单位;(d) 相机姿态绕 Z 轴旋转 90 度;(e) 相机位置朝 XZ 轴方

向各平移 50 单位;(f) 相机位置朝 XYZ 轴方向各平移 50 单位;(g) 相机姿态绕 Z 轴旋转 90 度,同时位置朝 YZ
轴方向平移 50 单位;(h) 相机姿态绕 Z 轴旋转 90 度,同时位置朝 XY 轴方向平移 50 单位;(i) 相机姿态绕 Z 轴

旋转 180 度,同时位置朝 XYZ 轴方向平移 50 单位. 
最后我们给出天文台模型以及济南奥体中心模型的李代数插值结果以及相应的渲染结果. 
(1) 天文台模型实验 
基于李代数表示的天文台相机外部参数插值,这里我们选择插值结果的 20 个相机位置作为展示,其结果如

图 3 所示.插值过程中起始相机和终止相机对应的两幅关键帧如图 4 所示. 

图 4 中两幅关键帧的相机方向是相对的,即初始相机穿越模型做平移变换并做了 180°旋转.因此,为了使公

式(4)收敛,我们对相机刚体变换矩阵开方,取中间位置,得到图 5 的 3 个关键位置: 
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Fig.2  Results of different interpolation methods of Lie algebra 

图 2  不同情况下的李代数插值结果 

     

 (a) Matlab 结果 (b) 3ds Max 结果 

Fig.3  The result of interpolation based on Lie algebra 
图 3  基于李代数表示的天文台插值结果 

 

       

 (a) 起始相机下的帧图像 (b) 结束相机下的帧图像 

Fig.4  Two key frames selected by the user 
图 4  用户选取的两幅关键帧 
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 (a) 起始相机下的帧图像 (b) 中间相机下的帧图像 (c) 结束相机下的帧图像 

Fig.5  Get the mid-point view by the two key frames 
图 5  根据用户选取的关键帧得到一个中间位置 

在插值过程中,由于相机旋转角度不大于 90°,因此可以根据公式(4)将由图 5(a)到图 5(b)和由图 5(b)到图

5(c)的刚体变换矩阵分别转化到李代数空间进行插值. 
从起始帧对应的相机到结束帧对应的相机,我们在李代数表示的参数空间内插值 400 次,下面我们选取其

中的 16 个相机观测下的图像,如图 6 所示. 

 

Fig.6  16 frames generated by Lie algebra based camera extrinsic parameters interpolation 
图 6  基于李代数表示的相机外部参数插值得到的 16 个相机下的帧图像 

(2) 济南奥体中心模型实验 
基于李代数表示的济南奥体中心相机外部参数插值,这里我们选择插值结果的 20 个相机位置作为展示,其

结果如图 7 所示.插值过程中起始相机和终止相机对应的两幅关键帧如图 8 所示. 
从起始帧对应的相机到结束帧对应的相机,我们在李代数表示的参数空间内插值 200 次,下面我们选取其

中的 16 个相机观测下的图像,如图 9 所示. 
从以上两个实验结果可以看出,基于李代数表示的相机外部参数插值算法得到的相机运动轨迹,与直接对

相机位置和相机朝向进行插值得到的结果要更加平滑,并且更加符合人们观察场景的习惯. 
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 (a) Matlab 结果 (b) 3ds Max 结果 

Fig.7  The result of Jinan Olympic Center interpolation based on Lie algebra 
图 7  基于李代数表示的济南奥体中心插值结果 

 

        

 (a) 起始相机下的帧图像 (b) 结束相机下的帧图像 

Fig.8  Two key frames selected by the user 
图 8  用户选取的两幅关键帧 

 
Fig.9  16 frames generated by Lie algebra based camera extrinsic parameters interpolation 

图 9  基于李代数表示的相机外部参数插值得到的 16 个相机下的帧图像 
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4   结  论 

本文提出了一种基于李代数表示的相机关键机位

间位置与姿态插值算法,把相机坐标系变换矩阵通过李

代数表示从刚体变换矩阵空间(流形空间)转换到参数空

间(线性空间),在该参数空间进行线性插值,既能保持变

换的均匀性,又能够自动保持变换的刚体属性;将参数空

间的插值结果逆变换回刚体变换矩阵空间,实现对相机

关键机位间变换矩阵的插值变换,并使得相机运动轨迹

保持良好的自然属性. 
与简单的在刚体变换矩阵空间进行线性插值、基于

四元数的插值相比,我们的算法得到的插值结果更加自

然,更加符合人们漫游场景时的观察习惯. 
本文的算法只考虑了给定两幅关键帧情况下的双视

点插值,并没有考虑多幅关键帧时的视点插值.由于多幅

关键帧插值时,存在着轨迹不光滑现象(如图 10 所示),因
此如何通过多幅关键帧确定的多相机(大于等于 3)外部参数插值,得到符合人们漫游习惯、光滑的视点序列,是
我们以后将要关注的工作. 
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Fig.10  Interpolation result of three viewpoints 
based on Lie algebra 

图 10  3 个视点时基于李代数表示的视点插值 


