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摘　要: 机器学习与自动推理的融合是当前人工智能研究的新趋势. 约束满足问题是人工智能研究的经典问题, 现

实世界中大量的调度、规划和配置等问题均可以建模为约束满足问题, 高效的求解算法一直是研究热点. 近年来

涌现出众多将机器学习应用于约束满足问题求解的新方法, 这些基于“学习-推理”的新方法为约束满足问题求解开

辟了新方向并展示出巨大发展潜力, 方法的突出优点是适应性强、可在线优化并具有更强的可扩展性. 将当前的

“学习-推理”方法分为基于消息传递神经网络、基于序列到序列和基于最优化等 3类进行综述, 详细分析各类方法

的特点和在不同的问题集上求解效果, 尤其对每类方法所涵盖的相关工作进行多角度的对比分析. 最后, 对基于

“学习-推理”的约束求解方法进行总结和展望.
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Abstract:  The  integration  of  machine  learning  and  automatic  reasoning  is  a  new  trend  in  artificial  intelligence.  Constraint  satisfaction  is  a
classic  problem  in  artificial  intelligence.  A  large  number  of  scheduling,  planning,  and  configuration  problems  in  the  real  world  can  be
modeled  as  constraint  satisfaction  problems,  and  efficient  solving  algorithms  have  always  been  a  research  hotspot.  In  recent  years,  many
new  methods  of  applying  machine  learning  to  solve  constraint  satisfaction  problems  have  emerged.  These  methods  based  on  “learn  to
reason”  open  up  new  directions  for  solving  constraint  satisfaction  problems  and  show  great  development  potential.  They  are  featured  by
better  adaptability,  strong  scalability,  and  online  optimization.  This  study  divides  the  current  “learn  to  reason”  methods  into  three  categories
including  message-passing  neural  network-based,  sequence-to-sequence-based,  and  optimization-based  methods.  Additionally,  the
characteristics  of  various  methods  and  their  solution  effects  on  different  problem  sets  are  analyzed  in  detail.  In  particular,  a  comparative
analysis  is  conducted  on  relevant  work  involved  in  each  type  of  method  from  multiple  perspectives.  Finally,  the  constraint  solving  method
based on “learn to reason” is summarized and prospected.
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 1   引　言

约束满足问题 (constraint satisfaction problems, CSPs)[1]是人工智能领域研究的热点问题, 现实世界中大量时间

表问题 [2]、资源分配问题 [3]和车辆路径规划问题 [4,5]等都可建模为约束满足问题. 一个约束满足问题包括一组给定

论域的变量集合和变量间的约束集合, 约束求解的目标是找到一组满足所有约束的变量的赋值, 即问题的解. 经典

的约束满足问题求解算法是回溯搜索结合约束传播的算法 [6], 回溯搜索算法执行深度优先搜索, 尝试通过迭代地

选择变量并融合约束传播和变量值选择启发式来找到一个解. 近年来, 局部搜索算法 [7]因适合规模较大的问题且

求解效率高, 被广泛应用于求解约束满足问题.
然而, 这些具有鲜明“推理”特色的求解方法在实际应用中往往会受到限制, 如求解时间受限、启发式策略需

要手动设置, 另外启发式的参数设置需要大量领域知识, 无形中增加了时间开销 [8,9]. 随着约束满足问题在航空、

航天、交通等领域的重要性日益凸显, 大规模约束满足问题的高效求解算法变得至关重要. 同时, 学习和推理一直

是人工智能中的核心研究内容, 学术界普遍认为: 两者的结合将是未来人工智能发展的新趋势, 著名人工智能学者

周志华教授在首届 2020年国际学习与推理联合大会 (IJCLR)上从机器学习的角度做了“利用无标签数据: 从‘纯学

习’到‘学习 + 推理’”的主旨演讲, 也强调了学习和推理融合研究的重要性 [10−12]. 近年来, 在约束满足问题求解算法

研究领域涌现出许多基于“学习-推理”[13,14]的方法, 主要包含机器学习的技术和方法, 尤其是借助深度学习、强化

学习和最优化的新方法 [15,16], 为提升约束满足问题求解效率开拓了新思路. “学习-推理”模型是将“学习”作为推理

过程的一个重要组成部分, 学习和推理从多个角度融合在一起, 以提升约束求解的效率. 求解约束满足问题的挑战

之一是难以抓住具体领域问题的特征, 因为这需要专家经验和领域知识, 这在现实中是很难做到的, 而基于“学习-
推理”的约束求解方法的基本原理是学习推理过程中的知识并利用这些知识进行推理.

本文第 2节介绍约束满足问题和经典的求解方法, 并对学习-推理模型进行概述. 第 3节对当前主流的基于消

息传递神经网络的约束求解方法进行综述, 并分析和对比各种方法的优缺点. 第 4节阐述基于序列到序列的约束

求解方法, 并对不同方法的求解性能进行比较和分析. 第 5节总结几种基于最优化思想的约束求解方法. 第 6节对

本文进行总结和展望.

 2   背景知识

本节主要介绍约束满足问题的基本概念和经典的求解方法, 并对“学习-推理”模型的主要思想进行总结分析.

 2.1   约束满足问题

P = ⟨X,D,C⟩约束满足问题 [1] 定义为一个三元组   :
X = {x1, x2, . . . , xn}
D = {D1,D2, . . . ,Dn}
C = {c1,c2, . . . ,cm}

,

n i xi Di m

c j ∈C c j =
⟨
t j,R j

⟩
, t j k R j k

其中, X 表示   个变量的集合,    是变量的索引, D 表示每个变量   的值域集合,    不能为空集, C 表示   个约束的

集合, 每个约束   都是一个变量对   是 X 的子集, 包含   个变量,    是   个变量间应满足的约束关

系. 以下是 3类典型的约束满足 (优化)问题.
(1) 图着色问题 (graph coloring problem, GCP)[17]给定 k 种颜色, 约束条件是图中任意相邻的 2个顶点涂不同

颜色, 求解满足约束下的顶点着色方案.
(2) 布尔可满足性问题 (Boolean satisfiability problem, SAT)[18]基本形式是一个表示为合取范式形式的布尔公

式, 判断是否存在变量的一组赋值使布尔公式为真. 如果存在, 则称该布尔公式是可满足的, 并求解出可满足的一

组或多组赋值, 否则称该公式是不可满足的.
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(3) 旅行商问题 (traveling saleman problem, TSP)[19,20]是一个典型的约束优化问题. 给定若干城市, 由某一个城

市出发, 将所有城市都访问一遍并且最终返回起点, 求解满足上述条件且距离最短的一条路径.

 2.2   求解方法

经典的约束满足问题求解方法包括系统化搜索方法, 如遍历部分解空间的回溯方法; 相容性检查技术, 如节点

和弧相容技术 [21]; 局部搜索方法, 如探测完全赋值空间的爬山法和遗传算法等 [1,22]. 本节将主要介绍回溯搜索方法、

相容性检查技术和局部搜索方法.
回溯算法是对动态构造的搜索树进行深度优先遍历, 它的思想是通过不断为变量选择一个与当前部分解相容

的值来增量地将部分解扩展到完全解, 首先根据某种变量排序启发式选择未被实例化的变量将其实例化, 当与某

条约束相关的变量都被实例化时, 立即检查该约束的相容性. 如果当前部分解违反了任何一条约束, 则回溯到上一

个变量, 为其选择其他赋值, 重复该过程直至所有变量都被赋值, 即找到问题的一个解.
相容性技术的核心思想是过滤掉不可能成为解的取值, 从而减少变量的值域. 相容性算法又称约束传播算法,

主要包括节点相容、弧相容、边界相容和路径相容算法. 相容性检查技术是以约束传播 [23]的方式实现的, 约束传

播控制着相容性检查程度和检查顺序. 约束传播是执行某种形式的局部相容性的方法. 一般情况下, 对于通用约束

求解算法, 相容性技术是普遍适用的, 因此对弧相容检查等约束传播技术的研究一直是领域的热点问题.
局部搜索方法是一种不完备的求解算法, 即在问题有解的情况下, 也不能保证求解出问题的解. 它的思想是为

问题初始化一个完全的变量赋值, 通过在不断地迭代中, 更改部分变量的取值, 从而增加当前变量赋值所能满足的

约束数量 [24].
经过多年发展, 经典方法在约束满足问题的求解中都表现优异. 例如著名的 TSP求解器 Concorde[25]利用分支

定界法求解 TSP 问题, 得到了全局最优解. 当前研究致力于让模型自动学习约束满足问题的特征和约束, 并根据

约束对问题进行推理求解.

 2.3   “学习-推理”模型

学习和推理一直是人工智能领域中两个重要的概念, 两者的结合是人工智能发展的现实选择和发展趋势, 研
究空间巨大, 为约束求解方法提出了新的思路. “学习”体现在从解决方案中提取约束和偏好, “推理”体现在从学习

到的约束和偏好中求出全局最优解, 二者相辅相成, 互为补充. 当前, “学习-推理”方法的研究主要表现为以下 3种
类型 (具体模型如图 1所示).
  

CSP/SAT/TSP

Solution

强化学习

Seq2Seq
SAT-Net

CFN

ERM

推理推理推理

MPNN 局部搜索

回溯搜索 数
学
优
化

学习学习 学习

…

图 1　基于“学习-推理”的约束求解算法模型
 

(1) 采用二分图模型对约束满足问题进行建模并用消息传递神经网络学习图节点信息 [26]. 这种模式既可以实

现端到端的求解, 也可以结合经典算法, 采用强化学习方法学习搜索启发式.
(2) 将约束满足问题看作一个序列的输入到另一个序列的输出, 序列的输入对应问题的学习与建模, 序列的输

出对应问题推理与预测. 此外, 基于策略和基于价值的 Actor-Critic思想很好地解决了数据集的标签获取困难问题.
(3) 采用最优化模型对约束满足问题建模和求解, 包括半正定规划方法、凸优化方法和经验风险最小化方法.
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 3   基于消息传递神经网络的约束求解方法

消息传递神经网络 (message passing neural network, MPNN)是一个基于无向图的机器学习框架 [27], 其前向传

递包括两个阶段: 消息传递阶段和读出阶段. 消息传递会进行多次迭代, 每次迭代过程定义如下.
mt+1

v =
∑

w∈N(v)

Mt
(
ht

v,h
t
w,evw

)
ht+1

v = Ut

(
ht

v,m
t+1
v

) ,

Mt Ut Mt

hv N(v) v evw v w

其中,    是顶点接受消息函数,    是顶点更新函数, 每一次迭代, 图中的每个顶点都根据其接受消息函数   来更

新自己的隐藏状态   .    表示图 G 中顶点   的邻居顶点的集合,    表示顶点   和顶点   之间的边的特征.
读出阶段定义为:

ŷ = R
({

hT
v | v ∈G

})
.

Mt Ut利用读出函数 R, 在读出阶段计算出从图中学习到的一个特征向量. 接受消息函数   、更新函数   和读出函

数 R 都是被学习的可微函数.
目前约束求解领域的重要研究方向是将约束满足问题表示为图, 利用消息传递神经网络进行求解. 表 1为现

有基于消息传递神经网络的约束求解方法的总结.
 
 

表 1    基于MPNN算法模型、求解问题、测试数据及效果分析 
序号 文献 基本思想 求解问题 测试数据集 效果分析

1
Selsam等人[13]

(2019) MPNN SAT
随机生成的平均40个变量、200个
子句的SAT问题

实现85%的预测准确率.  与传统的高效

求解器相比有一定差距,  但能求解规模

更大、更难的问题

2
Liu等人[28]

(2020) MPNN PB
随机生成的0-1背包问题和、WIS
问题、少于40个变量的SAT问题

预测准确率优于Selsam等人[13]提出的模

型, 求解时间比CPLEX低10%

3
Lemos等人[29]

(2019) MPNN GCP 节点数在40和60之间的GCP问题
预测准确率优于Selsam等人[13]提出的

模型

4
Cameron等人[30]

(2020) MPNN SAT 随机3-SAT 预测可满足性和赋值能实现75%–82%
的准确率

5
Tönshoff等人[31]

(2021) MPNN MAXCSP
MAX-2-SAT、MAX-CUT、
3-COLOR、MAX-IS

在MAX-2 - SAT、MAX-CUT和 3 -
COLOR问题上, 求解效果均优于部分传

统的求解方法; 在MAX-IS问题上, 实现

了和ReduMIS类似的效果,  明显优于贪

婪启发式方法,  而在大规模问题上,  效
果和ReduMIS有一定差距

6
Amizadeh等人[32]

(2019) MPNN SAT
随机4-SAT问题  (每个问题有100
个变量)

实现无监督训练, 而Selsam等人[13]提出

的模型在无监督训练集上的求解率为0;
与Glucose相比,  求解率相近,  但求解时

间远慢于Glucose

7
Abboud等人[33]

(2020) MPNN #DNF 随机#DNF问题
与传统求解器KML相比,  求解速度更

快, 求解率更高

8
Jaszczur等人[34]

(2019)

MPNN+CD
CL(DPLL)+
Attention

SAT
随机SAT问题,  变量数在10–100
之间

学习到的启发式求解效果优于DLIS启
发式, 劣于JW-OS启发式

9
Yolcu等人[35]

(2019)
MPNN+SLS

+RL SAT
随机3-SAT、k-clique、k-cover、
k-coloring、k-domset

训练数据与测试数据相同时,  求解率优

于WalkSAT; 训练数据与测试数据不同

时, 求解率劣于WalkSAT

10
Kurin等人[36]

(2020)
MPNN+CD
CL+DQN SAT 随机3-SAT 学习到的启发式比VSIDS启发式求解迭

代次数更少; 泛化能力更强

11
Wen等人[37]

(2020)
MPNN+回溯

搜索+DDQN CSP 随机CSP (变量数在15–40之间)
求解过程中的搜索节点数和搜索失败

次数绝少于传统启发式MinDom、Dom/
Ddeg和Impact, 但求解时间明显更长
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 3.1   基于消息传递神经网络的约束求解方法

NeuroSAT[13]是典型的使用消息传递神经网络求解约束满足问题的方法, 其求解方法是端到端的, 即输入一个

问题实例, 能通过预训练的模型直接输出结果, 而传统求解方法需要不断搜索得到问题的解. 相比于传统方法, 端
到端的求解方法泛化能力更强, 也为约束求解研究提供了一个崭新的方向.

如图 2所示, NeuroSAT的核心思想是用二分图表示布尔可满足性问题, 在表示文字的顶点和表示子句的顶点

间进行消息传递, 从而得到整个图的特征向量, 基于该特征向量判断问题的可满足性. NeuroSAT通过以下方式将

SAT编码为一个无向图.
  

¬

¬

MLP

MLP

MLP

MLP

LSTM

x
1

x
2

c
1

c
2

x
2

x
1

LSTM

LSTM

LSTM

图 2　消息传递神经网络
 

xi ¬xi

C j xi C j xi

每个文字表示一个顶点, 每个子句表示一个顶点, 文字顶点和子句顶点是两类不同的顶点. 文字   和   之间

存在一条边, 如果子句   中包含文字   , 则   和   之间也存在一条边.
在 2017 年, Bünz 等人 [38]就提出了这种表示方法, 但并未与消息传递方法结合. 为了使用图神经网络预测

SAT问题的可满足性, 他们采用了简单的变量-变量图表示法, 该方法预测准确率值达到 70%左右. NeuroSAT通

过二分图边上的消息传递, 迭代地更新每个顶点的特征向量. 每次迭代包括两个阶段, 首先, 每个子句顶点接受其

邻接文字顶点的消息, 然后更新自己的特征向量. 接下来, 每个文字顶点接受其邻接子句顶点和互补文字顶点的消

息, 然后更新自己的特征向量.
每次迭代包括 2次更新: 

(
C(t+1),C(t+1)

h

)
←Cu

([
C(t)

h ,M
⊤Lmsg

(
L(t)
)])(

L(t+1),L(t+1)
h

)
← Lu

([
L(t)

h ,Flip
(
L(t)
)
,MCmsg

(
C(t+1)

)]) .
模型的参数如下.

Linit Cinit(1)初始特征向量:    、   .
Lmsg Cmsg Lvote(2)多层感知机 (multilayer perceptron, MLP):    、   、   .

Lu Cu(3)长短期记忆神经网络 (long short term memory, LSTM):     、   .
L(t) 2n×d i li C(t) m×d j C j

Lu Cu L(t)
h 2n×d Lu C(t)

h m×d Cu

li ∈ c j Mi j = 1 Flip

   是一个   维的矩阵, 第   行是文字   的特征向量,    是一个   维的矩阵, 第   行是子句   的特征向

量.    和   是长短期记忆神经网络 [39],    是   维的向量, 表示   的隐藏状态,    是   维的向量, 表示 

的隐藏状态. M 是邻接矩阵, 如果   , 则   .    将矩阵 M 中的每一行都替换成其互补文字的特征向量,
从而使互补文字之间进行消息传递. 在 T 次迭代之后, 计算文字的平均投票结果作为最终判断结果. 在预训练的过

程中, 模型通过交叉熵损失函数不断学习参数.
该模型用图表示一个 SAT问题, 通过消息传递神经网络计算顶点特征, 模型只需要一个二分邻接矩阵作为输

入, 学习参数的过程与 SAT问题规模的大小无关, 因此, 基于消息传递神经网络的方法理论上可用于求解各种规

模的问题.
自将MPNN应用于 SAT求解方法被提出之后, 多个基于MPNN的约束满足问题求解方法被相继提出, 已在

伪布尔、图着色和旅行商等问题上取得了较好的效果.
在 NeuroSAT模型被提出之后, Liu等人 [28]在 2020年采用二分图表示伪布尔问题, 利用MPNN学习顶点的特

征表示. 他们将伪布尔问题 (pseudo Boolean, PB)正则化表示, 从而使约束只与子句、文字和文字系数相关, 在二

分图表示法的基础上, 他们引入边的权重来表示变量的系数. 同 NeuroSAT一样, 该方法类似于二分类, 只能判断
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问题的可满足性, 不能为可满足问题求解出变量的赋值. 工作在 0-1背包问题和加权独立数据集上进行实验, 结果

表明对于变量个数小于 40的 0-1背包问题和加权独立集问题, 模型的测试准确率均能达到 85%以上.
Lemos等人 [29]提出了针对图着色问题的消息传递方法, 作者将每一种颜色作为一个顶点, 添加到图中, 每一个

颜色顶点和所有城市顶点间都有一条边. 每一次迭代都在颜色顶点和城市顶点间进行消息传递, 该模型在随机问

题上实现了较高的预测准确率, 并在图分配问题上取得了比 NeuroSAT[13] 、Tabucol[40]和贪婪算法更好的效果.
2020年, Cameron等人 [30]将 NeuroSAT进行了扩展, 使得模型能够联合预测可满足性和解的赋值, 具体方法

是在聚合操作过程中添加一个MLP, 将文字的向量表示映射成每个变量的赋值, 并优化组合损失函数. 实验采用

随机 3-SAT数据集, 实现了 75%–82%的准确率.
2021年 Tönshoff等人 [31]将消息传递方法拓展到MAXCSP的求解中. 其核心思想是实现变量的短期状态和长

期状态间的消息传递, 从而预测每个变量取值的概率. 不同于前面的端到端方法, 该方法不仅判断问题是否可满足,
还能求解出变量的赋值. 此外, 作者提出了用于无监督训练的损失函数, 在大于 100个变量的MAX-2-SAT问题上,
取得了比传统算法 Loandra[41]和WalkSAT[42,43]更好的效果, 但在MAX-CUT上, 求解效果仍劣于极值优化方法 [44] .

Amizadeh等人 [32]提出了求解 SAT和 CSP的通用框架, 并利用能量损失函数实现了无监督训练. 该框架的求

解步骤包含 3个部分: 传播、抽取和预测. 在传播和抽取阶段, 使用传播消息和抽取消息进行信息传递, 消息传递

仍然使用循环神经网络. 在预测阶段预测每个变量的赋值, 直到所有变量的赋值是可满足的. 文献在 4-SAT 问题

上进行了实验, 比较了求解率和求解时间, 其求解性能优于传统的概率推理方法 [45]和 NeuroSAT方法. 但在求解时

间和大规模问题的求解率上, 仍劣于传统的 SAT求解器 Glucose[46] .
2020年, Abboud等人 [33]将消息传递神经网络应用到#DNF问题的求解中. 他们将#DNF问题表示为具有 3类

节点的图, 3类节点分别为文字节点 (包含正文字节点和负文字节点)、合取节点和析取节点. 在每次消息传递中,
除了文字节点和合取节点间的消息传递, 还进行合取节点和析取节点间的消息传递. 最终将析取节点输入多层感

知机, 得到预测高斯分布的平均值和标准差. 论文将该方法与高效的传统方法 KML进行对比, 证明该方法具有更

高的求解率和更快的求解速度.

 3.2   与传统算法相结合的约束求解方法

端到端的约束求解方法将约束满足问题看作一个二分类问题, 虽然能够直接得到问题的解, 但不具有可解释

性. 回溯搜索算法和局部搜索算法是求解约束满足问题的经典算法, 其本质都是使用人工启发式引导搜索方向, 启
发式的设计是影响求解效果的关键因素 [47,48]. 目前深度学习已经取得了一系列举世瞩目的成就, 尤其在以计算机

视觉 [49]为代表的人工智能领域 [50]中发挥了巨大的作用. 深度学习将人工智能研究从知识驱动转变为数据驱动, 当
下人工智能的发展趋势是将知识驱动和数据驱动结合 [51]. 近年来研究人员开始尝试利用机器学习方法来设计传

统算法启发式. 自 Selsam等人 [13]提出将消息传递神经网络应用到约束满足问题求解后, 这种将消息传递神经网络

融入经典约束求解算法研究成为一个具有巨大潜力的研究方向.
Jaszczur等人 [34]提出将消息传递神经网络应用到回溯搜索算法 (DPLL和 CDCL)的选择变量阶段, 替代人工

设计启发式. 该模型采用和 NeuroSAT相同的图结构表示, 每一次消息传递包含 3个步骤: 顶点生成消息、顶点聚

合消息和顶点更新特征, 在顶点聚合消息阶段, Jaszczur等人引入了修改的 Attention机制 [52], 能筛选需要接受的消

息. 论文在随机 SAT 实例上进行测试, 在小规模实例上, 这种神经启发式求解率仍低于人工启发式 JW-OS[48], 但
在 SR(90)和 SR(100)的大规模实例上, 神经启发式的求解率更高. Yolcu等人 [35]在随机局部搜索算法 (stochastic
local search, SLS) 中引入了基于消息传递神经网络的神经启发式, 与传统的局部搜索算法相似, 先随机构造一个

解, 通过局部搜索算法不断寻找一个可行解. 作者仍然采用消息传递神经网络学习变量选择启发式, 此外, 将变量

选择看作马尔可夫决策过程 (Markov decision process, MDP), 利用强化学习训练神经网络的参数 [53] (如图 3所示).
与使用人工启发式的WalkSAT[42]相比, 其求解步数更少, 但求解时间却更长.

早在 2001年, Lagoudakis等人 [54]就将强化学习应用到回溯搜索算法中, 但该方法旨在从多个人工启发式中选

择性能最好的, 不能实现完全学习启发式. 此外, Liang 等人 [55]也提出过将变量分支启发式看作多臂老虎机问题.
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受 Yolcu等人的启发, Kurin等人 [36] 提出了融合消息传递神经网络和强化学习的 SAT问题求解模型, 旨在学习传

统的 CDCL分支启发式算法 [56,57]. 该模型使用与 NeuroSAT相同的 SAT问题表示方法, 将神经网络作为函数近似

器来提供对“状态-动作”空间的支持, 并使用基于 DQN (deep Q-networks)[58]的强化学习方法进行训练. 他们证明该

模型能使 SAT问题的求解次数减少 1/3至 1/2, 优于最常用的 CDCL分支启发式 VSIDS[59], 并可以泛化到比训练

变量多 5倍的问题上.
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图 3　SLS的强化学习训练过程
 

Wen 等人 [37]设计了一种基于消息传递神经网络的约束满足问题表示方法, 能够很好地表示变量和约束间的

关系. 他们将回溯搜索算法中变量排序启发式建模为马尔可夫决策过程, 其优化策略是在每个决策点选择使搜索

代价最小的变量, 并使用 DDQN[60]强化学习方法训练图消息传递神经网络. 该模型能够从已求解的 CSP 实例中

学习到解的分配 ,  从而实现无监督的训练 .  在随机 CSP 实例上的实验结果表明 ,  与传统的手工启发式策略

MinDom[61]、Dom/Ddeg[62]和 Impact[63]相比, 其学习到的启发式策略能够更好地实现搜索树最小化, 并能有效地推

广到比训练实例更大的实例中. 然而, 由于神经网络推理消耗过多时间, 该模型的求解时间远大于传统启发式

算法.

 4   基于序列到序列的约束求解方法

序列到序列 (sequence to sequence, Seq2Seq)模型 [64] 是一类特殊的递归神经网络体系结构, 通常用于求解复杂

语言问题, 如机器翻译、问答、创建聊天机器人、文本摘要等. 近年来人们开始将 Seq2Seq模型应用到约束满足

问题中, 2015年 Vinyals等人 [65]提出的 Pointer Network模型很好地解决了 Seq2Seq问题中输入与输出不一致问

题. Bello等人 [14]在 Pointer Network的基础上进行改进, 利用强化学习解决了约束满足问题标签获取困难的瓶颈

问题. 此后又有多项对 Pointer Network的改进研究, 如采用 Attention机制 [66]和分层强化学习等. 本文通过后文表 2

对现阶段基于 Seq2Seq算法模型求解约束满足问题进行总结与分析.

 4.1   基于 Pointer Network 的约束求解方法

Rd对于约束满足问题输入结构的处理, 我们通常使用一种将输入数据转化为高维空间向量   的结构——编码

器 (encoder). 编码器的不同取决于输入数据的类型, 往年使用最多的编码器是由循环神经网络 (recurrent neural

network, RNN)构成的, 近年开始使用 Transformer机制对 RNN进行替换, 然后将输入序列编码成一个向量传入解
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码器 (decoder) 中. RNN 由输入层、隐藏层、输出层组成, 隐藏层将序列的当前元素和前一个元素的输出作为输

入, 并输出一个传递给序列下一个元素的向量. 例如, 在旅行商问题 (traveling salesman problem, TSP) 中, 可将

RNN应用到当前城市和上一个城市的输出来编码 TSP[67]的城市序列. 我们可将解码器看作编码的逆过程, 在这个

阶段, 我们根据编码器传入的向量和生成的一个输出序列来预测下一个输出的序列. 约束满足问题应用到 Encoder-
Decoder框架中, 也是将问题转化为序列的输入到序列的输出的问题, 即 Seq2Seq模型.
 
 

表 2    基于 Seq2Seq算法模型、求解问题、测试数据以及效果分析 
序号 作者 基本思想 求解问题 测试数据集 效果分析

1
Vinyals等人[65]

(2015) Pointer Network TSP
Convex Hull

节点为5–50的TSP问题

在节点数为5–20的数据集中训练, 可
以泛化到更大规模的问题中; 当节点

数小于等于25时, 求解效果接近最优

解; 当节点数超出25时表现较差

2
Bello等人[14]

(2017) Ptr-Net+RL TSP
0-1背包

随机生成1  000个节点20、
50、100的图和200物品

的背包问题

在节点为50的TSP问题上超越了

Vinyals等人[65]的监督式训练;  在节

点为100的TSP问题和200物品的背

包问题上接近最优解

3
Nazari等人[68]

(2018) Ptr-Net改进+RL VRP 节点为10–100的VRP问题

在VRP问题中的求解效果优于传统

Clarke-Wright和Sweep启发式,  接近

Google的Or-tools

4
Deudon等人[69]

(2018)
Transformer改进Ptr-
Net+RL+2-opt TSP

随机生成节点为20–100
的TSP问题

在节点为20–100的TSP上,  求解质量

优于Bello等人[14]提出的模型

5
Kool等人[70]

(2019)
Transformer改进解

码层
TSP

随机生成节点为20–100
的TSP问题

在TSP问题上均优于之前的模型,  且
求解质量接近最优 T S P求解器

Concorde

6
Ma等人[71]

(2019) PGN+HRL TSP
TSPTW

节点为20–1  000的TSP问
题和节点为20的TSPTW
问题

在节点为20–50的TSP问题上, 求解质

量接近Kool; 在节点为20–100的TSP
问题中训练,  可泛化到节点为250–
1 000的TSP问题中

7
Wu等人[72]

(2021) RL学习启发式
TSP
CVRP

节点为20–1  000的TSP问
题和CVRP问题

在节点为20的TSP问题中能求得最优

解;  在节点为50–100的TSP问题中与

最优TSP求解器只有0.2%和1.42%的

差距.
 

2015年 Vinyals等人 [65] 提出了改进的指针网络 (pointer network, Ptr-net), 该网络将 Seq2Seq模型和 Attention
机制结合. 该神经网络结构使用链式法则将旅行路线的概率分解, Seq2Seq模型使用学习参数为 θ 的 RNN来计算

链式规则的每一项, 即条件概率:

p
(
Cp|P;θ

)
=

m(p)∏
i=1

pθ(Ci|C1, . . . ,Cn;θ),

P = {P1, . . . ,Pn} n Cp = {C1, . . . ,Cn} m (p)

e j di

i−1

i

其中,    是   个向量的序列,    是索引   的序列. 如果我们输入的序列非常长, 那么

网络的性能会大幅下降, 因为处理过长的序列时, 会容易忽略较前和较后的序列信息, Attention机制很好地解决了

该问题. 结合 Attention 机制的指针网络的工作原理为: (1) 将编码器的隐藏状态   和解码器的隐藏状态   传入

tanh函数中, 以求得编码器和解码器的序列 embedding的相似性; (2)通过 Softmax 函数归一化; (3)将前   个输

出的序列向量和权重和作为条件概率, 来生成第   个输出的序列节点. 不同于 Attention机制将输入信息通过解码

器整合成 context vector, 指针网络是将 Attention 转化为一个指针 (pointer), 来选择原来输入序列中对它影响最大

的元素.

ui
j = vT tanh

(
w1e j +w2di

)
j ∈ (1, . . . ,n) ,

p
(
Ci|C1, . . . ,Ci−1, p

)
= Softmax

(
ui
)
.
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指针网络可以学习 3个具有挑战性的约束满足问题的近似解——旅行商问题、求凸包问题和计算 Delaunay
三角形问题, 此外指针网络学习到的模型泛化到比训练数据更大规模的问题上. 指针网络可以学习一个小规模 (节
点小于 50) 的 TSP 问题的近似求解器, 在节点为 5–20 的 TSP 的最优数据集中训练的模型可以泛化到节点为 50
的 TSP问题中, 并能得到一个近似最优解.

 4.2   结合强化学习的约束求解方法

对于指针网络来说, 模型想要扩展到更大规模的问题中, 自然就需要更多更大规模的优质标签的数据集, 然而

一个纯数据驱动的方法学习近似的解决方案是很难的. 针对监督学习获取训练数据标签困难、指针网络求解规模

小和求解质量不佳的问题, 我们考虑将马尔可夫决策过程应用到求解过程中, 其中最优解可被视为一系列决策, 利
用强化学习增加解码器输出序列的概率来产生接近最优的解. 一种朴素的方法是通过分别考虑每个实例来找到特

定问题的解决方案, 显然, 这种方法在解决方案质量不佳时并不实用, 因为从一个MDP中抽样许多轨迹才能产生

一个接近最优的解决方案. Bello 等人 [14]提出利用基于策略的方法与基于值的方法相结合对指针网络进行训

练——Actor-Critic方法 [73], 它可以在给定分布中抽样的任何问题上都表现良好, 而不是针对每个问题实例训练一

个单独的模型. 该模型的基本原理是让 Actor模型逼近价值函数, 让 Critic模型逼近策略. 通过这种方式, Critic可
以衡量 Actor所采取的动作对解决方案的影响情况, 从而可以适当地调整下一个训练步骤的可学习参数.

网络的训练目标定义为旅行路线的总长度, 奖励函数设置为负的旅行路线的总长度, 采用策略梯度法和随机

梯度下降法 [74]对参数进行优化. 此外作者还将强化学习预训练分别与主动搜索和采样 [74]结合起来, 应用到 TSP问

题和 0-1 背包问题中. 在节点为 50 的 TSP 问题中求得的最优解优于指针网络得到的结果, 并且可以泛化到节点

为 100的 TSP问题中, 得到的最优解接近于通过 Google的 Or-tools[75]工具计算的最佳路径长度.
Nazari等人 [68]提出了一种使用端到端的学习方法对车辆路径规划问题 (vehicle routing problem, VRP)进行求

解, 利用指针网络的简化版有效的处理具有动态元素的约束满足问题. 动态元素使神经网络复杂化, 因为每当输入

发生变化时, 编码器和编辑器都需要进行更新, 因此我们对输入模型的序列保持不变, 任意更改其中两个的输入顺

序就不会对网络产生影响. 例如在车辆路径问题中, 一旦访问完一个节点 (即将货物送达指定目的地), 其实际需求

将会变成 0. 由于对于车辆路径问题的输入元素的顺序会对结果产生影响, 作者认为 RNN编码器会增加网络的复

杂性, 但实际上 RNN编码器是非必须的, 因此作者提出省略指针网络中的编码器, 直接将编码的结果作为解码器

的输入以取代 RNN隐藏状态. 通过这种修改, 降低了模型的计算复杂性, 又不降低模型的效率. 如图 4所示, 模型

由两个部分组成, 第 1个是将输入元素映射到 D维向量空间; 第 2个部分是解码器, 它指向每个步骤的输出. 作者

使用 RNN来模拟解码器网络, 只将静态元素作为解码器的输入 (动态元素也可以作为解码器的输入), 动态元素仅

在注意力机制中作为输入. 该方法对于大小规模为 10和 20的车辆路径问题可求出最优解, 但对于规模较大的 50
和 100的问题中难以求得最佳方案.
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图 4　指针网络模型 [68]
 

之前提出的网络模型都是基于 RNN的指针网络来实现的, Deudon等人 [69]提出使用注意力机制替换 RNN, 将
城市编码为一个集合而不是一个序列, 与长短期记忆神经网络将当前求解的节点与所有节点相关联不同的是, 该
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方法只将当前节点与前 3步的采样节点相关联, 即作者认为做出当前的最优决策时仅需考虑前 3步的决策. 此外

作者将学到的模型与本地搜索算法 (2-opt[76]) 相结合提高求解率, 而不增加推理过程中的运行时间. 与 Deudon等
人 [69]不同的是 Kool 等人 [70]使用 Transformer[77]机制提出了一个更强大的解码器层并且使用强化学习的 greedy
rollout baseline方法训练该模型 [70]在 TSP问题的求解上取得了表现更加最优异的成果. Deudon等人 [69]和 Kool等
人 [70]都将 structure2vec模型 [78] 替换为最先进的图注意网络 (graph attention network, GAN)[52] , 并使用一个经过强

化学习训练的基于注意力的求解器自动构建 TSP 解决方案. Ma 等人 [71]研究大规模 TSP 问题和带时间约束 TSP
问题 (TSPTW), 作者在指针网络的基础上嵌入了图神经网络 [26,79,80] , 得到的新体系结构称为图指针网络, 图指针网

络的嵌入 (embedding)由每个城市节点的嵌入和整个图 (所有城市)的图嵌入组成, 使用分层强化学习 [81] 对图指针

网络 (graph pointer network, GPN)进行训练. 由 n 层组成, 每一层都设计了单独的策略和奖励函数, 从而可以稳定

地进行训练. 最底层的奖励函数的目的是确保解在约束优化问题的可行集内, 最高层的奖励函数以求解为最终的

优化目标. 在训练中, Actor根据分布来采样, Critic根据贪婪策略选择一个最大值, 两者共同训练 Actor的分布. 最
终结果表明, 针对小规模节点为 50和 100的 TSP问题训练的 GPN可以很好地泛化到更大范围的 TSP问题中, 例
如节点大小为 500和 1 000的 TSP问题, 且具有较短的旅行长度和更快的计算时间. 虽然利用深度学习 (deep learning,
DL) 构造启发式算法求解路由问题的研究已经取得了很大的进展, 但大多数现有的基于 DL的方法集中于学习构

造启发式, 它通过在每个步骤中向部分解决方案添加节点来增量地创建完整的解决方案. 虽然速度比较快, 但其结

果与高度优化的传统求解器在客观值上仍有较大差距. 为了缩小这一差距, Wu等人 [72]提出了一个深度强化学习

框架来学习路由问题的改进启发式, 它通过迭代执行基于特定局部算法的邻域搜索方法来改进初始解决方案, 朝
着改进解决方案质量的方向前进, 利用强化学习自动发现更好的改进策略. 首先提出改进启发式的 RL公式, 其中

policy指导下一个解决方案的选择. 然后, 提出了一个基于自注意力的新架构来参数化策略, 通过该架构我们可以

结合大量常用的成对局部操作符, 如 2-opt和节点交换. 最后, 将 RL框架应用于两个具有代表性的路由问题, 即旅

行商问题 (TSP)和有能力车辆路径问题 (CVRP), 并设计了一个 Actor-Critic算法来训练策略网络.

 5   基于最优化的方法

采用最优化方法求解约束优化问题是当下的研究热点之一, 其基本思想是将约束优化问题转化成其他形式的

最优化问题, 对具体的问题选用相应的优化方法, 并设计类神经网络的后向参数传递策略, 以有监督的学习方式求

出最优解. 本节主要介绍半正定规划、凸优化和基于 ERM的 HASSLE方法在约束优化问题上的具体应用.

 5.1   基于半正定规划的方法

2019年, Wang等人 [15] 提出了一个可微的MAXSAT求解器, 该求解器可以被集成到复杂的深度学习架构中

并能学习 MAXSAT 问题中的逻辑关系. 他们首先将 MAXSAT 问题转化成半正定规划 (semidefinite program,
SDP)公式, 然后采用基于快速坐标下降法的前向传递求解与MAXSAT问题相关的 SDP[82]. 该模型通过 SDP的解

来解析微分, 并有效地求解相关的后向传递. 实验证明通过将该求解器集成到端到端学习系统中, 能以少量标签的

样本学习具有挑战性的问题的逻辑结构. 特别是深度网络难以求解的奇偶性校验问题 [83], SATNet可以使用单位

监督来学习. 无需输入数独规则, 该模型能通过例子来学习如何求解 9×9数独. 另外, 该模型能够快速学习一个可

行数独的约束, 在测试实例中正确地求解 98.3%的谜题, 而不需要任何手工编码的问题结构知识. 通过将可微求解

器嵌入到更大的架构中, 该模型还求解了一个可视化数独问题, 其中输入是一个数独谜题的图像, 而不是二进制表

示, 将 MAXSAT 求解器与传统的卷积架构 [84]相结合, 利用卷积架构将数独谜题的图像映射到 SATNet 能够求解

相关的逻辑解决方案.

 5.2   基于凸优化的方法

约束满足问题为建模和求解决策问题定义了一个强大的框架, 它通常被认为是计算机科学最接近编程“圣杯”
的方法之一, 即用户提出问题, 计算机自动求解. 然而, 问题的建模是困难的, 一方面约束求解语言过于复杂, 另一

方面建模者可能无法完全理解实际问题的各个方面特征. 在 2020年 Brouard等人 [16]提出了一种从数据中提取偏
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好和约束的非完全可微架构, 如图 5 所示, 将模型学习到的代价函数作为约束网络的权重, 也称为代价函数网络

(cost function network, CFN). 该方法首先利用一个基于交替方向乘子法算法的凸优化方法 (黑盒优化算法)[85]对约

束满足问题建模和学习并有效地消除学习过程中固有的噪声, 然后采用经验风险最小化方法对超参数进行调优,
最后将学习到的代价函数网络传入 Toulbar2求解器中求解, 并对测试集进行预测以评估 CFN的质量. 此外, 可以

在学习到的 CFN中添加额外的代价 (约束)以应对问题的变化, 这种约束扩展思路在求解著名的雷诺汽车配置问

题中效果很好, 对于包含 148个变量和 173个约束的中型汽车问题, 仅需 0.1 s即可生成 278 744种可行配置. 实验

结果表明在未知约束的条件下, 这种方法学习到的模型能有效地求解数独问题, 且仅需 9 000 个训练样本进行训

练, 就可以完全求解最困难的 17-数独问题. 该方法超越了最近提出的两种神经网络近似方法 [15]: SATNet模型和

循环关系网络模型 [86].
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 5.3   基于 ERM 的 HASSLE 方法

Kumar等人 [87]从统计学习方法的角度出发, 提出了一个基于经验风险最小化 (empirical risk minimization, ERM)
的 HASSLE (hard and soft constraint learning) 算法 [88], 该算法用于求解部分加权 MaxSAT 问题 (partial weighted
MaxSAT). 主要思想是将问题中的子句划分为软、硬子句, 为硬子句分配权重为 1, 再根据重要程度为软子句分配

不同的权重, 目标是找到一组变量赋值使得所有硬子句是可满足的且可满足的软子句权重之和最大. 此外, 算法从

指定上下文 (context-specific) 的样本中学习模型, 上下文可以作为影响优化结果的一组约束, 进而压缩可行解空

间. 根据 HASSLE 方法, 将 MAX-SAT 问题转化为混合整数规划问题 (MILP), 采用 MILP 来学习 MAX-SAT
的软约束和硬约束的参数 , 最后采用 GUROBI求解器进行求解. 实验结果表明, 通过增加样本数量 HASSLE算法

可以学习到更高精度的模型.

 6   结　语

2020年以来, 不断有各种新的“学习-推理”方法提出, 代表性研究工作有: 2020年, Zhang等人 [89]提出将 SLS
与神经网络解预测模型相结合, 该模型使用神经网络预测初始化赋值, 代替传统的随机赋值方法. 作者将该初始化

赋值方法与多种 SLS 求解器结合, 求解率和运行时间均得到了显著提升. 2020 年, Dudek 等人 [90]研究了多核和

GPU对张量网络收缩加权模型计数的影响, 采用多个核心实现并行组合的树分解求解器, 以找到收缩张量的顺序,
并采用 TensorFlow来执行收缩. Jiang等人 [91]在 2021年提出利用组分布鲁棒性优化 (group distributionally robust
optimization, GDRO)来联合训练不同组实例的深度模型. 为给图匹配 (graph matching, GM)问题启发式创建更好

的拓扑分布, Yu等人 [92]在 2021年提出在端到端学习方法中嵌入一个潜在拓扑模块. 2022年, Skryagin等人 [93]为
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深度概率规划语言提出了一种新的神经概率谓词形式, 允许特定任务的概率查询. 对于机器学习在约束求解问题

上的应用, 2022年, Popescu等人 [94]从求解问题的角度对机器学习在约束求解问题上的应用方法进行分类总结. 本
文从求解方法角度出发, 着重介绍如何根据约束满足问题的具体形式学习推理过程, 学习过程和推理过程相互融

合、相辅相成, 并从消息传递神经网络、序列到序列和最优化 3个方面对现有工作进行阐述和总结.
基于消息传递神经网络的约束满足问题求解方法可分为两类. 一类是替代传统算法的端到端方法, 核心思想

是将约束满足问题建模为二分类问题并采用消息传递神经网络对变量集合进行分类. 这种方法在求解速度上具有

一定优势, 但与传统方法相比, 目前的二分类方法在求解率上还有待改进. 另一类方法是将消息传递神经网络与传

统求解方法结合, 利用MPNN学习传统方法中的启发式, 取代人工设计启发式. 一方面, 学习启发式能优化搜索策

略, 减少回溯搜索的搜索空间和随机局部搜索算法的求解步数; 另一方面, 采用强化学习进行整体训练克服了难以

获取大量标签数据的困难. 由于结合传统算法需在每一次搜索时启动神经网络, 运行时间更长. 目前亟待改进的问

题是如何设计一个轻量级的求解模型, 从神经网络的角度, 可利用复杂的神经网络加速方法提高学习效率. 此外,
采用更先进的训练机制提高训练性能也将成为未来重要的研究方向.

基于序列到序列的约束满足问题求解方法可分为两类, 一类是在循环神经网络上以监督学习的方式训练模

型, 预测访问城市的序列. 该方法为序列到序列求解约束满足问题开辟了新的方向. 另一类是将强化学习应用到序

列到序列模型中, 该方法应用了强化学习中的“Actor-Critic”思想, 通过 Actor采样结果和 Critic预测结果间的差值

对优势函数进行无偏估计, 该方法训练的模型不再受限于数据集标签的质量, 并实现了搜索最优的解决方案而不

是“复制”另一种算法的结果, 在小规模的约束满足问题上, 该方法训练的模型求解时间优于部分最优求解器, 甚至

在大规模问题上也可媲美当前最优的求解器. 但对于其他复杂的约束满足问题, 如 CVRP和 CVRPTW, 如何在小

规模的数据集中训练并泛化到大规模的问题中, 以及如何让模型应对不同分布组合的数据集都是亟需解决的问题.
基于最优化方法的约束满足问题求解方法的核心思想是利用强大的数学思想将约束优化问题转化为其他形

式的最优化问题, 以解决特定优化问题为目的的方式学习模型. 该方法同样受限于高质量的样本标签, 但只需简单

的修改便可从原始问题扩展到其他问题的求解中, 并可以将神经网络和传统求解器相结合, 相比于消息传递该方

法具备更强大的推理能力, 尽管最优化方法在大量优秀数据集下训练的模型对大规模问题预测的结果接近甚至达

到最优, 但如何将该方法应用到只有少量数据集又对精度要求极高的工程化问题上是未来需要推进的.
目前的“学习-推理”约束求解方法仍处于发展阶段, 对此我们提出以下几点展望.
(1) 如何权衡可扩展性、表达能力和泛化性. 目前的MPNN和 Seq2Seq架构都存在可能遗漏数据中关键结构

的问题, 而表达力更强的方法难以应用到更大规模的数据中, 即降低模型的泛化能力. 此外, 训练数据通常分布单

一, 这也导致交叉分布泛化能力的有待加强. 因此, 理解可扩展性、表达性和泛化性间的权衡仍然是“学习-推理”
模型的一个挑战.

(2) 如何设计通用的实现框架. 虽然目前已经实现了“学习-推理”框架, 但将学习方法集成到最先进的求解器中

对实践者来说仍然很复杂. 因此, 开发一个能整合机器学习的建模语言仍然是一个开放性的挑战.
(3) 如何解决工程化问题. 对约束满足问题的研究最终目的是要求解现实中的问题, 因此, 我们需要研究如何

使用“学习-推理”方法高效求解现实中的工程化问题.
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