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摘  要: 定理证明是目前主流的形式化验证方法, 拥有强大的抽象和逻辑表达能力, 且不存在状态空间爆炸问题,

可用于有穷和无穷状态系统, 但其不能完全自动化, 并且要求用户掌握较强的数学知识. 含索引式的命题投影时

序逻辑(PPTL)是一种具有完全正则表达能力, 并且包含 LTL 的时序逻辑, 具有较强的建模和性质描述能力. 目前,

一个可靠完备的含索引式的 PPTL 公理系统已被构建, 然而基于该公理系统的定理证明尚未得到良好工具的支持,

存在证明自动化程度较低以及证明冗长易错的问题. 鉴于此, 首先设计了支持索引式的 PPTL 定理证明器的实现

框架, 包括公理系统的形式化与交互式定理证明; 然后, 在Coq中形式化定义了含索引式的PPTL公式、公理与推

理规则, 完成了框架中公理系统的实现; 最后, 通过两个实例的交互式证明验证了该定理证明器的可用性. 
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Abstract: Theorem proving is a mainstream formal verification method, with a strong ability of abstraction and logical expression. It does 

not suffer from state space explosion and can be used to verify finite and infinite systems. Nevertheless, it cannot be fully automated and 

requires users to have deep mathematical knowledge. Propositional projection temporal logic with indexed expressions is a temporal logic 

with full regular expressiveness and subsumes LTL, having strong modeling and property describing ability. At present, a sound and 

complete axiom system for PPTL with indexed expressions is presented while the theorem proving based on it is not yet well supported by 

tools, which leads to the low automaticity, redundancy, and fallibility of theorem proving. Therefore, firstly, the implementation 

framework of the theorem prover for PPTL with indexed expressions is designed, including two parts, the formalization of the PPTL 

axiom system and interactive theorem proving. Then the formulas, axioms, and inference rules are formally defined in Coq, implementing 

the axiom system of the framework. Finally, the availability of the theorem prover is proved by the interactive proving of two proof 

examples. 
Key words: theorem proving; Coq; indexed expressions; PPTL; axiom system 

算法式的模型检测[1]和演绎式的定理证明[2]是目前两种主流的形式化验证方法. 对于数据密集型的待验

证系统, 模型检测往往需要巨大甚至无限的状态空间[3]. 而定理证明方法的优势是高度的抽象能力及强有力

的逻辑表达能力, 其可以利用归纳法对无限状态空间进行推理, 原理是: 在一个基于某种形式逻辑的证明系
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统中, 将待验证系统的模型与规范表示为用该形式逻辑语言描述的公式 M 和 P, 再将两者满足的逻辑关系表 

示为一个有待证明的定理MP, 最后利用该证明系统中的公理和推理规则完成上述定理的逻辑推理与证 

明, 从而证明“系统满足其规范”. 

在过去的几十年中, 许多时序逻辑的公理系统被构建, 以用于定理证明. 如经典的时序逻辑 LTL (linear 

temporal logic)、CTL (computation tree logic)、ITL (interval temporal logic)等[46]; 以及对它们进行拓展得到的 

表达能力更强的时序逻辑: 用于运行时验证的 LTL、在 LTL 中增加了不动点算子的 linL  (linear time - 

calculus)、在 LTL 中增加了量词的 QPTL (quantified propositional linear-time temporal logic)及支持无穷时间的

PITL (propositional interval temporal logic)等[710]. 在 PITL 的基础上, Duan 增加了投影操作符 prj, 提出了命题

投影时序逻辑 PPTL (propositional projection temporal logic), 其是投影时序逻辑 PTL 的命题子集, 具有完全正

则的表达能力[11,12]. 之后, Zhang 等人建立了一个 PPTL 公理系统, 证明了其可靠性与完备性[13], 并成功应用 

于硬件描述和验证程序、通信协议[1416]. 为进一步提高 PPTL 的表达能力, Duan 引入了索引式, 形如 ,i
iOP X  

意为将操作符 OP 运用于结构含自然数索引 i 的结构 Xi 无穷次, 其中, 是自然数集合, 使其成为 LTL 的超集, 

并在描述具有无限循环结构的性质时更为简洁[17]. 为了将其在定理证明方法中应用, Zhao 对 Zhang 提出的基

本 PPTL 公理系统进行了拓展和完善, 建立了一个可靠完备的含索引式的 PPTL 公理系统[18]. 这些逻辑公理系

统的出现与发展, 使得定理证明的应用范围不断扩大. 

然而, 由于定理证明方法对使用者的专业程度要求较高, 以及自动化程度不够高等原因, 使其发展速度

与程度都不及模型检测. 直到 20 世纪 60 年代, 交互式定理证明(interactive theorem proving, ITP)[19]的出现, 才

极大地提高了定理证明的自动化程度. ITP 发展至今, 诞生了许多较为成熟的证明助手, Isabelle/HOL、Coq、

ALC2、PVS 等[2023]许多研究围绕着将逻辑系统与证明助手进行结合而展开. 

一些工作将逻辑系统形式化于证明助手中, 利用证明助手对系统自身的相关性质进行验证. van Doorn 在

Coq 中形式化了经典命题逻辑系统, 证明了系统的可靠性和完备性, 相继式演算的切割消除定理, 自然演绎

演算、希尔伯特系统、相继式演算三者之间的等价性定理[24]. Tsai 在 Coq 中实现了 CTL*中状态、路径概念的

形式化定义, 并形式化了 PTL公理系统, 以及证明了 PTL中公理和推理规则的有效性及可靠性[5]. Moszkowski

使用 PVS 规范语言对 ITL 的语法语义进行编码, 实现了 ITL 证明系统, 并验证了 100 余个 ITL 定理. 后续又

使用 Isabelle/HOL 助手, 形式化验证了 ITL 定理证明系统的可靠性和 ITL 定理库中大量定理的正确性[25]. 

一些工作将逻辑编程语言的公理系统形式化于证明助手中, 对特定系统, 特别是无穷状态系统进行建模

与性质验证. Pnueli 在 PVS 中实现了 LTL 的验证系统, 包括一系列证明规则和策略, 验证了参数化的并行素数

筛选算法的正确性[26]. 马倩首次将时序逻辑编程语言 MSVL 的语法、语义及公理系统实现于 PVS 中, 并验证

了一个进程调度算法的安全性[27]. 随后, Lin 提出了一种基于公理语义的 MSVL 程序定理证明方法, 并开发了

一个基于 Coq 的 MSVL 程序定理证明器, 在其中实现了两个具体实例的性质验证[28]. 

含索引式的 PPTL 公理系统被提出后, 基于该公理系统的定理证明尚未得到良好的工具支持, 纯手工的

定理证明可能导致证明过程冗长易错. 为提高 PPTL 定理证明的自动化程度, 同时保证证明的正确性和简洁

性, 开发合适的定理证明器是必要的. 针对以上问题, 本文基于 Coq 实现了支持索引式的 PPTL 定理证明器,

通过使用含索引式的 PPTL 公理系统进行半自动定理证明. 首先, 基于 Coq 的系统结构和 PPTL 公理系统设计

定理证明器的实现框架; 然后, 分模块逐步使用 Coq 形式化公理系统, 实现支持索引式的 PPTL 定理证明器;

最后对两个证明实例进行半自动证明, 表明该定理证明器的可用性. 

本文第 1 节对背景知识进行简要介绍, 包括交互式定理证明器 Coq 的相关知识、含索引式的 PPTL 以及

含索引式的 PPTL 公理系统. 第 2 节阐述支持索引式的 PPTL 定理证明器的实现框架和具体实现方法. 第 3 节

提供基本 PPTL 公式和含索引式的 PPTL 公式两个实例, 在定理证明器中进行交互式证明. 第 4 节给出总结与

展望. 
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1   背景知识 

1.1   交互式定理证明器Coq 

Coq 是交互式定理证明领域内较为主流的证明助手, 可被用来开发满足规范说明的程序, 亦可被用作一

个逻辑框架[21]. Coq 具有很强的扩展性, 可面向模态逻辑、时序逻辑、面向资源的逻辑等逻辑系统进行证明.

该助手拥有简洁的操作界面, 并向用户提供自动定理证明的策略, 使得定理证明以交互式的方式进行. 相较

于其他证明助手, Coq 拥有很多优势, 比如基于高阶逻辑、支持归纳定义等. 

Coq 之所以能够有效地对程序、协议等进行性质验证, 是由于其本身严谨的系统结构. Coq 的系统结构主

要由证明开发系统和证明检查器构成, 如图 1 所示[21]. 

Coq

证明

开发系统

(开发)

证明
证明策略

待证子目标

定理和证明证明

检查器

(验证)

 

图 1  Coq 系统结构 

证明开发系统是 Coq 的核心, 提供环境帮助用户开发证明, 允许用户形式化定义推理系统和逻辑系统. 

证明检查器用于验证被形式化表示的待证目标, 核心是类型检查算法, 提供证明检查范围包括程序的验证、

数理逻辑的自动验证和定义、公理和证明的自动验证等. 证明开发系统及证明检查器对用户自定义的推理系

统等具有很强的兼容性, 降低了证明的复杂度, 保证了证明的正确性和简洁性. 在证明过程中, Coq 采用反向

推理机制, 用户使用证明策略与 Coq 进行交互, 证明目标被逐步拆解成待证子目标, 直至无子目标产生时, 完

成证明. 

在语法上, Coq 支持 4 套不同的语言. 

(1) 命令语言 Vernacular: 用来处理定义, 使用大写字母开头, 例如 Theorem、Proof、Qed; 

(2) 规范说明语言 Gallina: 用来描述定理, 例如 forall A: Prop, AA; 

(3) 证明策略语言 Tactics: 用作证明过程, 以小写字母开头, 例如 intros、exacts; 

(4) 证明策略定义语言 Ltac: 用于定义新的证明策略, 可结合 match with 等控制结构定义带变元的策略. 

Coq 的主要特征是其基于归纳构造演算, 为用户提供归纳类型. Coq 中的归纳类型与大多函数式程序设计

语言中的递归类型定义类似, 然而 Coq 可以融合递归类型和依赖积, 使得 Coq 中的归纳类型具有更强的表达

能力, 甚至可被用于描述纯逻辑程序设计. 归纳类型具有两种结构: 非递归类型可以对已确定规模的数据类

型进行建模; 而递归类型可以对规模可变化的数据类型进行建模, 使得 Coq 可以描述无限集合, 并实现基于

归纳证明的系统推理模式和基于递归函数的系统计算模式. 

另外, Coq 支持命题的描述和证明, 提供了证明策略和语境来完成证明. 语境包含声明、定义、公理、假

设、定理、引理等[29]. 命题的证明分为 3 步. 

 首先, 声明命题变量, 即使用关键字 Variable 声明所需的变量; 

 其次, 证明和使用关键字描述的命题, 常用的关键字有如下 4 个: Hypothesis、Axiom、Theorem 和

Lemma. 假设 Hypothesis 和公理 Axiom 描述的命题可以在证明中直接使用, 无需证明; 定理 Theorem

和引理 Lemma 描述的命题则需要证明; 

 最后, 使用证明策略进行交互式证明. 

Coq 证明的基本形式为: 

Theorem ident: type. 

Proof. 

Tactics 
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Qed. 

Theorem 声明了一个需要被证明的新定理; ident 是新定理的名称; type 为类型; Proof 是完整的定理证明执

行的开始符; Tactics为证明策略, 是可以运用于待证目标的命令, 能够生成一个新的目标链, 以实现反向推理,

常用的证明策略有 intros、apply、assert、unfold、rewrite、assumption、left/right、split、auto 等; Qed 命令为

证明结尾符, 表示证明完成. 

1.2   含索引式的PPTL 

(1) PPTL 的语法 

为保证定义的严谨性, 对符号做如下约定: 原子命题通常用小写字母(可带下标)表示, 如 p、q、r1; PPTL

公式通常用大写字母(可带下标)表示, 如 P、Q、R1; 可数原子命题集用 AP 表示. 在此基础上, PPTL 公式可被

形式化地归纳定义为下式: 
[ ]

1

[ ] [ ]

2:: | | | |  

| ,::

P p P P P P P prj P

P P P P



 

  



〇
 

其中, P 为 PPTL 公式, P[+]表示一个有限的 PPTL 公式序列, ○ (next), prj (projection)为时序操作符, 和的定

义与经典逻辑相同. 该定义亦可被等价表示为 

P::=p|P|P1P2|○P|(P1,…,Pm) prj P. 

(2) PPTL 的语义 

设 B={true,false}为布尔域. 为解释上述公式, 定义状态 s 为从 AP 到 B 的映射, s:APB. 使用 s[p]表示在 

状态 s 下 p 的真值. 定义区间为一个非空的状态序列, 可表示为 0 1 | |, ,..., ,s s s       其中, ||为区间的长度. 若 

区间为有穷, ||的值为中的状态数减 1; 若区间无穷, 区间长度为无穷, 将 pAP 表示为||=. 为统一对区间

长度||的描述, 将非负整数集 N0 扩展为 N=N0{}. 在 N中, =, 对于iN0, 有 i<, 将 N0 中的操作符<、 

≤、=扩展到 N中, 并定义操作符为≤{(,)}. 两个区间=s0,s1,…,s||和 0 1 | |, ,...,s s s     可进行连接, 成

为一个更大的区间, 连接操作符记为 0 1 | | 0 1 | |, ,..., , , ,..., ,s s s s s s           其中, 需为有穷区间, 且与交集为

空. 为定义投影操作符, 引入操作符, 若 r1,r2,…,rh (h>1)为一个整数序列, 且满足 0≤r1≤…≤rh||, 则

(r1,r2,…,rh)= 1 2
, ,..., ,

lt t ts s s   其中, t1,t2,…,tl 为 r1,r2,…,rh 删除重复项得到的递增序列. 

一个解释是一个三元组 I=(,k,j), 为一个区间, k 为非负整数, j 为整数或, 且满足 0≤kj≤||. 在当前

状态为 sk 时, 我们用符号(,k,j)p 来表示在子区间sk,…,sj上为可解释的且可满足的. 那么对于一个 PPTL 公

式, 可被定义为: 

Ip    当且仅当对于任意给定的命题 p, 满足 sk[p]=true; 

IP    当且仅当 IP; 

IP1P2   当且仅当 IP1 并且 IP2; 

I○P   当且仅当 k<j, 且(,k+1,j)P; 

I(P1,…,Pm)prj P 当且仅当存在整数 k=r0≤r1≤…rm≤j, 

     使得对于所有 1≤l≤m, 有(,rl1,rl)Pl 

     对于下列两种之一, 满足(,0,||)P. 

      (1) rm<j 且=(r0,…,rm)(rm+1,…,j); 

      (2) rm=j 且=(r0,…,rh), (0≤h≤m). 

一个公式 P 被一个区间满足, 或者是 P 的一个模型, 用P 表示. 如果(,0,||)P, 称一个公式 P 是可

满足的. 如果P 对于某些是可满足的, 则 P 至少有一个模型; 否则, 称 P 是不可满足的. 对于所有区间有

P 成立, 称一个公式 P 是有效的, 用P 表示. 

(3) PPTL 导出公式 
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定义 PPTL 的部分导出公式如下所示, 有助于简化时序性质的描述. 

[ ] *

; ( , )

;

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

|| ( ; ) ( ; )

,
ln( )

def def

def def

def def

def def

def def

def def

def def

tt P Q P Q prj

P tt P P P

P P prj P P

halt P P final P P

keep P tt P rem P tt P

inf tt P Q P Q tt Q P tt

fin n

 

 

 




  

  

   

  

   

   

    

 

◇ ◇

◇

〇

〇 〇 〇

〇

□

□ □

□ □

□

               if 0

ln( 1),  if 1

n

n n


 〇 ≥

 

其中, tt 代表 ture, ff 代表 false, 、、等缩写词的定义与经典逻辑相同. 

(4) 索引式 

通常, PPTL 合式公式是指有限次运用语法规则得到的公式, 然而索引式是通过无穷次运用语法规则得到 

的公式, 其一般形式为 ,i
iOP X  OP 为操作符, Xi 为 PPTL 公式, 为自然数集合. 

特别地, 当 OP 被实例化为时, [ ]i R i  即为一个常见的索引式, 其中, R[i] 为含有索引 i 的 PPTL 公式, 

将其称为索引项. 常见的索引项有以下 3 种形式. 

(1) ○iP: 表示对 P 应用 i 次 next 操作符; 

(2) Pi: P 重复成立 i 次; 

(3) P(i): P 从当前状态开始, 持续成立 i 个状态. 

分别形式化定义为 

( )
1 1

( 1)

,                  if 0
,             if 0 ,          if 0

,  ,  ,                  if 1.
,  if 1 ; ,  if 1

,  if 1

def def def
i i i

i i
i

tt i
P i i

P P P i
P i P P i

P P i


 




        

    

〇
〇〇 ≥ ≥

〇

 

分别对以上 3 种索引项进行无穷次操作, 对应得到 3 种索引式: (1) ,i
i P 〇  该索引式等价于 P○P 

○○P○○○P…; (2) ,i
i P   该索引式等价于P(P;P)(P;P;P)…; (3) ( ) ,i

iP   该索引式等价于 ttP 

(P○P)(P○P○○P)… 虽然从形式上看索引式并不是合式的, 但实际在某些情况下, 其已被证明可以等

价于具有简明语法的合式 PPTL 公式或 LTL 公式. 

1.3   含索引式的PPTL公理系统 

公理系统包括公理和推理规则. 每条公理定义了一个可由公理系统直接导出的公式, 每条推理规则定义

了一步推导, 此步推导可以从一个或多个假设得到一条结论公式. 

一个公式 P 的形式化证明是一个公式序列 P0,…,Pn(n), 其中, P=Pn, 每个 Pi 为: 

(1) 一条公理, 或 

(2) 一条推理规则的结论公式, 且该规则的每个假设都属于已证明过的公式 P0,…,Pn1. 

若公式 P 存在以上形式化证明, 称 P 可被公理系统证明, 即 P 为一条定理, 记为P. 

含索引式的 PPTL 公理系统, 包括两个公理子系统B 和I, =BI. B 包括用于基本结构的 PPTL 公

式的公理和推理规则, 如○P(next)、(P1,…,Pm) prj P(投影)和□P(always)等; I 包括用于索引式的公理和推理

规则. 以下分别对两个公理子系统进行简要介绍, 其中, S 表示状态公式, 表示一个有限的公式序列. 

(1) 用于基本结构的 PPTL 公式的公理子系统B. 

其包含的公理如下. 
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1 1 2 2 1 1 2 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

TAU

POF ( , , ) ( , , ) ( , , )

PIN , ( , ) ( )

PFN

( )

( , , , ) ( , , ,

PSM , , , ( , ,

)

( )

POB ( ) (

)

( ))

P P prj Q P prj Q P prj Q

P prj Q P inf prj Q fin

P P prj Q P inf P prj

S P prj Q S P prj

i

Q

p

nf

rj Q Q

Q

prj Q

 

     

 

   

    

 

  

  

 

  

 



为一个永真命题

1 2

1 2 1 2

( )

PSB ( ) ( ) PSF ( , ) ( , )

PNE ( , ) (( , ) ) DEF ( , ) ( )

PEB , , ;  ( , ) CPR ( ; )

PNX , ) (

( )

( )

( (;( ) ) NXA )

NXN

prj Q

prj S Q S prj Q S P prj Q S P prj Q

P prj P prj prj Q prj Q

P P prj P P prj P P P tt P

P prj Q P prj Q P Q P Q



   

      

   

 

 



     

 

   

   〇 〇 〇

〇 〇

〇

〇 〇 〇

1 2 3 1 32

) CPC

NXO ( ) CNX ; ( ; )

;( ; ) ( ; ); ( )

(

( ; )

)

(P P P P P

P Q P Q P Q P Q

CAS P P P P P P STN P P P P

ALR P P P

   

   

 

  

  

   

〇 〇

〇 〇

〇

〇

◇

〇

〇 〇

◇

 

推理规则如下: 

1 2 1 2

 ( ) 
MP SUB

( )

 
NXM PRM

( , , ) ( , , )

ALW CPM REC

P P Q P Q Q Q

Q P Q

P Q P P Q Q

P Q P prj Q P prj Q

P P Q P Q P

P P Q P Q P

   

 

 


   
  

  
  ◇

〇 〇

〇

〇□

 

(2) 用于索引式的公理子系统I 

其包含的公理如下. 

 [ [ [IST IND ( ] ]) ] ]

INR ] ] 1] INA ] ]

INO ( ])

[

[ [0 [ [ [

[ [ [

[ [ [

] INN ] [ ]

INC ( ; ]) ; ] INS ][]

i i i i

i i i i

i

i i i i

i i i

Q Q R i R i R i R i

R i R R i P R i P R i

P R i P R i R i R i

P R i P R i R i R i


   

   

   

  

   

   

  

    

     

  

  

 

 

   

   

   

  

〇〇
 

推理规则如下: 

( ) ( )

[ ] [ ]
INM ,  REF ,  RE

  (
I

[ ]

)

[ ] ( )i i i i
i i i i

R i R i R

R i R i P Q R P Q R

R Q P R R Q R Q P R P tt

P tt   

      
         

 
   

〇 ◇ 〇 〇

〇〇 〇

□

□
 

2   支持索引式的 PPTL 定理证明器 

基于上一节中对 Coq 证明助手和含索引式的 PPTL 公理系统的介绍, 本节将使用 Coq 设计和构建支持索

引式的 PPTL 定理证明器. 具体步骤是给出定理证明器的实现框架, 使用 Coq 完成公理系统的形式化定义, 分

为以下 4 个部分. 

(1) 基本公式和导出公式的实现; 

(2) 索引式的实现; 
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(3) 基本公理及推理规则的实现; 

(4) 含索引式的公理和推理规则的实现. 

2.1   实现框架 

公理系统基于形式推演, 只涉及公式的语法结构, 其正确性可被机械检验. Coq 就是一个基于机械检验的

交互式证明助手, 其半自动化证明体现在对部分简单的证明步骤进行自动证明, 复杂的由人工指导证明. 同

时, 若提供可靠完备的 PPTL 公理系统, Coq 可以保证定理证明器中推理所得公式的正确性. 以下结合 Coq 的

系统结构, 对支持索引式的 PPTL 定理证明器的框架进行设计. Coq 系统结构分为证明开发系统和证明检查器,

相对应地, 实现框架大致分为两个部分: PPTL 公理系统的形式化定义部分和交互式定理证明部分, 如图 2 所

示. 图中阴影部分为 Coq 内置的语言, 其余部分由本文设计实现. 

PPTL公式和衍生公式

索引式

基本的PPTL的公理和推理规则

含索引式的PPTL的
公理和推理规则

公理系统的形式化定义

待证定理

Gallina语言
Vernacular语言

支持索引式的PPTL定理证明器

交互式定理证明

用户自定义策略

应用

自动证明策略

Tactics语言
Ltac语言

用于非递归
结构的证明策略

基本证明策略

用于递归结构的
证明策略

Coq内置
 

图 2  实现框架 

第 1 部分的实现基于 Coq 系统结构的证明开发系统, 首先对 PPTL 公式和索引式进行语法定义, 其次对两

个公理子系统B 和I 进行形式化定义, 最终实现在 Coq 中构建出可靠完备的公理系统. 该部分具体使用

Gallina 语言和 Vernacular 语言依次对以下 4 部分内容进行形式化定义. 

(1) PPTL 公式和导出公式 

在 Coq 中构建逻辑公理系统, 最基础的步骤是先为 PPTL 公式给出合理的定义, 即为名字赋予具体含义,

以便在后续代码中能够正确识别该名字并执行相应操作. 为方便对性质的描述, 还需在 PPTL 公式被定义的

基础上, 对常见的导出公式进行定义, 并使用 Coq 的记号结构对其进行简写, 以简化公式的表述. 

(2) 索引式 

索引式是一种可将操作符无穷次运用于索引项的具有特殊结构的公式, 如 [ ]i R i  即为一个索引式, 其

将逻辑操作符对索引项 R[i]进行无穷次的运用, 记为 ,i   表达“无穷或”的含义, 自然数索引 i 致使其与基 

本结构的 PPTL 公式具有不同的结构. 

(3) 基本的 PPTL 的公理和推理规则 

PPTL 公理系统为形式推演系统, 即在语法层面用人工符号语言来表示形式推演, 推演表现为一系列符号

与符号之间的变形, 公理和推理规则均为形式可推演公式. 首先在 Coq 中形式化定义推演关系, 然后基于基

本 PPTL 公式和导出公式的定义, 描述基本 PPTL 的公理和推理规则. 

(4) 含索引式的 PPTL 的公理和推理规则 

基于索引式的语法定义, 该部分也使用推演关系完成对公理子系统I 的形式化描述. 需要说明的是: 形 
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如 i 的索引式已被证明可以等价于 PPTL 合式公式, 因此, I 中的公理和推理规则也同样适用于含索引式 

的 PPTL 公式. 

在两个公理子系统的所有的公理和推理规则都被形式化后, 可以被 Coq 识别并使用在定理证明的过程中. 

第 2 部分基于 Coq 实现对待证定理的交互式定理证明. 待证定理的描述是基于已在 Coq 形式化的公理系

统, 使用 PPTL 公式和索引式表示, 其形式为 Coq 代码; 交互式证明的核心部分体现在证明者与证明工具的交

互操作中, 不断地对已证明的定理、假设或公理运用适当的推理策略, 来产生新的定理, 直至能够推出待证定

理为止. 

推理策略使用 Tactics 语言进行描述, 针对不同结构的待证定理和证明时不同的上下文环境, 可应用的推

理策略也分为以下几个类别: 基本证明策略、用于非递归结构的证明策略、用于递归结构的证明策略、自动

证明策略和用户自定义策略, 其中, 前四者属于 Coq 的内置策略. 基本证明策略适用于所有类型的递归定义

结构; 用于非递归结构的证明策略适用于不包含索引式的归纳定义结构; 用于递归结构的证明策略适用于包

含索引式的递归定义结构; 自动证明策略使用一个策略库, 将其作用在初始的目标上, 然后依次作用于其产

生的每个子目标上, 直至所有目标都完成证明, 若任意子目标无法被证明, 则返回初始目标, 该类策略对证明

上下文环境有较严苛的要求. 证明过程中, 用户也可根据需求对 Coq 内置策略进行组合并封装形成新的策略. 

以上交互式证明的实现基于Coq的证明检查器, 证明过程的原理如图 3所示. 在给定的逻辑框架内, 证明

检查器检查定义和其相应的规约一致性, 并将定理的验证问题转化为匹配问题. 

 首先由用户给证明检查器提供待证目标, 使用 PPTL 对待验证的模型 M 进行建模和待验证的模型性 

质 P 进行描述, 并将 PPTL 公式转化为 Coq 代码, 构建出待证定理MP; 

 其次, 用户逐步对此目标运用合适的 Coq 策略, 对构造子的参数是否正确进行检验, 并检查该策略是

否可以匹配当前的条件: 若匹配, 则会将待证目标进行化简或拆解为多个小目标; 否则, Coq 会给出

错误信息, 证明无法继续进行. 当逐步运用策略直至无待证子目标时, 证明被完成, 此时使用 Qed 命

令来结束证明过程, 并依次记录下证明过程中使用过的策略序列. 

Coq
证明检查器

待证定理MP  

策略 子目标

证明

策略序列

模型M 性质P Qed

 

图 3  证明过程原理 

基于 Coq 的证明检查机制, PPTL 定理证明器的交互式证明可以保证每个证明步骤的正确性, 但其证明效

率取决于用户对证明策略选择是否合适, 更佳的策略选择会使证明更简洁快速. 因此, 这对用户的专业能力

有较高的要求, 也需要用户对待证定理的证明方向有整体的把握. 

2.2   基本公式及导出公式的实现 

Coq 系统为有穷类型和递归类型提供了归纳类型机制. 一个归纳类型可以是一个常量, 该常量的类型为

Set、Prop、Type 这三大基础类型之一; 也可以是一个函数, 该函数可以是依赖类型, 其变元可为该归纳类型

的参数, 但返回类型需为三大基础类型. Inductive 的构造子的返回类型也必须为新定义的这个归纳类型, 既可

以是常量, 也可以是函数. 

在定义基本 PPTL 公式前, 首先使用 Parameter 全局关键字定义原子命题集 AP, 如下: 

Parameter Ap: Set. 

原子命题的类型称为 Ap, 将 Ap 定义为一个普通的 Coq 类型 Set 类, 意味着可以像声明普通变量一样声明

一个原子命题. 例如, 原子命题 p 可被声明为“Variable p:Ap.”. 

基本 PPTL 公式的语法定义基于归纳定义, 选择使用 Inductive 关键字对其进行形式化. PPTL 公式的类型
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名称为 Formula. 对应上一节中 PPTL 公式的定义, 类型 Formula 有 7 个构造子, 每个构造子都为一个函数类

型. Coq 中使用箭头结构“”来表示函数类型, 如“AB”是一个函数类型, 将类型 A 的一个对象作为参数, 返

回类型 B 中的一个对象. 此外, 箭头结构的括号在没有歧义的情况下都可以省略, “ABC”可以表示参数类

型为 A 且返回一个参数类型为 BC 的函数类型, 也可以表示读入两个类型分别为 A 和 B 的参数, 返回类型 C

的函数类型. 在该归纳定义中, 前 6 个构造子用于归纳定义基本的 PPTL 公式, 将其标记为模块 a, Atom 表示

如果参数 p 是原子命题, 则 Atom p 是 PPTL 公式; Not 表示如果参数 P 是 PPTL 公式, 则 Not P 是 PPTL 公式; 

And 表示如果参数 P1和 P2都是 PPTL 公式, 则 P1 And P2是 PPTL 公式; Next 表示如果 P 是 PPTL 公式, 则 Next 

P 是 PPTL 公式; Prj 表示如果(P1,P2,…,Pn)是一个有穷 PPTL 公式序列, Q 是 PPTL 公式, 则 Prj (P1,P2,…,Pn) Q

是 PPTL 公式; pPlus 表示如果 P 是 PPTL 公式, 则 pPlus p 是 PPTL 公式. 同理, 我们可以直接声明一个 PPTL

公式, 如“Variable P: Formula.”. 定义如下所示: 

| Not :  

| And :                 

| Next :  

| :   

| :  

______________

Inductive :  :

| Atom :  Formula

Formula Formula

Formula Formula Formula a

Formula Formula

Prj list Formula Formula Formula

pPlus Formula Formul

Formula Set

Ap

a







 



 



_______________________

| :  ( )             infiniteOr nat Formula Formula b 

 

infiniteOr 构造子被标记为模块 b, 含义将在第 2.3 节中给出具体阐述. 

完成了 PPTL 公式的归纳定义后, 可以定义一些导出公式, 并用 Coq 记号结构简写这些公式, 以便于简化 

建模和验证. 同时, 也可使用 at level 为它们定义优先级, 如, 
def

P P  ◇□ 可被形式化为 

Definition Alw(p: Formula): =Not (Som(Not p)). 

并且被记号结构简写为 

Notation □p: =(Alw p) (at level 60). 

同理, 其余的导出公式也可被类似地形式化, 见表 1. 

表 1  部分导出公式定义及记号 

导出公式 对应定义及记号 导出公式 对应定义及记号 

P Notation “p”: =(Not p) (at level 60) ○P Notation “○p:: =(Next p) (at level 60) 
PQ Notation “pq”: =(And p q) (at level 65) PQ Notation “pq”: =(Or p q) (at level 75) 
 Definition Emp: =Not(Next tt) ff Definition ff: =Not tt 
tt Definition tt: =Or (formula) (Not formula) final(P) Definition Final(p: Formula): =Alw(Imply Emp p) 

inf Definition inf: =Alw(Next tt) fin Definition fin: =Som(Emp) 

□P 
Definition Alw(p:Formula): =Not (Som (Not p))
Notation “□p”: =(Alw p) (at level 60) 

◇P 
Definition Som(p: Formula): =Sequ tt p 
Notation “◇p”: =(Som p) (at level 60) 

P;Q 
Definition Sequ(p q:Formula): =Prj [p;q] Emp 
Notation “p;;q”: =(Sequ p q) (at level 80) 

keep(P) 
Definition Keep(p: Formula):= 
Alw(Imply(Next tt) p) 

rem(P) 
Definition Rem(p:Formula): = 
Alw(Imply(Next tt) (Next p)) 

halt(P) 
Definition Halt (p: Formula):= 
Alw(And(Imply Emp p) (Imply p Emp)) 

ln(n) 

Fixpoint ln(n:nat): Formula:= 
match n with 
|0Emp 
|S nNext(ln(n)) 
end 

P||Q 
Definition Para(p: Formula) (q: Formula): Formula: =
Or (And p(Sequ q tt)) (And q (Sequ p tt)) 

为避免过度使用括号, 将含索引式的 PPTL 中各操作符的优先级定义为(从 09, 优先级逐渐降低) 
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0. ,*;  1. , , , , ;  2. ;  3. ;  4. ;  5. ;;  6. ||;  7. ;  8. iprj       〇 ◇□  

2.3   索引式的实现 

索引式是将操作符无穷次作用于索引项得到的结构, 由于公理系统的原理是不断使用公理和推理规则与

待证明定理进行匹配与应用, 属于形式推演系统, 且 Coq 证明检查器的工作原理也是在语法层面上对参数和

构造子进行类型检查和匹配, 这两者的共通点致使在构建 PPTL 定理证明器时仅需考虑语法层面的匹配, 无

需语义的支撑. 因此, 在 Coq 中对索引式进行实现, 使 Coq 能够正确识别出索引式的语法, 并可以对其应用含

索引式的 PPTL 公理和推理规则. 

在定义索引式前, 首先定义索引项, 索引项为一个以自然数 i 为参数的函数, 表示一个 PPTL 公式被运用

了 i 次语法规则. 定义类型 R 表示索引项, 含义为: 任给定自然数 i, 返回值 R i 具有类型 Formula, R 函数称为

索引项类型. 

Parameter R: natFormula. 

索引项类型中有 3 个特例, ○iP、Pi 和 P(i), 因为在公理子系统I 中有部分特殊公理仅适用于特例的索引

项, 故在此对其进行另外的定义. 

(1) 定义○iP 如下: 
Fixpoint  ( : )( : ) : :
match  with
          | 0
          |  ( (   ))

.

nextiP p Formula i nat Formula
i

p
S i nextiP p i






end
〇

 

该结构表示对 PPTL 公式 p 进行 i 次 next 操作, 使用递归式函数编程中的关键字 Fixpoint 进行实现. 如上

式, 该函数名称为 nextiP, 参数 A 是类型为 Formula 的 PPTL 公式, 参数 B 为自然数 i, 函数返回类型 Formula.

而函数内部的构造包含一个模式匹配结构, 其变元就是递归函数的变元, 对递归次数 i 进行匹配, 若递归 0 次,

即执行 next 操作 0 次, 则返回值为原公式 P; 若递归 n 次, 则对 P 执 i 次 next, 即为对执行 i1 次 next 后的结

果再执行一次 next, 该递归过程通过 Fixpoint 关键字的内置变量自动递减实现. 

(2) 定义 Pi 如下, 原理同步骤(1): 
Fixpoint  ( : )( : ) : :
match  with
          | 0
          |  (   ;; )

.

chopiP p Formula i nat Formula
i

Emp
S i chopiP p i p






end

 

(3) 定义 P(i)如下, 原理同步骤(1): 

Fixpoint  ( : )( : ) : :
match  with
          | 0
          |1
          |  (   )

.

consiP p Formula i nat Formula
i

tt
p

S i p consiP p i





 

end
〇

 

需要说明的是: 文献[17]中提出了索引项和索引式的概念, 但其存在的局限性是尚未对这两种新的结构

进行显式归纳定义, 不同的索引项具有不同的定义方法和含义. 目前, 文献[18]对索引项和索引式进行了进一

步的研究, 依据文献[30]提出的范式理论, 证明了每个索引项 R[i]和当操作符 OP 实例化为时的每个索引式 

[ ],i R i   均为 PPTL 合式公式. 

i  称为无穷或, 是以索引项类型为参数的函数, 对索引项进行无穷次操作, 形如 R[1]R[2]R[3]…,

在 Formula 的归纳定义中, 使用构造子 infiniteOr 定义该函数为(natFormula)Formula 类型, 如第 2.2 节模

块 b 所示, 将 natFormula 类型的索引项作为参数, 返回 Formula 类型的 PPTL 公式. 将 infiniteOr 简记为“”: 

infiniteOr: (natFormula)Formula 

Notation “R”:=(infiniteOr R) (at level 70) 
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2.4   基本公理及推理规则的实现 

含索引式的 PPTL 公理系统包括两个公理子系统, B 和I, 具体内容参考第 1.3 节, 基于前面 PPTL 公

式和索引式形式化定义的完成, 下一步对这两个子系统的公理和推理规则进行实现. 

由于B 中部分公理仅适用于状态公式, 如 PSM、PSB、PSF 等, 因此在形式化公理和推理规则前, 需要

先对状态公式进行定义. 状态公式为不包含时序操作符 next 和 prj 的 PPTL 公式, 使用 Fixpoint 关键字, 结合

模式匹配结构定义函数 ifSF, 以判断 PPTL 公式是否为状态公式. 该函数接收一个 PPTL 公式 p 作为参数, 返

回值为布尔值, 实现思想是: 对公式 p 中的操作符进行递归地拆解, 若遇到 Not、And, 则进行拆解, 直至递归

到 Atom 原子命题, 则函数返回 true, 即该公式为仅包含 Not 和 And 操作符的状态公式; 否则, 函数返回 false, 

即该公式为含有时序操作符的 PPTL 公式, 具体实现如下. 

1

1

1 1 1

1

1

m true
| Not i

Fixpoint  if ( : ) : bool :
match  with

| Ato

| And  match if   with
| true if  
| false false

         
| other fals

 

e
.

f  

SF p Formula
p

p q

p
p SF p

SF p
SF q












end

end

 

PPTL 公理系统是基于语法的形式推演系统, 建立在公理和推理规则之上, 公理为一系列形式可推演公 

式, 推理规则由公式推导出公式. 在形式化公理和推理规则前, 有必要先对“推演关系”进行形式化定义, 当

且仅当 PPTL 公式 P 满足P 时, 该公式为形式可推演公式. 因此, 从公理和推理规则出发, 若经过一系列公式 

的形式推演推导出公式 P, 则可证明 P 为无条件成立的永真公式. 

Coq 的命题证明系统基于语法上的类型检查, Coq 中每个命题均为一个形式可推演公式. 对于命题的证

明, Coq将待证明定理定义为一个目标, 目标包含: (1) 一个需要被证明的命题P; (2) 一个语境, 包含证明一个

定理所需的所有公理和证明过程中产生的定理或引理. 

因此, PPTL 公理系统中的所有 PPTL 公式, 包括公理、推理规则、待证定理等, 均为形式可推演公式. 为

最大化地利用 Coq 内置证明策略进行推演证明, 使用 Inductive 关键字定义归纳类型 derivable: FormulaProp

表示推演关系, 将每个类型为 Formula 的 PPTL 公式转换为 Coq 中的形式可推演公式 Prop 类型, 由此, 

“derivable p”即可形式化地表示 PPTL 公式 P 满足推演关系“P”. 

公理和推理规则的形式化通过推演关系 derivable 归纳定义实现, 每条公理/推理规则均为 derivable 的构

造子. 下面对公理子系统B 中的公理和推理规则进行形式化描述, 公理根据公式是否包含状态公式被分为两

类, 选择公理 POB、PSF 和推理规则 NXM、SUB 作为示例进行说明, 其余定义与示例类似. 

公理描述 

(1) POB () prj (Q1Q2)() prj Q1() prj Q2 

该公理可被形式化表示为 

1 2 1 2

1 2POB :  ) ( : list ),

 (  ( ) ( ) (     ))

 (  : la Formula

de

Q Q F

rivable Prj Q Q Prj

or

Q

u

P Q

m

rj


    

lforal
 

公理 POB 的含义为 Prj 后面的满足分配率. 对于任意两个类型为 Formula 的 PPTL 公式 Q1、Q2 和任意

一个类型为 list Formula 的 PPTL 公式序列1, 有() prj (Q1Q2)() prj Q1() prj Q2 无条件成立, Q1Q2 被

表示为(And Q1 Q2), () prj (Q1Q2)被表示为(Prj (1)(And Q1 Q2)), 其余公式同理. 为了简化表达, 在上一节

中使用 Notation 关键字对一些操作符赋予了记号标记, 因此公理最终可被简化为上式的形式. 

(2) PSF (SP,) prj QS(P,) prj Q 

该公理可被形式化表示为 



 

 

 

王小兵 等: 支持索引式的 PPTL 定理证明器的实现 2183 

 

PSF :    (   : ) ( :  list ),

 (  ([  ] ) )

(   ([ ] ) )

P Q S Formula Formula

derivable Prj Stateformula S P Q

Stateformula S Prj P Q





  

   

forall

 

公理 PSF 的含义为, Prj 前面的状态公式 S 可从公式序列中分离出来. 该公理与上条公理的区别为, S 被要

求为状态公式. 定义辅助函数 Stateformula S 如下: 若 S 为状态公式, 即 if SF S 为 true, 函数返回值为该状态

公式. 那么对于任意 PPTL 公式 P、Q、任意时序公式 S、任意 PPTL 公式序列, 有(SP,) prjS(P,) prj Q

无条件成立, 在 Coq 中可表示为 

derivable (Prj ([Stateformula SP]++) Q)(Stateformula S Prj ([P]++) Q). 

(3) NXM 
P Q

P Q


〇 〇

 

该推理规则可被形式化表示为 

 (

NXM :   ( ),

 ()

 :

)

P Q Formula

deriv e P Q deriabl able P Qv  
forall

〇 〇
 

NXM 规则的含义为: 对于任意公式 P、Q, 若(PQ)永真, 则可推理出(○P○Q)永真. 使用 derivable

归纳类型定义该规则为 derivable(PQ)derivable(○P○Q), 表示若公式(PQ)为形式可推演公式, 则

○P○Q 也为可推演公式. 

(4) 
( ) 

SUB 
( )

P Q Q Q

P Q





 

SUB 为替换规则, 若 P 永真, Q 为 P 中的子公式, 且 Q 等价于 Q永真, 则可以推理得到: 若将 P 中的 Q

替换为 Q, P 仍旧永真. 该规则通过 Coq 中的 replace Q with Q策略进行实现. 该策略用于将公式中的某个子

表达式替换为另一个子表达式, 并且将这两个子表达式等价作为新的子目标, 即将条件中的所有 Q 替换为 Q,

同时生成子目标 Q=Q. 然而, 由于 SUB 替换规则中的条件 QQ被形式化为 derivable(QQ), 为完成子目

标 Q=Q的证明, 定义辅助公理 Equ 如下式, 在保证不改变证明目标含义的前提下, 对证明目标的形式进行转

化, 使得条件与目标的形式得到匹配, 从而完成 SUB 规则的形式化: 

Axiom Equ :   (  : ),

( ) (  ( ))

P Q Formula

P Q derivable P Q  
forall

 

2.5   含索引式的公理及推理规则的实现 

根据索引项是否属于 3 种特殊索引项, 公理子系统I 中的公理和推理规则也被大致分为两类, 下面分别

从两类中以一条公理作为示例进行说明. 推理规则与第 2.4 节中类似. 

(1) *IST i
i Q Q    

该公理可被形式化表示为 

IST :   : ,

((   ) (  ))

Q Formula

derivable chopiP Q pStar Q 
forall

 

IST 公理属于I 子系统中的一条包含特例索引项 Qi 的公理, 含义为索引式 i
i Q  可被等价表示为 PPTL

公式 Q*. 对于任意 PPTL 公式 Q, i
i Q  被描述为(chopiP Q), 其中, chopiP Q 为 natFormula 类型, 经过 

infiniteOr 函数的作用后转换为 Formula 类型, Q*被描述为 pStar Q, 为 Formula 类型. 当两个公式都为 Formula

类型时, 使用逻辑等价操作符将其连接形成命题(chopiP Q)(pStar Q), 该公理即可被描述为 derivable 

((chopiP Q)(pStar Q)). 

(2) IND ( [ ] [ ]) [ ] [ ]i i iR i R i R i R i          

该公理可被形式化表示为 

IND :    :  ,

( (   ) (   ))

R R indexterm

derivable ior R R R R


    

forall
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IND 公理属于I 子系统中的一条不包含特殊索引项的公理, 含义为: 两个连接的索引项经过无穷或操

作, 等价于两个索引项分别经过无穷或操作后再进行操作. 为方便表述, 声明 indexterm 为 natFormula 类

型. 对于任意类型为 indexterm 的一般形式索引项 R 和 R, R[i]R[i]被描述为(ior R R), 其中, ior 函数为索引

项间的 or 操作, 定义为(indexterm)(indexterm)(indexterm), 表示两个索引项经过 ior 操作仍为索引项类型. 

(ior R R)则为 Formula 类型. [ ]i R i  可被描述为(R), 类型为 Formula; [ ] [ ]i iR i R i      可被描述为 

RR, 类型为 Formula. 当两个公式都为 Formula 类型时, 使用逻辑等价操作符将其连接形成命题: 

((ior R R)(RR)). 

3   证明实例 

为验证支持索引式的 PPTL 定理证明器的实用性, 本节将选择公理系统中的两条定理: T1: keep(P)P 

○keep(P)和 ( )5 :  ( )i i
iT P keep P P     〇 ◇ 作为实例, 阐述如何在 Coq 中使用 PPTL 公理系统和 Coq 策 

略对待证定理进行交互式证明. 其中, T5 着重于含索引式公式的证明. 以下分别对两条定理的含义及应用进

行阐述, 其次, 结合代码对该定理在定理证明器中的推理证明过程进行说明. 

3.1   基本公式的实例证明 

(1) T1 的含义及应用 

PPTL 公式 keep(P)的定义为□(○ttp), 其含义为: 在区间上, 除终止状态外, 其余状态上总是有公式 P

成立. 定理 T1: keep(P)P○keep(P)重新递归定义了 keep(P): 在区间上公式 keep(P)成立, 若当前状态为

终止状态, 或者在当前状态 P 成立且下一状态 keep(P)成立. 

由于该定理具有递归形式, 不断地对 keep(P)应用此定理, 可得到 keep(P)P○P○P○2P 

○P○2P○3…, 等价符右边经整理可表示为索引式 ( ) .i i
i P    〇  进而 ,  索引式 ( )i i

i P   〇 可被 

PPTL 合式公式 keep(P)简洁地表达. 

Duan 在文献[17]中提出并证明: 对于递归方程 XQP○X, 若 X、P、Q 均为 PPTL 公式, 则该方程有且 

仅有两个解: ( ) i i
i P Q  〇 与 ( ) ( ).i i

i P Q P tt     〇 〇□  若将方程中的 X 实例化为 PPTL 公式 keep(P), Q 实 

例化为 PPTL 公式, 得到方程 keep(P)P○keep(P), 该方程在公理系统中被表述为定理 T1. 因此, 在公理 

系统中证明定理 T1, 可被应用于后续索引式 ( )i i
i P   〇 和 ( ) ( )i i

i P P tt    〇 〇□ 合式性的证明. 

(2) T1 的证明过程 

交互式的定理证明通过平台CoqIDE进行实现, 左边部分显示由用户输入的Coq代码, 右边部分在证明过

程中给出当前的证明状态. 下面结合代码说明定理 T1 在定理证明器中的推理证明步骤. 

a) 待证定理描述 

首先使用关键字 Theorem 描述 T1 定理, 表示该定理的名称为 T1, 命题被描述为 derivable(Keep p 

(Empp(Keep p))), 在该命令后, 使用一个可选命令 Proof, 使得该会话的脚本更易阅读, 此时 Coq 进入证明

模式, 结合当前的上下文和待证命题, 系统会创建一个原始目标, 在显示目标时, 用一条水平线将上下文和待

证命题上下分隔开, 用户可应用策略不断地对该目标进行拆解. 

b) 引入假设, 展开证明 

使用 intros 策略引入新的假设, 此时“p: Formula”, 即“p 为一个 Formula 类型的 PPTL 公式”便成为一个假

设, 被加入水平线上方, 用户仅需解释如何运用该假设去构造结论的证明. 

c) 引入引理 H1 

使用 assert 策略引入引理 H1: derivable(Keep p(○ttp)), 应用该策略, 可以按照相反的顺序证明两个

子目标: 当应用“assert(Q)”证明 P 时, 用户先证明 Q, 然后将其作为一个引理使用, 当前的待证子目标变为引

理 H1. 

d) 证明 H1 引理 
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使用 unfold 策略将 Keep p 按照其定义展开, 得到 derivable(□(○ttp)□(○ttp)), 此时双向蕴含符

左右两边形式完全相同, 使用策略 apply, 将公理 REF: forall (p: Formula), derivable(pp)作用于当前子目标,

即完成了 H1 引理的证明. H1 被加入水平线上方, 成为上下文中的一条假设. 

e) 引入并证明引理 H2 

同步骤(3), 引入引理 H2: derivable(Keep p((○ttp)(Emp(○(Keep p)))), 当前的待证子目标变为引

理 H2, 使用 unfold 策略对 Keep p 进行展开后, 使用 apply ALR(○ttP)策略将公理系统中的公理 ALR: 

□PP(○□P)作用于待证目标, 即完成了 H2 的证明. 

以上 5 步的证明过程及此时的上下文和待证命题如图 4 所示. 

 

图 4  定理 T1 的证明过程 

f) 使用 H2 推导 T1 

将 SUB 规则运用于 H2, 将 H2 中的子公式○ttp 替换 Empp, 该规则通过 Coq 的策略 replace(A) with 

(B)实现, 后依次使用交换律、分配率等 TAU 公理, 将 H2 变换为与 T1 相同的形式. 

g) 完成证明 

至此, Coq 提示“无更多子目标”, 即定理 T1 证明已完成, 如图 5 所示. 

h) 退出证明 

最后, 使用 Qed 命令声明证明已完成, 并使 Coq 退出证明模式. 同时, 在左侧记录证明策略的序列. 并且,

定理 T1 可被用于后续的证明中. 

Theorem T1: forall p: Formula,
derivable (Keep p (Emp p 〇(Keep p))).
Proof.
...
(接图4代码)
replace (〇tt p) with (Emp p) in H2.
replace (Emp p 〇 Keep p) with

((Emp p) (Emp 〇 Keep p)).
apply H2.
apply Equ. Apply Exc. Apply Distri_or.

apply Equ. Unfold Emp. Unfold “ ”. apply Ref.

Coq程序代码 当前证明状态

No more subgoals.

 

图 5  定理 T1 证明结束 

3.2   含索引式公式的实例证明 

(1) T5 的含义 

定理 ( )T5 : ( )i i
i P keep P      〇 ◇ 表示索引式 ( )i i

i P   〇 等价于基本 PPTL 公式 keep(P)◇. 索

引式 ( ) (0) 0 (2)1 1 2( ) ( )... ( ) ( ) () .( )..i i
i P P P tt P PP P                   〇〇 〇 〇 〇 〇 〇〇 直观的含 

义为区间为有穷区间, 且在每个非终止状态上有 P 成立. keep(P)表示在区间上, 在每个非终止状态上有 P 成 
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立, ◇表示区间存在终止状态, 因此, keep(P)◇在语义上等价于索引式 ( ) .i i
i P    〇  

(2) T5 的证明过程 

在 T1 的证明中已展示了该定理证明器对基本 PPTL 公式的证明过程, 本节将对部分基本公理和推理规则

的使用进行一定程度的省略, 重点展示对含索引式的推导步骤进行详细说明. 

a) 待证定理描述 

首先将 T5 在 Coq 中描述: 

Theorem T5: forall (p: Formula), derivable((iand(consiP p)(nextiP Emp))(Keep p◇Emp)). 

b) 展开证明, 引入引理 H1 和 H2 

当 P 为 p、Q 为、R 为 keep(P)◇时, 待证定理与推理规则 REF 的结论具有相同的结构特征, 因此引入

REF 的两条前提作为引理 H1 和 H2, 并对其进行证明, 其中, 

H1: derivable(Keep◇EmpEmp(p○Keep p)○(◇Emp)). 

证明过程使用基本公式的公理和推理规则, 在此不进行详细说明. 至此, 得到的上下文如图 6 所示. 

 

图 6  引入 H1 和 H2 后的上下文 

c) 引入引理 H3 

引入引理 H3: derivable(Keep p◇EmpEmpp○(Keep p◇Emp))derivable(Keep p◇Emp◇Emp). 

使用 split 策略将其拆分为两个子目标, 使用 apply H1 策略和 apply NXA 策略等完成对第 1 个子目标的证

明, 使用 apply H2 完成对第 2 个子目标的证明. 

d) 应用推理规则 REF 完成 T5 的证明 

此时, 对待证目标使用含索引式的 REF 推理规则, 反向推理将目标改写为 

derivable(Keep p◇EmpEmpp○(Keep p◇Emp))derivable(Keep p◇Emp◇Emp). 

与 H3 具有相同形式, 使用 apply H3 策略, 此时显示 No more subgoals. 完成定理 T5 的证明. 

e) 退出证明 

使用 Qed 命令声明证明已完成, 并使 Coq 退出证明模式. 同时, 在左侧记录证明策略的序列. 此时, 定理

T5 的正确性已被证明, 并可被用于后续的证明. 

4   总结与展望 

为了提高基于 PPTL 的定理证明方法的自动化程度, 本文开发了一个支持索引式的 PPTL 定理证明器, 设

计了该定理证明器的实现框架, 将含索引式的PPTL公理系统形式化地实现于Coq证明助手中, 并使用证明实

例验证了该定理证明器的可用性. 该半自动化的定理证明器在简化定理证明过程的同时, 也保证了证明的正

确性, 提高了证明的可读性. 
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然而, 该工作仍存在改进空间, 本文对后续工作做出以下展望: (1) 在提高证明自动化程度方面, 探索待

证公式尤其是含索引式公式的句法特征, 总结常用于该结构的公理和推理规则, 进而通过 Coq 模式匹配和条

件表达式约束, 对已有的证明策略进行组合和控制, 以创建新的自动化策略, 应用于推导中. 即使该自动化策

略未能成功完成证明, 也可为下一步的推导提供思路和方向; (2) 目前, 对于该定理证明器的使用还仅限于简

单定理的证明, 下一步的研究将针对复杂系统的性质验证展开, 以证明该定理证明器的实用性. 
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