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摘  要: 稀疏三角线性方程组求解(SpTRSV)在科学与工程计算领域是比较重要的核心计算函数, 其中基于结构化

网格构造的线性方程组是 SpTRSV 求解器经常遇到的一类问题. 在国产神威⋅太湖之光超级计算机所配备的

SW26010 处理器上, SpTRSV 求解器通常需要结合该平台的架构特点, 通过搭建一定的数据路由体系来满足各工

作线程对未知量数据的需求. 面向与结构化网格相关的稀疏三角方程组问题, 提出一套适用于SW26010处理器的

并行求解器. 该求解器在任务划分阶段将各线程的数据依赖模式限制在相对可控的范围之内, 并在无数据路由的

条件下解决线程的通信问题, 不仅消除了数据路由带来的额外通信开销, 而且适用的问题范围也不再受数据路由

规则的制约. 经测试, 针对多种不同类型的结构化网格问题, 提出的求解器框架的平均访存带宽利用率达 88.2%, 
部分问题的访存带宽可达平台峰值带宽的 94.5%(24.5 GB/s), 整体性能相比现有工作有较为明显的提高. 
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Abstract: Sparse triangular solver (SpTRSV) is an important computation kernel in scientific computing. The irregular memory access 
pattern of SpTRSV makes efficient data reuse difficult to achieve. Structured grid problems possess special nonzero patterns. OnSW26010 
processor, the major building block of Sunway Taihulight supercomputer, these patterns are often exploited during the task partitioning 
stage to facilitate on-chip reuse of computed unknowns. Software-based routing is usually employed to implement inter-thread 
communication. Routing incurs overhead and imposes certain restrictions on nonzero patterns. This study achieves on-chip data reuse 
without routing. The input problem is partitioned and mapped onto SW26010 such that threads with data dependencies are always 
connected by the register communication network. This enables direct thread communication and obviates routing. The proposed solver is 
described and it is tested over a variety of problems. In the experiments, the proposed solver sustains an average memory bandwidth 
utilization of 88.2% with peak efficiency reaching 94.5% (24.5 GB/s). 
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神威⋅太湖之光是我国自主研制的超级计算机, 浮点计算能力连续多年居世界前列
[1], 已经在诸如气象模

拟及地质分析等大型应用
[2−5]

中发挥了重要的作用.  在科学与工程计算领域, 稀疏三角方程组求解器(sparse 
triangular solver,  SpTRSV)是一个重要的核心计算函数[2,6], 而且往往是应用的性能瓶颈

[7]. 神威⋅太湖之光的

主要计算部件是国产SW26010处理器. 在该处理器上, 受架构的制约并非所有线程相互之间都能够进行通信. 
然而 SpTRSV 为追求高度的并发性又必须将任务划分到不同的工作线程, 其间线程不可避免地需要交换方程

组的未知量信息. 在 SW26010 处理器上, 如何在任务划分和线程通信之间找到一个平衡点是 SpTRSV 求解器

需要面对与解决的关键问题. 针对模板计算(stencil computation)中与结构化网格有关的方程组问题, 现有方

案[8,9]主要通过利用结构化网格的信息, 在尽量契合 SW26010 处理器架构特点的条件下对问题进行划分. 对
于无法满足平台架构约束的线程通信, 现有研究多以软件形式建立数据路由机制来解决.  数据路由会增加线

程通信的开销, 同时框架的适用问题范围也会在一定程度上受路由规则设计的影响. 本文面向结构化网格相

关的稀疏方程组问题, 基于 SW26010 处理器平台提出一套并行 SpTRSV 求解器框架, 在不引入数据路由的前

提下解决线程的通信问题. 

1   背景介绍 

1.1   稀疏三角方程组问题 

为方便本文假设矩阵以 CSC 格式
[10]

存储(SpTRSV 在预处理阶段可按算法的需求任意排布矩阵非零元数

据, 矩阵的存储格式对算法而言几乎没有影响), 稀疏上/下三角方程组求解过程类似, 本文以下三角方程组为

例进行介绍. 算法 1 是串行求解器的伪代码, 其中, I 代表每列的起始存储位置, J 和 A 分别为非零元的行号以

及数值, A[ω]是每一列的对角项. 数组 B 用于存放问题的初始右端项以及 终解. SpTRSV 每进行一次浮点乘

加运算(第 6 行)需要访问 4 个操作数, 属典型的访存密集型(memory-bound)算法. 
算法 1. 稀疏下三角方程组求解过程. 
CscBacksub(I[N+1],J[*],A[*],x[N]) 
01   for p=0 to N−1 do 
02       ω←I[p] 
03       x[p]←A[ω]−1x[p] 
04       for q=I[p]+1 to I[p+1] do 
05           δ←J[ω+q] 
06           x[δ]←x[δ]−A[q]x[p] 
07       end 
08 end 
当作为不完全 LU 矩阵分解(ILU(k))[11]

预条件子的一部分时, SpTRSV 在每个迭代步中会多次复用分解得

到的矩阵
[12]. 因此在实际应用中允许对矩阵非零元进行一定的处理(称为预处理), 为后续求解提供便利. 一

般情况下, 预处理的开销计入总迭代时间, 由所有 SpTRSV 的调用均摊(amortized)[13]. 

1.2   分层调度(Level Scheduling)算法 

目前 SpTRSV 主流的并行算法以分层调度算法
[14,15]

为基础, 该算法将构成线性方程组的方程视作任务依

赖图(task-dependency graph, TAG)的顶点, 将非零元所决定的未知量依赖关系看作调度图上的有向边. 图 1 是

任务依赖图的一个例子, 其中顶点 1−4 对应等式 E1−E4, 有向边 a−e 则代表它们之间的未知量依赖关系. 由于

任务依赖图是无环的, 按未知量依赖关系对任务依赖图的顶点进行拓扑排序可划分得到若干任务集合. 集合

内部的顶点(方程)之间不存在任何未知量依赖关系, 因此可并行进行求解. 分层调度算法(伪代码如算法 2 所

示)利用该特性将每个任务集内部的顶点(方程)分配到当前可用的线程资源上进行求解(算法 4−6 行), 每当一

个任务集的处理工作完成之后算法会发起全局的线程同步操作(算法第 9 行)以确保当前计算结果(算法第 7 行
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向内存写入的 x[sij])对其他线程可见, 从而防止线程访存顺序的不同对计算结果产生影响. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  方程组 E1-E4 以及它们的任务依赖图 
算法 2. 分层调度算法的伪代码. 
Level Scheduling (I[N+1],J[*],A[*],x[N]) 
01 Generate the set S of super-tasks. 
02 foreach super-task Si∈S do 
03  parallel foreach row sij∈Si do 
04   foreach off-diagonal A[γ] on row sij do 
05    x[sij]←x[sij]−A[γ]×x[γ]. 
06   end 
07   x[sij]←A[I[sij]]−1 x[sij]. 
08  end 
09  global thread synchronization. 
10 end 

1.3   SW26010处理器 

神威⋅太湖之光的主要计算部件是国产 SW26010 处理器.  该处理器采用异构众核架构, 由 4 个独立的核组

(core group, CG)组成, 图 2 是其硬件架构的示意图. 核组间通过片上网络(network on chip, NoC)互联. 每个核

组包含运算控制核心(MPE, 主核)以及一个以 8×8 阵列结构的核簇(CPE cluster, 从核组). 核组的内存访问通

过集成内存控制器(iMC)进行, 从核随机访存操作的延迟较高
[16]. 在存储器层次方面, 主核配有独立的数据和

指令缓存体系, 从核配备指令缓存体系(一级 16 KB, 二级共享 64 KB), 并提供 64 KB 高速可重构存储空间

(LDM). 从核可通过直接内存访问模式(direct memory access, DMA)对主存中连续的数据区域进行操作, 在大

粒度条件下 DMA 访存的带宽可接近平台访存带宽的峰值
[17]. 

从核阵列由二维环面网格状的寄存器通信网络连接, 处在同行或同列的从核可通过该网络互相传递数

据, 数据的传输以 32 字节为单位. 寄存器通信的发送与接收分别为两条独立的指令, 从核程序要在发送方(接
收方)从核各执行一次相应的发送(接收)操作才能完成数据包的传递. 从核已发送但尚未接收的数据包将被临

时存储于接收方从核的寄存器通信缓冲队列, 该队列 多可容纳 13 个数据包. 发送(接收)数据包时发送方(接
受方)从核会阻塞直至相应队列有足够空间容纳所发送的(存在未被接收的)数据包. SW26010 处理器配备独立

的行列通信总线和缓存队列, 从核在行列方向上的寄存器通信彼此独立. 

1.4   研究现状 

分层调度算法线程全局同步操作的开销较大, 部分研究采用点对点同步等替代机制来实现类似的功能来

缓解全局同步的开销问题
[18−20], 部分工作对冗余的点对点同步操作进行了优化

[13]. 分层调度算法求解过程

中由 x[sij]引起的离散访存次数较多, 算法数据局部性不好. 针对这个问题, 部分研究放弃了该算法的问题划

E1: l1x1=b1 

E2: l2x2=r2−ax1 

E3: l3x3=r3−bx2 

E4: l4x4=r4−cx1−dx2−ex3 
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分模式, 转而以按硬件特点构造的性能模型为导向, 通过模型预测结果来选择性能较优分块方案, 目前在

GPU 平台已经取得了较为良好的效果
[21,22]. SW26010 处理器离散访存的延迟较高, 相关研究大多从访存优化

的角度开展工作, 其中具有代表性的工作是 swSpTRSV 求解器
[8]
以及针对结构化网格问题 SpTRSV 求解器(本

文简称 GridSpTRSV)[9], 它们在各自的任务划分体系下, 通过软件形式复用 SpTRSV 的未知量数据, 从而实现

减少从核离散访存的目的.  

 

图 2  SW26010 处理器的架构示意图 

swSpTRSV 将一部分 LDM 设置为变量 x[p]的临时缓冲空间, 在计算 A[q]x[p]之前会首先尝试查找并复用

缓冲区内的 x[p], 若查找失败就从内存读取 x[p]并放入缓冲区以备重用, 并设置了相应的数据丢弃规则来应对

缓冲区空间不足的情况. 该方法适用一般意义上的稀疏方程组问题, 其数据复用规则没有利用与结构化网格

相关非零元分布规律, 所以在处理这类问题时访存较多, 数据复用的比例不高. 通信方面 swSpTRSV 建立了

点对点的通信网络来满足线程的通信需求, 其中部分从核负责根据设定的数据路由规则来转发其它从核的寄

存器通信. P2P 网络中数据在抵达目标从核之前需要经过多次中间转发, 中转产生的时间开销较大, 且网络中

提供路由功能的从核也无法参与计算, 这些都对求解器的性能有比较负面的影响. 
为了改善未知量数据的复用比例, GridSpTRSV 转而以矩阵非零元分布为依据对问题进行划分, 之后再根

据从核对数据需求以及方程未知量的分布情况, 有针对性地去规划从核的数据路由路径. 在这种模式下该工

作不仅可以通过发掘问题非零元的分布规律来提高未知量的数据复用比例, 而且数据路由的规则比较简单, 
从核可在求解方程的同时进行数据的转发操作, 路由不会占用从核的计算资源. 相对于上一个工作, 虽然

GridSpTRSV 框架的执行效率有了明显提高, 但受限于数据路由规则的特殊性, 仅支持三维 7 点格式以及 27
点格式等几种特定类型的问题, 而且时常需要根据问题类型对数据路由路径的设置进行调整. 

本文面向 SW26010 处理器上结构化网格问题, 提出一套全新的 SpTRSV 并行求解器, 在数据复用的基础

之上将从核通信的因素纳入了考虑的范畴. 在本文的任务划分体系下, 无论问题的网格类型, 从核始终都表

现出完全相同的数据依赖关系. 这使得本文能够通过一定方式在无数据路由的条件下满足所有从核线程的未

知量数据需求. 本文在解决通信问题时实现了未知量数据的完全复用, 访存仅包含稀疏矩阵本身以及问题的

输入输出, 全局访存量在满足某些条件假设的情况下为 SpTRSV 问题的理论 优访存量. 借助通信以及数据

复用上的优化, 本文在效率上相比已有方案有较大幅度的提高. 

核组

SW26010 处理器
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2   主要贡献 

本文试图通过数据复用来完全消除在右端项累加运算(算法 1 第 6 行)中由 x[p]引起的离散访存, 在该限制

条件下寄存器通信是从核获取未知量信息的唯一途径. 目标是让从核不经转发就能交换 x[p], 这就要求在求

解过程中 x[p]数据的供给方与接收方之间在寄存器通信网络上必须始终存在一条可行的通信路径, 对框架的

任务划分策略提出了比较高的要求. 如何在满足寄存器通信约束条件的前提下寻找各方面兼顾的划分策略是

整个求解器设计的核心同时也是难点所在. 

2.1   任务划分 

本文将框架任务划策略分视为一个和任务依赖图(记为图 G)的顶点有关的函数 T, 函数 T 给每个顶点指定

一个标签(取值范围 0−63), 表示该顶点(计算任务)的所属从核线程. 函数 T 将任务依赖图的顶点划分成了若干

互不相交的子集, 分别表示 64 个从核线程在并行阶段负责求解的方程以及它们所要存储的未知量信息(x[p]). 
在函数 T 的基础上构造一个新有向图 HG,T, 其顶点集和有向边集合如下: 

,( ) { ( ) | ( )},G TV H T u u V G= ∈
 

,( ) { ( ) ( ) | ( )}.G TE H T u T v u v E G= → → ∈  

如将图 HG,T 的顶点视为参与计算的从核, 那么从顶点 T(u)到顶点 T(v)的有向边(T(u)→T(v))表示由从核

T(v)负责求解的方程与由从核 T(u)负责计算的方程之间存在未知量依赖关系, 从核 T(v)在求解过程中需要使

用从核 T(u)的计算结果, 因此从核 T(u)与从核 T(v)在寄存器通信网络上必须存在一条通信路径. 
从核环面网格状的寄存器通信网络本身也可被视作为一个有向图. 本文将其记为图 0 8 8R K K= , 其中, Kn

代表 n-完全图,符号 为图笛卡尔乘积运算(graph Cartesian product)). 倘若在某种划分方式下图 HG,T 与图 R0

形成子图同构关系, 那么在 HG,T 和 R0 之间存在从集合 V(HG,T)到集合 V(R0)的同构映射函数, 使得图 HG,T 中的

顶点在映射后在图 R0 中仍保留原有的邻接关系(若 S 是从 HG,T 到 R0 的同构映射函数 , 对任意两顶点

p,q∈V(HG,T), 如果 p→q∈E(HG,T)成立, 那么, S(p)→S(q)∈E(R0)也成立). 若同构映射的形式已知, 可据此将负责

计算的线程(V(HG,T))与物理从核(V(R0))之间进行对应, 使得在求解过程中从核之间的寄存器通信路径(E(HG))
始终保持在寄存器通信网络支持的范畴(E(R0))之内, 在满足从核数据需求的同时避免对 x[p]数据进行二次转

发. 综上, 本文在任务划分阶段实际上要解决两个子问题: 假设待解问题的任务依赖图确定, 首先要寻找一

个划分函数 T, 在该函数所确定的划分方案下图 HG,T 与图 R0 之间必须形成子图同构关系, 而后需要找到从图

HG,T 到图 R0 的同构映射函数, 以 终确定计算任务所在的从核. 
本文首先固定待解问题的方程编号(记为 r)与三维空间坐标之间的线性对应关系: 

( ), , ,XYZF x y z zXY yX x= + +
 

1  mod ,   mod ,)  ( ,XYZ
r rF r X Y
X XY

r− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中, XYZ 为线性对应关系的参数, 它们的乘积要不小于稀疏矩阵的总行数. 由于方程组与其任务依赖图之间

存在相互对应关系, 通过方程组的行号映射 FXYZ 自然也把任务依赖图嵌入
[23]

到了三维空间当中, 给任务依赖

图中各顶点赋予了几何意义, 因此可以在各顶点之间定义几何意义上的距离. 本文约定顶点间的距离( ⋅ )为它

们对应坐标点之间的 L1 范数距离, 采用如下 T′作为框架的任务划分函数: 

( )

( ) ( , , ) ,

max ( ) sup , , ,
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其中, BY 是决定分块大小的参数, 需要满足右端的限制条件. 从函数 T′的表达式可知对图 HG,T 中任意顶点, 如
下不等式成立: 
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如果用有向边将图 ,G TH ′中所有满足上述不等式关系的顶点连接起来(不再重复添加 E( ,G TH ′ )中已经存在

的有向边)可得到图 ,G TH ′的一个超图 *
, .G TH ′  该超图在定义上与含有 64 个顶点且步长为 1 循环图(记作 1

64Ci )等

价. 因为图 1
64Ci 与图 R0 之间存在子图同构关系(如图 3 所示), 图 ,G TH ′自然也与 R0 形成子图同构关系(同构映

射与 *
,G TH ′ 相同), 因此以函数 T′对问题进行划分满足框架对线程通信的要求. 本文按图 1

64Ci 的形式将从核组 

织成了如图 3 所示的结构, 图中数字表示物理从核对应的逻辑线程编号. 每个逻辑线程(记为 t)对应一个前驱 

线程( ( 1) mod64t t− ≡ + )以及一个后继线程( ( 1) mod64t t+ ≡ − ), 图中的箭头表示了它们相互之间的通信关系. 

  

图 3  从核的逻辑组织结构 

2.2   数据存储 

本文在任务划分阶段将方程组的任务依赖图划分成了 64 个子区域(如图 4 所示), 每个子区域内部又按其

顶点的 Z 轴坐标将它们切分为更小的问题单元(如图 5 虚线框所示), 从核依照顶点的 Z 轴坐标依次计算各单

元内部方程的未知量. 为消除依赖关系, 每当得到一个未知量 x[p], 从核要从其他相关的变量 x[δ]中减去相应

的数值 A[p]x[q], 以此消除方程组内部与 x[p]有关的数据依赖关系. 为减少 x[δ]引起的内存访问, 本文在从核

LDM 设置了用于临时存储 x[δ]的缓冲空间, 从核 x[δ]数据的分布与对应方程的划分方式相同. 从核在试图修

改变量 x[δ]时有两种可能的情况: 如果 x[δ]位于当前从核缓冲区内, 从核则直接对其进行操作; 若 x[δ]不在缓

冲区内, 解决方案是通过寄存器通信向变量 x[δ]所在的从核发送 x[p]的数据, 由后者负责 A[p]x[q]的计算并修

改相应的 x[δ]. 而这要求提供较为完善的通信规则, 使从核能够在寄存器通信上保持协调一致, 相关内容本文

将在下一节介绍. 
假设当前问题单元内部各顶点的 Z 轴坐标为 z, 单元内从核所修改的 x[δ], 其对应顶点的 Z 坐标一定不超

过 z+R(G), 否则, 在调度图内就会存在距离大于 R(G)而又相互依赖的顶点, 这与前文的定义是相矛盾的. 结
合这个特点, 将从核变量 x[δ]的缓冲空间分割成了(R(G)+1)个容量为 XBY 的缓冲区(如图 5 所示), 它们在逻辑

上构成类似环状队列的数据结构, 分别用于暂存子区域内部 Z 轴坐标在 z 到 z+R(G)之间的 x[δ]变量, 缓冲区

的初值设置为方程组的输入右端项, 通过这种方式将变量 x[δ]引起的全局访存全部转化成了针对 LDM空间的

访存操作, 从核只有在访问矩阵和输入(输出)右端项时会进行全局访存操作, 框架的全局内存访存量为理论

优. 

2.3   未知量计算 

为便于对从核寄存器通信进行管理, 本文将从核对问题单元(记为 Pz)处理分解成了以下基本操作, 图 6在
任务依赖图展示了它们的作用的方程及未知量依赖关系. 
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图 4  框架任务划分的示意图                 图 5  用于存储临时 x[δ]的环状队列 

 
图 6  从核 REC、SEND 以及 SOLVE 操作处理的未知量依赖关系 

REC(T,x): 当前线程(其编号记为 t)从前驱或后继线程对应的寄存器缓冲队列中读取所有 X 轴坐标为 x 的

右端项 x[q] (图中左侧(t−)或右侧(t+)的蓝色顶点), 然后消除由线程 t 负责的子区域内所有与 x[q]有关的未知量

依赖关系(图中左侧(t−)或右侧(t+)的蓝色有向边), 若 T=t−, 在 REC 阶段从核线程 0 不进行任何操作. 
SEND(T,x): 假设 Pz 内部各方程的 Y 轴坐标取值在 y 到 y+BY 之间, 当前线程在 SEND 阶段将以右端项的

Y 轴坐标的大小为序向前驱或后继线程发送单元内部 X 轴坐标为 x, 且 Y 轴坐标在以下区间内的右端项: 

)( ), , ,Y Yy B R G y B T t++ − + =⎡⎣  
), ( ) ,� .y y R G T t−+ =⎡⎣  

若 T=t+, 编号为 Y/BY 的从核线程在 SEND 阶段不执行任何操作. 
SOLVE(p): 如果当前线程尚未求解方程 p, 根据矩阵的对角元素计算 x[p] (图中的橙色顶点), 并消除由线

程 t 负责的子区域内所有与 x[p]有关的未知量依赖关系(图中的橙色有向边). 
在上述基本操作的框架下, 从核对问题单元的处理流程见算法 3a、3b 所示. 其中, 算法 3a 是子函数

ResolveDep 的定义. 指定单元内部的任意方程(e),  ResolveDep 会根据方程组的 R(G), 以递归的形式遍历并

求解单元内部与方程 e 存在依赖关系的方程(d). 若方程 d 位于问题单元的边界, ResolveDep 在求解之前会首

先通过 REC(t−,x)操作的执行次数(Rx)来判别当前在前驱线程内部是否仍然存在与方程 d 有关的未知量依赖关

系. 基于 ResolveDep 函数, 算法 3b 首先按方程的 X 轴坐标依次遍历单元内部的方程, 遍历过程中未知量数据

的发送顺序与后继线程 REC(t−,x)阶段的接收顺序保持一致. 单元的处理完成后从核会向其前驱发送必要的未

知量信息, 发送顺序同样与前驱 REC(T+,x)阶段保持一致. 在整个单元的遍历过程中从核 Send 阶段的寄存器

通信总量为 2R(G)⋅X. 
算法 3a. 问题单元内部消除未知量依赖关系的步骤. 
ResolveDep (Pz,Rx,e) 
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01 procedure ResolveDep (Pz,Rx,e) 
02   foreach vertex d≠e in Pz with 
03    ‖d,e‖≤R(G)∧FXYZ(d)<FXYZ(e) do 
04       while Rx<min(dx+R(G),X) do 
05         REC(t−,Rx); Rx←Rx+1; 
06   end 
07       ResolveDep(d); SOLVE(d); 
08   end 
09 end 
算法 3b. 从核问题单元的遍历求解步骤. 
SolveUnit(Pz) 
01 Rx←0 
02 for x=0 to X−1 do 
03   foreach vertex e∈Pz with ex=x do 
04     ResolveDep(Pz,Rx,e); SOLVE(e); 
05   end 
06   SEND(t+,x) 
07 end 
08 if there are dependencies from t+ to t in G then 
09   for x=0 to X−1 do 
10     SEND(t−,x); REC(t+,x); 
11   end 
12 end 

2.4   数据预处理 

若方程组不变, 任务划分后单元内部各未知量依赖关系的计算顺序是确定的, 因此从核对稀疏矩阵元素

的访存顺序也是固定的. 求解器可据此对它们进行重排来给从核的 DMA 访问提供便利. 预处理阶段, 记录非

零元的访问顺序, 得到一个索引数组 s, 之后再进行相应的重排序操作. 预处理阶段以访存操作为主, 其中前

一阶段访存为数组 I,J 及 s, 后一阶段为数组 s 和 A, 预处理操作期间的访存总量接近两次主核 SpTRSV 的规

模, 因此本文以两次主核 SpTRSV 的时间作为预处理步骤的近似开销, 并由此估算预处理对整体加速性能的

影响. 
若将主核和从核 SpTRSV 的时间分别记为 T0 和 T1, 设 n 为应用迭代过程中从核 SpTRSV 函数的调用总次

数, 框架 SpTRSV 的整体加速比(θ)满足如下等式: 

0

0 1

,
2 2

nT n
T nT n

φθ
φ

= =
+ +

 

其中, 0 1/T Tφ = 是单次从核算法的加速比. 结合实测得到的性能数据(φ≥24, 详见实验部分), 只要从核

调用次数足够多(n≥20), 预处理开销均摊后, SpTRSV 仍可实现较为可观的整体加速效果(如图 7 所示). 

3   实验测试 

3.1   实验设置 

本文选取包括 7点和 13点[2,6,24]
在内的一些比较典型模板格式, 自动生成不同规模的问题实例对 SpTRSV

求解器进行测试, 图 8 是测试问题经 ILU 分解后未知量依赖关系的示意图. 实验的对象为主核及从核版本的
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SpTRSV, 测试问题的规模从 1283 逐步增长至 3203, 执行时间取 100 次测量的均值. 本文以从核访存带宽和主

从核加速比作为框架性能的主要评估依据. 访存带宽的计算以稀疏矩阵本身以及问题输入输出右端项之和作

为基准访存量. 峰值访存带宽取 Stream 测试
[25]

的峰值
[8], 具体约为 26 GB/s. 

 
图 7  SpTRSV 调用次数与整体加速效果的示意图 

 
图 8  测试问题经 ILU 分解后依赖关系的示意图 

3.2   实验结果 

经测试, 本文提出的 SpTRSV求解器算法的访存带宽介于 20.41−24.57 GB/s之间, 带宽随着问题规模的扩

大而逐渐增长, 表 1 列举了详细测试带宽数据. 测试问题平均访存带宽利用率约为 88.1%, 对于 33 点格式问

题, 框架实测访存带宽可达到带宽峰值的 94.5%. 从核版本相比主核实现了 24.2−29.1 倍的加速, 图 9 和图 10
是测试问题主从核加速效果的对比. 如果问题的类型固定不变, 即便忽略算法稀疏矩阵的访存, 从核通信的

数据量(64⋅2R(G)XZ)相比问题右端项的访存量(2XYZ), 其占比(64R(G)⋅Y−1)随着问题规模的增长也越来越少, 
故算法实际的性能越来越好. 比如表 1 中第 1 行 7 点格式(ILU0)类型的问题, 在问题规模为 1283 时, 框架的访

存带宽为 20.41 GB/s, 而当规模变为 3203时框架的访存带宽上升到了 22.92 GB/s, 相比有约 12%左右的性能提

升. 在其他问题的测试中, 本文也可观察到类似的规律. 
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表 1 性能测试的访存带宽数据(GB/s) 
问题类型 R(G) 1283 1923 2563 3203 

7 点格式(ILU0) 1 20.41 21.80 22.60 22.92 
13 点格式(ILU0) 2 21.17 22.37 22.81 23.03 
19 点格式(ILU0) 2 21.23 22.73 23.41 23.50 
7 点格式(ILU1) 2 21.87 23.41 23.87 23.93 

27 点格式(ILU0) 2 22.55 23.78 24.24 24.43 
33 点格式(ILU0) 2 22.82 23.94 24.51 24.57 

 
图 9  7 点(ILU0)、13 点(ILU0)以及 19 点(ILU0)类型问题的加速效果对比 

 
图 10  7 点(ILU1)、27 点(ILU0)以及 33 点(ILU0)类型问题的加速效果对比 

3.3   对比分析 

针对测试问题, 目前性能 好的 GridSpTRSV 的平均带宽利用率为 79.7%, 而本文的带宽利用率可达

88.1%, 在访存带宽上有约 1.5 GB/s 的提升. GridSpTRSV 的任务划分主要针对 7 点和 27 点格式的问题而设计, 
如果方程组的任务依赖图在非对角方向存在有向边, 在该工作的数据路由体系下难以做到高效的线程通信. 
本文的方法虽然会耗费一定的 LDM 空间, 但通信不受数据路由问题的制约, 对任务依赖图没有特殊的要求. 

针对同一方程组问题, GridSpTRSV 和本文在求解阶段中间结果的数据规模均为 O(R(G)⋅XY), 所以可供调

度的从核空间越多, 能够处理的问题规模就越大. 本文将 x[δ]平均分配到了各从核的 LDM 空间当中, 理论上

这种分配方式可调动核组的全部 LDM 空间. 而在 GridSpTRSV 中只有一部分从核负责存储 x[δ]的中间结果, 
故框架能处理的问题的规模就比较有限. 例如, 就 33 点格式类型的网格而言, 该工作要求网格在 X-Y 轴方向

满足 XY≤2002 的约束条件, 而本文可将该约束条件放宽至 XY≤4002. 而且对于二维的方程组问题, 本文可在

Y-Z 方向(以 F1XY 作为线性化对应关系)进行任务划分, 从而打破框架在 X-Y 轴方向上的限制. 本文的方法已经

被应用到了二维磁场重联问题的数值模拟研究
[26]

当中 , 取得了较为显著的加速效果(测试问题的规模为

1920×1920, 使用 16 个进程计算, 测试过程中总计 1 224 次 SpTRSV 调用, 应用的整体加速比为 11.2×). 

7 点格式(ILU0) 13 点格式(ILU0) 19 点格式(ILU0)

33 点格式(ILU0)27 点格式(ILU0)7 点格式(ILU0) 
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4   结  论 

本文面向与结构化网格相关的稀疏线性方程组问题, 基于 SW26010 处理器平台设计了一套并行 SpTRSV
求解. 本文利用结构化网格提供的几何信息, 通过特定的任务划分以及线程排布方式, 在不采用数据路由的

前提下解决了从核线程未知量数据的传递问题. 在此基础上线程通信得以大幅简化, 实测数据也说明通信层

面的优化的确能够带来比较明显的性能提升. 在设计上本文的工作只对从核的存储空间有一定的要求, 线程

通信的方式也比较单一, 因此适合于类似 GPU 这种在各计算单元(流处理器)间缺少有效通信机制的平台. 然
而 GPU 与 SW26010 处理器的架构差异明显, SpTRSV 在任务划分和算法设计层面需要额外考虑 GPU 平台在

硬件调度及访存等方面独有的特性, 这些都是下一步工作中需要深入研究和探索的问题. 
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