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摘　要: 点在球面多边形内的判定计算, 在全球数据处理中有大量的需求. 为此, 提出一种基于六边形的自适应层

次网格, 克服了已有六边形层次网格难以自适应划分组织的不足, 并应用于点在球面多边形内的判定. 首先, 基于

正二十面体对球面进行均匀划分, 形成初始网格. 然后, 根据球面多边形的边与六边形网格的相交情况, 对六边形

网格单元进行自适应的细分处理, 形成层次化的网格, 使得各个没有细分的单元不包含或仅包含少量的多边形的

边, 并预计算这样单元本身或其中心点位于多边形内/外的属性. 在此, 记录相邻层次的六边形网格之间关联的点边

面的拓扑结构, 由此可快速地从初始网格检索到没有细分的网格单元. 对于一个测试点, 检索到其所在的没有细分

的六边形单元, 再依据该单元关于多边形的局部情况即可判定该测试点是否位于多边形内. 实验表明, 所提方法较

以往方法具有更稳定而高效的判定性能.
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Abstract:  Point-in-spherical-polygon  tests  are  highly  required  in  global  data  processing.  For  this  reason,  this  study  proposes  an  adaptive
hexagonal  hierarchical  grid,  which  overcomes  the  difficulty  of  existing  hexagonal  hierarchical  grids  in  adaptively  subdividing  grid  cells,
and  applies  it  to  point-in-spherical-polygon  tests.  First,  the  initial  spherical  hexagonal  grid  is  built  by  uniformly  partitioning  a  sphere  using
a  regular  icosahedron.  Then,  hierarchical  grids  are  constructed  by  adaptively  subdividing  hexagonal  cells  according  to  whether  a  grid
contains  many  polygon  edges.  As  a  result,  the  cells  not  subdivided  contain  no  or  only  a  few  edges,  called  leaf  cells.  Finally,  pre-
computing  is  performed  to  determine  the  location  attributes  (inside/outside  the  polygon)  of  such  cells  or  their  center  points.  In  the
hierarchical  structures,  the  topologies  of  related  points,  edges  and  faces  between  adjacent  hexagonal  grid  levels  are  recorded,  by  which  the
leaf  cells  can  be  quickly  located.  For  a  test  point,  the  leaf  cell  containing  it  is  found  quickly,  and  then  whether  it  is  located  in  the  polygon
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is  determined  according  to  the  local  situation  of  the  cell.  Experimental  results  show  that  the  proposed  method  has  more  stable  and  efficient
performance than the existing methods.
Key words:  hexagonal grid; spherical; adaptive; point-in-spherical-polygon test
 

1   简　介

全球数据处理以虚拟球体表达作为参考模型对地理空间数据进行组织、分析和可视化. 它在空间探索、移动

通讯、网络监控、环境监测、天气预报等诸多领域中应用广泛, 其高效计算日益重要. 点在球面多边形内的判定

是全球数据处理中的基础操作, 其效率的高低对于上层应用的性能有很大影响. 实际应用中, 球面多边形通常具有

较多的边, 而相关的被测点也很多. 这些因素再叠加上球面本身非欧氏空间的性质, 使得点在球面多边形内的高效

判定是一个极具挑战性的问题.
尽管平面上的点在多边形内的判定已有很多研究, 但它们不能直接在球面的非欧氏空间使用. 虽然可以通过

投影方法将球面多边形转换到平面, 进而使用平面上的检测算法, 但投影会使多边形的边产生形变, 继而导致判定

错误 [1]. 球面 ray-crossing方法 [2]将平面上的经典 ray-crossing方法 [3]移植到球面空间, 以球面弧段代替直线段进行

求交计算, 能够避免因投影导致的问题. 但它每次判定都需要检测多边形所有的边, 因而速度很慢. 平面上基于空

间划分的加速策略, 如均匀网格 [4,5], 也可用于球面的处理, 它们首先定位被测点所在单元, 然后将判定操作局限在

被定位的单元及其附近几个单元内, 可大幅提高判定速度, 但由于球面为非欧空间, 其表面的划分与组织比平面上

的相关处理更加复杂, 计算开销不小.
经纬度网格和六边形网格是目前使用最为广泛的两种球面空间划分结构. 经纬度网格依据经度和纬度的数值

范围的均匀划分来形成网格. 其创建简单、便于基于经纬度的数值进行快速的网格单元的检索, 很早便在地理信

息等领域得到广泛使用 [6]. 但这种网格结构的单元大小随纬度变化, 特别是在极点处会出现聚集为一点的奇异情

况. 这严重影响多边形的边在网格单元内的分布, 使得一些本应细分的单元不再细分, 会包含过多的边, 因而影响

判定效率.
六边形网格是近年来得到广泛关注和使用的球面划分结构 [7−9], 因为各个正六边形网格单元对应的球面区域

是大小一致的, 可有效避免经纬度网格的那种单元大小不均衡对局部化操作的影响. 目前球面六边形层次网格的

生成方法均首先创建初始正多面体, 随后在该正多面体的各个平面片上建立平面六边形层次网格, 最后将平面六

边形层次网格投影到球面得到球面六边形层次网格. 这类方法均需在每层相对于整个球面进行细分, 因为细分的

下一层网格中的六边形单元, 有的单元所覆盖的球面区域属于上一层网格中多个六边形单元的球面覆盖区域. 这
使得层次化六边形网格的管理比较复杂, 分辨率较大的层次将包含大量的单元. 因此, 在实现中通常并不存储球面

单元顶点的实际几何坐标, 而是对各个单元进行编码, 根据单元的编码即时计算其顶点坐标 [10]. 但由于计算过程

中的投影操作通常会涉及三角函数计算, 因此速度较慢, 严重影响判定速度.
本文提出一种新的基于六边形的自适应层次网格组织方式, 简称 AMH (adaptive multi-level hexagons), 它记录

单元顶点坐标位置, 并且对于相邻层次的六边形单元, 记录它们之间相关联的点、边、面拓扑结构, 由此实现层次

结构中由粗到细的检索. 如此, 我们无需在平面片上建立层次结构再投影回球面, 无需细分各个层次上的所有六边

形网格, 也无需全局性的编码处理, 可自适应地优化局部处理, 提升处理效率. 具体地, 我们先基于正二十面体创建

初始全球六边形网格, 随后只对包含较多多边形的边的网格单元进行局部的迭代细分, 形成层次化网格, 使得各个

没有细分的单元 (称为叶子单元) 不包含或只包含少量的边. 于是, 对于一个测试点, 先基于我们的层次结构快速

找到包含它的叶子单元, 再根据该单元相关的多边形局部情况, 即可判断该测试点是否位于多边形内. 为提高非空

叶子单元内的局部计算的效率, 我们依据文献 [1] 的工作, 先预计算各个非空叶子单元的中心点是否位于多边形

内的属性, 然后在检测时, 将测试点与其所在的叶子单元的中心点进行连线, 统计该线与该单元内的多边形的边的

相交情况, 即可完成检测处理. 图 1为本文方法的工作流图. 图中, 蓝色实线为球面多边形, 灰色粗实线和灰色细实

线分别为第 1层和第 2层的网格边框. 绿色和红色单元分别为位于多边形内和多边形外的单元. 黑色单元为非空
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单元, 它们位于多边形内和多边形外的中心点分别以绿色和红色点表示. Q1 和 Q2 为 2个测试点, 其属性分别通过

其所落入的叶子单元本身的属性和单元中心点属性获得.
  

自适应球面六边形层次
网格结构

预计算叶子单元本身或
单元中心点在多边形内

/外的属性

根据叶子单元预计算信
息确定被测点在多边形

内/外的属性

Q1

Q2

图 1　本文方法的工作流程图
 

得益于六边形网格的均衡性, 我们基于 AMH 的方法可稳定地处理球面上各处的计算, 并由于 AMH 可局部

自适应地优化处理, 节省了大量的全局性计算, 我们方法可很好地提高计算效率. 实验结果显示, 相比于目前最快

的基于层次经纬度网格的判定算法 [1], 基于 AMH的判定方法能够对具有不同特征的多边形保持稳定的判定效率,
特别是对于具有较长边以及靠近极点的多边形, 其效率提升更加明显. 而相比于基于目前业界流行的六边形层次

网格索引方法 H3[11]的点在球面多边形内的近似判定实现, 本文方法的判定效率可提高 3.0倍, 并且为精确判定.
本文第 2节简述相关工作. 之后在第 3节声明一些必要的定义和约定. 在第 4节和第 5节分别详述基于六边

形的自适应层次网格和基于它的点在球面多边形内的判定方法. 在第 6节的实验结果与分析之后, 在第 7节进行

总结. 

2   相关工作
 

2.1   经纬度网格

经纬度球面网格利用经线和纬线在球面上进行分割构成网格. 它分为等角经纬度网格和等积经纬度网格两

种 [12]. 等角经纬度网格对经纬度按照固定的间隔进行划分. 其优点是便于实现, 因而被广泛采用 [13]. 其缺点是网格

单元的面积和形状随纬度变化, 这不但会降低多分辨率数据操作的准确性和处理效率, 而且还会导致高纬度地区

的数据冗余. 为此, 人们提出使用等积经纬度网格, 在同一层次上使用面积近似相等的单元 [14,15]. 但这种结构难以

进行层次化组织, 近邻搜索复杂. 在工程应用中, Google 的 Google Earth[16], NASA 的 World Wind[17], 微软的

Virtual Earth[18]均采用经纬度球面网格, 但这些应用更侧重于可视化, 对空间数据的组织与分析支持不多. 

2.2   六边形球面网格

六边形球面网格是一种重要的球面划分结构, 是数字地球 [19]的核心结构——离散全球网格系统 (discrete
global grid system, DGGS)的一种重要类型. 全球六边形网格将球面离散化为无缝无叠的多分辨率六边形网格层

次结构, 球面信息被指派到其位置对应的网格单元内, 借助于网格结构的层次性和均匀性, 实现球面信息的高效组

织、存取与处理. 其创建过程遵循 DGGS 的通用创建过程, 即首先创建拟合球体的初始多面体, 然后将初始多面

体的平面片进行细分形成多分辨率的平面单元, 再通过投影将平面单元映射到球面形成球面单元. 此外, 还需要设

置单元的索引机制以便于实现对单元的查询访问. 目前已有多种全球六边形网格结构, 其区别主要在于多面体初

始化、细分方法和单元索引方法等方面 .  六边形层次网格的初始多面体通常为正八面体 [ 20−22 ]或正二十面

体 [23,24]. 其中, 正二十面体在对球体近似表达时的角度和面积的形变更小. 在细分方法方面, 依据 [25]的定义, 面积

为 A 的单元被细分为面积为 A/k 的一组单元被称为 1-to-k 细分, k 为细分孔径. 六边形单元的细分孔径可为

3[21,24,26], 4[22,27]或 7[10](图 2, 其中父单元与子单元分别用蓝色和橙色边框表示), 以及基于它们的混合孔径 [28]. 六边

形单元不存在叠合细分, 即一个层次的两个或多个单元会与下一细分层次的一个单元有共享的球面区域, 这给上、
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下层之间的搜索处理带来了困难. 孔径为 3和 7的细分都会使相邻两层网格的方向发生旋转 [29], 而孔径为 4的细

分则可以保证所有层次的网格方向一致, 可简化层次分析 [30], 有利于单元定位操作. 在单元索引方面, 通常是为每

个单元进行编码并以其作为单元的唯一标识. 编码方法可分为基于层次的 [24,31,32]、基于空间填充曲线的 [33]和基于

坐标的 [34,35]这 3种类型. H3是美国运输网络公司——优步公司 (Uber Technologies Inc.)的全球离散网格系统所采

用的索引方法 [10], 应用广泛. H3针对基于正二十面体的孔径为 7的 16层全球六边形层次网格结构进行编码, 采用

基于层次的编码方式, 每个编码长度为 8个字节.
  

图 2　六边形单元孔径 3, 4和 7的细分 (从左至右)
 

对于基于编码的索引方法, 单元的编码包含了单元所在网格层次以及在该层次中的逻辑位置信息, 因而可以

通过编码计算出单元在球面的位置. 但根据 DGGS 的创建过程, 这一计算不但需要平面片上的多种坐标转换, 而
且需要将多面体平面片上的局部坐标通过某种投影方法 (通常为保面积的施耐德投影 [36])投影到球面, 计算量很

大, 严重影响单元的快速定位. 预计算并存储所有单元顶点坐标可以缓解这一问题, 但目前的结构均对每层网格进

行完全细分, 高分辨率层次上的单元数量很多 (例如, H3最高分辨率层次包含 569 T个单元), 存储开销巨大.
本文提出的 AMH 结构也基于正二十面体创建, 且采用基于孔径 4的细分, 但为了支持快速球面单元定位, 其

结构与现有的六边形层次结构有如下 3点不同: (1)根据多边形的边自适应对单元进行迭代细分, 即仅细分包含较

多多边形边的单元; (2)不在多面体的平面片上进行迭代细分, 而是直接对球面进行迭代细分, 即逐层确定并存储

球面单元顶点坐标, 依据上层球面单元顶点, 直接生成下层球面单元顶点. 这样不但可以避免三角函数计算, 而且

可以保证同层单元大小基本一致, 不影响单元内边数的分布; (3)不对单元进行编码, 而是存储同层及相邻层单元

间的拓扑连接关系, 以此实现快速单元查找. 

2.3   点在球面多边形内的判定

点在球面多边形内的判定问题是球面信息处理中的基本操作. 相对于平面上的点在多边形内检测算法, 点在

球面多边形内的判定问题研究得较少. 已有的方法可分为两类, 即转换到平面空间进行处理和直接在球面空间处

理. 第 1类方法通过某种投影方法将球面多边形投影到平面上, 再使用平面上的高效算法进行判定. 由于投影和平

面判定方法均可采用已有的成熟算法, 这类方法易于实现. 但球面弧线投影到平面变为直线, 会有形变而可能导致

判定错误 [1]. 第 2类方法直接在球面空间计算, 如 Bevis等人 [2]在球面空间直接进行 ray-crossing计算. 其过程是找

到一个位于球面多边形内的已知点 X, 在球面上连接被测点 Q 与 X, 计算与 QX 相交的球面多边形的边的个数. 如
果相交数为偶数则 Q 位于球面多边形内部, 否则位于外部. 这种方法不但需要检测球面多边形所有的边, 而且在

判定两条球面弧线段是否相交时需要大量的三角函数计算, 因此速度很慢, 难以满足实际应用需求. 2017 年的一

个工作 [1]提出建立层次化的球面经纬度网格结构, 预计算叶子单元中心点位于多边形内/外的属性, 在判定时将被

测点与其所在叶子单元中心点连线并使用局部 ray-crossing方法来实现. 由于利用了局部化操作, 并在弧线求交的

基本操作上避免使用三角函数计算, 该方法的速度很快. 但经纬度网格单元大小随纬度变化, 使得单元内所含边数

分布不均, 从而导致某些区域缺乏细分, 使得一些叶子单元的相关计算量上升, 增加了判定开销. 在本文, 我们将基

于六边形的自适应层次网格结构与 [1]提出的球面网格中心点判定方法相结合, 具有与目前最快算法相若的判定效

率, 但提高了对不同类型多边形的判定稳定性. 

3   约定和定义

在详述算法前, 我们首先明确一些本文涉及的定义和约定. 在球面几何中, 大圆是指将球体分为两个相等半球
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的圆. 若球面上的两点 P 和 Q 不是对极点 (在球面上相反的两点), 则它们可确定唯一一个大圆. 该大圆被点 P 和

Q 划分为两个弧段, 较长的弧段被称为主弧段, 较短的弧段被称为次弧段. 本文中的弧均指大圆的次弧段. 若一个

弧段给定起始顶点和终止顶点, 则称该弧段为从起始点到终止点的有向弧段. 我们定义本文研究的球体为球心位

于直角坐标系的原点处且半径为 1的单位球. 球面网格的所有顶点均位于球体表面. 所有网格单元的边均为连接

单元顶点的有向弧段. 从球体外部观察一个单元时, 单元的边以逆时针顺序首尾相连. 按此序遍历单元的边时, 左
侧为单元的内侧, 右侧为单元的外侧. 两个同层的单元通过一对重叠且方向相反的边相邻接, 这一对边互为对边.
我们定义球面多边形 S 由 N 个球面上的点以及依次连接这些点的弧构成. 这些弧被称为球面多边形的边. 在后续

描述中我们简称球面多边形为多边形. 从球体外部观察多边形, 当多边形的边以逆时针顺序被遍历时, 定义边左侧

为多边形的内侧, 右侧为多边形的外侧. 点在球面多边形内的判定是指给定球面上的一点 Q 和球面多边形 S, 判
定 Q 是否位于 S 内. 

4   自适应细分的六边形层次网格

首先, 我们借助正二十面体生成首层六边形网格. 然后从首层网格开始, 依据球面多边形的边与六边形网格单

元的相交情况进行网格单元的自适应细分, 即对包含较多多边形的边的单元进行细分、对包含较少多边形的边或

不包含多边形的边的单元不进行细分; 细分过程迭代进行, 直至每个没有细分的单元均只含少量的多边形的边或

不含多边形的边. 下面分别进行详细说明. 

4.1   首层六边形网格

首层六边形网格基于正二十面体构建. 其过程是首先创建一个中心位于球心 (即直角坐标系原点) 的任意大

小的正二十面体 [37], 随后依据正二十面体的顶点生成首层网格的顶点, 然后按照给定规则连接这些顶点生成五边

形或六边形单元, 最后设置边之间的拓扑关系. 下面分别进行说明.
对于正二十面体的每个三角面, 我们首先在其上取 4个点, 分别为三角面的重心以及该重心与三角面 3个顶

点连线的中点. 我们称这些点为首层网格单元顶点对应的平面顶点. 这些平面顶点的球面投影点即为该三角面对

应的首层网格单元顶点. 这里采用的投影方法是球心投影, 即做从球心开始经过平面点的射线, 该射线与球面的交

点即为投影点. 由于我们设定球体为球心位于直角坐标系原点的单位球, 因此只要将这 4个平面顶点的坐标进行

归一化即可得到投影点坐标.
在得到首层网格单元的顶点之后, 我们按照如下步骤生成首层网格单元: (1)对于正二十面体的每个顶点, 找

到围绕它的 5个最近平面顶点, 逆时针连接这 5个平面顶点对应的首层网格单元顶点, 形成一个球面五边形单元.
(2)对于正二十面体的每条边, 找到位于其两侧的各 3个总共 6个最近平面顶点, 逆时针连接这 6个平面顶点对应

的首层网格单元顶点, 形成一个六边形单元. 在拓扑关系的实现上, 我们规定网格单元的边均为单向边; 每个单元

记录构成它的单向边序列闭环; 具有相邻关系的单元通过一组对边相邻接. 图 3展示了首层六边形网格在正二十

面体平面片上的对应顶点及单元 ((a) 是平面顶点, (b) 是绿色填充的平面五边形单元, (c) 是紫色填充的平面六边

形单元).
  

(a) (b) (c)

图 3　首层六边形网格在正二十面体面片上的对应平面顶点及单元
  

4.2   相邻层次之间的关联

在生成首层球面六边形网格之后, 我们将其作为当前层次网格, 通过自适应迭代细分建立相邻层次间的关联,
完成多层六边形网格的创建. 自适应细分采用受限的孔径为 4的细分结构, 存储同层和相邻层单元间的拓扑连接

关系以实现单元的检索定位, 并直接在球面上实现细分, 具体如下.
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受限的孔径为 4的细分结构在孔径为 4的细分结构基础上限制子单元的范围, 以减少单元顶点数目. 在这种

结构中, 一个被细分单元 (父单元)的子单元包括一个中心子单元和若干个边界子单元. 中心子单元位于父单元内

部, 且与父单元形状一致. 边界子单元则分别与父单元的一条边相关联, 且根据邻接单元是否为空单元而具有不同

的形状: 若邻接单元为非空单元, 则该边对应的边界子单元为横跨该边的六边形单元, 即一半位于父单元内部一半

位于邻接单元内部; 若邻接单元为空单元或无相邻单元, 则对应的边界子单元仅为位于父单元内的一半六边形单

元 (即四边形单元). 图 1展示了一个基于球面三角形创建的两层自适应细分结构.
由此可见, 自适应层次网格结构中存在 3种类型的单元, 即六边形单元、五边形单元和四边形单元, 并且相邻

层网格单元间存在错杂对应的关系. 为了能对这种复杂结构实现快速的单元检索, 我们存储同层及相邻层网格单

元间的拓扑连接关系, 即每个单元由单向边序列的闭环构成; 相同层次的两个具有相邻关系的单元通过一对对边

相邻接; 父单元仅存储中心子单元; 父单元的每条边存储该边对应的边界子单元.
与 DGGS 的细分过程不同, 我们不在初始多面体表面进行细分, 而是直接在球面上迭代细分. 也就是对于被

细分的每一层网格, 我们首先为其所有需要细分的非空单元创建中心子单元, 之后再为所有需要细分的非空单元

创建边界子单元, 下面分别进行说明.
中心子单元的创建过程是首先确定中心子单元的顶点, 然后依次逆时针连接这些顶点. 中心子单元顶点的确

定方法是取父单元中心点 (若是四边形单元则取最长边的中点), 将该中心点与父单元的各个顶点以直线连接, 取
这些直线段的中点, 再以球心投影方式投影到单位球表面即可. 图 4(a)–(c) 展示了六边形、五边形和四边形 3 种

类型单元的中心子单元 (以紫色表示)的情况.
  

(a) (b) (c) (d) (e)

U0

U1

图 4　不同类型的子单元
 

边界子单元的创建过程是遍历每个非空单元的每条边, 若当前边已存在对应的边界子单元, 则不做处理; 否
则, 按照本节第 2段所述的规则生成边界子单元. 无论何种类型的边界子单元, 它们的顶点均为中心子单元顶点或

父单元顶点. 新生成的边界子单元被记录为当前边的子单元. 若当前边存在对边, 则也将这个边界子单元记录为对

边的子单元, 也就是说, 一对对边共享一个边界子单元. 此外, 需要注意的是四边形单元的中心子单元与父单元的

一条边相邻接, 则这条边不参与边界子单元的生成, 即没有与之相关的边界子单元. 图 4(d) 展示了一个四边形边

界子单元 (以橙色表示). 图 4(e) 则展示了一个六边形的边界子单元 (以橙色表示), 它同时属于一对对边 U0U1 和

U1U0. 图 5 为一个边界子单元的生成示例, 其中, (a) 为需要被依次处理生成边界子单元的ⓐ、ⓑ 和ⓒ 3 个单元;
(b)为处理单元ⓐ 时生成的边界子单元, 以橙色单元表示; (c)为处理单元ⓑ 时生成的边界子单元, 以绿色单元表

示; (d)为处理单元ⓒ 时生成的边界子单元, 以红色单元表示.
  

(a) (b) (c) (d)

a a a

b b b

cc
a

b
c c

图 5　边界子单元的创建过程示例
 

当满足截止条件时, 迭代细分过程将结束. 截止条件通常被设置为网格已达到最大层次数. 最大层次数可被简

单的设置为固定值, 也可根据多边形进行动态调整以获得更佳的性能. 例如将其设置为使得最大层次上的单元大

小与多边形边的平均长度相当时所需的层次数. 除了设置最大深度, 还可同时设置单元内包含的最多边数, 即当非

空单元内包含的边数小于此值时, 该单元可提前结束细分. 该参数的设定可根据应用进行相应的调整. 在我们的实
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现中, 自动确定最大深度并设单元内最多边数为 5. 

4.3   基本操作

自适应层次网格的建立过程主要涉及两个基本操作: 判定点是否位于网格单元内和判定多边形的边是否与网

格单元的边相交. 这两个操作均可通过直角坐标空间内的计算实现. 由于避免了球面空间操作中耗时的三角函数

运算, 因此速度很快.
第 1个基本操作可概括为设 P0 为给定点, A 为一给定单元, 现判定 P0 是否位于 A 内. 判定方法是逆时针遍历

单元 A 的所有边, 若点 P0 位于当前边与球心构成平面的右侧, 则点 P0 必然位于单元 A 的外侧, 可以不再继续检

测, 提前结束判定. 而若 P0 位于平面左侧, 则以同样的方法检测下一条边. 当单元 A 的所有边都通过检测, 则说明

点 P0 位于单元 A 内.
第 2 个基本操作可概括为设 P0P1 为一条多边形的边, U0U1 为网格单元的一条边, 现判定 P0P1 是否与 U0U1

相交. 由定义可知, 多边形的边与网格单元的边均为球面大圆的一部分, 因此判定多边形的边是否与网格单元的边

相交的问题等同于判定两条球面弧是否相交. 为此, 我们采用文献 [1]中的方法进行判定, 也就是若 P0 和 P1 位于

U0U1 与球心构成平面的两侧, 并且 U0 和 U1 也位于 P0P1 与球心构成平面的两侧, 则多边形的边与单元的边相交.
图 6 为上述两种基本操作的示意图, 其中, O 为球心, 弧段 P0P1 与弧段 U0U1 相交于球面上一点 W. 点 P0、P1 和

O 构成的平面和点 U0、U1 和 O 构成的平面的分别以橙色和蓝色表示. 这两个平面相交于直线 WO.
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图 6　判定点是否位于网格单元内以及判定多边形的边是否与网格单元的边相交的示意图
  

5   点在球面多边形内的快速判定

在 AMH结构创建完成后, 还需要预计算其叶子单元的信息, 随后可以实现点在球面多边形内的快速判定, 即
先为被测点定位其所在的叶子单元, 再根据叶子单元的预计算信息确定被测点属性. 前者为寻找局部化操作区域

的过程, 后者则为执行局部化操作的过程. 下面分别进行说明. 

5.1   预计算叶子单元信息

为提高计算效率, 我们提出一种自底向上逐层预计算叶子单元信息的方法, 它自最底层 (即最精细层)网格开

始到首层 (即最粗略层)网格为止, 自下而上地逐层对叶子单元进行处理. 对于每层网格分别处理其非空叶子单元

和空叶子单元. 对于非空叶子单元借助单元内的边判定其中心点的内外属性. 对于空叶子单元则使用 floodfill方
法 [38]在同层及相邻层中相邻的空单元间以传播方式确定单元本身的内外属性, 由此可去除大量冗余的判定操作,
有效提高效率. 具体讲就是我们根据非空叶子单元中心点的属性, 可判断其相邻的空叶子单元位于多边形内/外的

属性, 然后以其为种子单元, 迭代地将所有与其相邻的同层网格的空单元均设置为与其相同的属性, 重复该过程,
直到当前层网格中所有的空单元均被设置为止. 在这一过程中, 当前层的空单元可能与属于上层网格的空单元相

邻接, 它们具有与这些当前层空单元相同的属性. 我们将这些属于上层网格的空单元作为种子单元记录下来, 用于
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自底向上逐层设置过程中后续相应层次上的空单元的 floodfill计算. 因此, 对于当前层次, 种子单元按照来源可分

为两类: 一类是根据本层非空单元得到属性的空单元; 另一类是通过下层网格的空单元传导得到属性的空单元, 它
们在处理下层网格的时候被记录下来, 并在处理当前层网格时被使用. 算法 1描述了这一过程.

算法 1. 预计算 AMH叶子单元信息.

1 setAMHLeafInfo(grids[0...maxdepth – 1]:AMH结构)
2 begin
3　upseedlists[0..maxdepth – 1][]: 由下层网格传导得到的种子单元数组

4　for(i=maxdepth – 1;i≥0;i – –)
5　　　grid←grids[i]
6　　　for(j=0;j<grid的单元总数;j++)
7　　　　　cell←grid.cells[j]
8　　　　　If(cell为非空叶子单元) then
9　　　　　　　判定 cell的中心点属性

10　　　　　　　seeds←与 cell相邻的同层次上未设置属性的空叶子单元集合

11　　　　　　　for(k=0;k<seeds中的单元数;k++)
12　　　　　　　　　依据 cell的中心点属性判定 seeds[k]本身的属性

13　　　　　　　　　floodfill(seeds[k], upseedlists)
14　　　for(j=0;j<upseedlists[i]中的单元数;j++)
15　　　　　floodfill(upseedlist[i][j], upseedlists)
16 end
17 floodfill(startseed, upseedlists[0...maxdepth – 1][])
18 begin
19　cells←与 startseed相邻的同层次上未设置属性的空叶子单元

20　for(i=0;i<cells中的单元数;i++)
21　　　　将 cells[i]的属性设置为 startseed的属性

22　　　　upseeds←与 cells[i]相邻的属于上层网格的未设置属性的单元集合

23　　　　for(j=0;j<upseeds中的单元数;j++)
24　　　　　d=upseeds[j]的层次

25　　　　　将 upseeds[j]添加到 upseedlists[d]中
26　　　floodfill(cells[i], upseedlists)
27 end

在确定非空单元中心点属性时 (算法 1第 9行), 由于六边形网格单元交错排列, 因此不便于使用类似经纬度

网格中心点算法 [1]中的通过传递临近点属性来快速确定单元中心点属性的方法. 在此, 我们借助位于单元内的边

来完成这一任务, 即第 1步查找当前单元内离中心点最近的边; 第 2步通过中心点与该边的相对位置来判定中心

点的内外属性. 在第 1步中需要注意 3点. (1)在计算中心点到多边形边的距离时, 由于多边形的边为弧段不便于

计算, 我们计算中心点到该边两个顶点间直线段的距离. (2)当垂足不在当前边对应直线段上时, 我们需要取该边

距离中心点最近的顶点, 并将其与中心点的直线距离作为中心点到该边的最近距离. (3)若对于两条相连的多边形

的边, 它们距离中心点最近的点均为这两条边的公共顶点, 则需要进一步确定哪一条边离中心点更近. 在此, 我们

比较该公共顶点与中心点的连线与这两条边分别构成的夹角 (取小于 180度的角), 对应夹角更小的边则是更近一

些的边. 在第 2步中, 我们沿着最近边的方向, 判定中心点位于最近边与球心构成的平面的哪一侧. 若为左侧, 则中

心点位于多边形内; 若为右侧, 则位于多边形外; 若位于该平面上, 即该边穿过中心点, 则标记其为特殊中心点, 以
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便在判定时进行不同的处理. 在图 7中, 对于非空单元ⓐ, 由于 ek 为距离 Ca 最近的边且 Ca 位于边 ek 与球心构成

平面的左侧, 因此的中心点 Ca 位于多边形内.
  

U0

U1

ek
Ca

ek+1

ek−1

Pk

Pk+1

Pr

er−1er

A

B

a

b

图 7　判定非空单元中心点属性及判定与非空单元邻接的空单元属性示例
 

在设置种子单元属性时 (算法 1第 12行), 我们可以借助非空单元的中心点使用局部 ray-crossing方法来加速

判定, 即取非空单元与空单元邻接边的中点, 计算该点与非空单元中心点连接弧段与多边形边的相交数. 若为偶

数, 则空单元的属性与该中心点属性相同; 否则, 与之相异. 这里, 如果中心点为特殊中心点, 则我们仍借助点与最

近边的相对位置关系进行判定. 在图 7中, 对于空单元ⓑ, 由于邻接边 U0U1 的中点 B 与 Ca 的连线与单元ⓐ 内的

多边形的边无交, 因此 B 位于多边形内, 故单元ⓑ 也位于多边形内. 

5.2   点在球面多边形内的判定

点在球面多边形内的判定分为两步: 定位被测点所在的叶子单元和根据该单元的预计算信息确定被测点属性.
定位包含被测点的叶子单元从首层六边形网格开始, 即依次遍历首层网格单元, 直到找到包含被测点的单元

为止. 由于首层网格覆盖整个球面, 因此一定可以找到一个包含被测点的单元. 从该单元开始自上而下地逐层确定

点所在的细分单元, 即依次检测当前单元的中心子单元和边界子单元, 寻找包含被测点的子单元. 由细分过程可

知, 父单元被其子单元完全覆盖, 因此一定可以找一个包含被测点的子单元. 将该子单元作为当前单元, 重复上述

操作直到当前单元为叶子单元为止.
找到叶子单元后, 若该叶子单元为空单元, 则该单元的属性即为被测点的属性; 若其为非空单元, 则根据该单

元的中心点使用局部 ray-crossing得到被测点属性. 也就是连接被测点与叶子单元中心点, 计算该弧段与单元内多

边形边的交点数, 若为偶数则被测点与中心点具有相同的属性, 否则具有相异的属性. 若中心点为特殊中心点, 则
通过被测点与单元内最近边的相对位置关系进行判定.

在图 8中, Q0 落入位于多边形内的空叶子单元ⓐ 中 (以绿色表示), 因此 Q0 也在多边形内. Q1 落入非空单元

中 (以白色表示), 其中心点 Ca 位于多边形外 (红色点) 且 Q1Ca 与多边形的边无交, 因此 Q1 也位于多边形外. Q2,
所在的叶子单元的中心点 Cb 为特殊中心点 (蓝色点), e 为距离 Cb 最近的多边形的边. 由于 Q2 位于 e 与球心所成

平面的左侧, 故它位于多边形内.
  

Q0

Q2Q1
Ca

Cbe

a

图 8　判定点是否位于多边形内过程的示例
  

5.3   复杂度分析

如前所述, 层次结构的最大细分层次数以自适应方式确定, 即最大层次上的单元大小与多边形边的平均长度
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相当, 因此最大层次上的单元总数为 O(N), N 为多边形边数. 由于细分采用固定细分分辨率, 若不考虑极端情况,
则最大层次数为 O(logN). 对于预处理, 由于每层均需要处理 O(N) 条边且每层的单元数不超过 O(N), 总共

O(logN)层, 因此复杂度为 O(NlogN). 判定被测点的操作包括寻找叶子单元和依据叶子单元进行判定. 前者的时间

复杂度为 O(logN). 对于后者, 若叶子单元为空单元, 则复杂度为 O(1); 若为非空单元, 叶子单元内的判定时间复杂

度也为 O(1)[1], 因此判定时间复杂度为 O(logN). 空间开销主要用于存储网格单元和单元内的边指针, 两者的复杂

度均为 O(N), 因此空间复杂度是 O(N). 综上, 本文方法的判定时间, 预处理时间和空间的复杂度分别为 O(logN),
O(NlogN)和 O(N). 

6   实验结果和分析

我们用 C++实现了本文提出的 AMH结构以及基于它的点在球面多边形内的判定方法 (AMH-PISP), 并在配

置有 2.1 GHz CPU, 16 GB RAM的台式机上进行了实验以验证其性能. 实验分为两组, 下面分别进行说明.
在第 1 组实验中, 我们选取 3 个具有不同特征的多边形用于实验. 如表 1 所示, P0 为不包含空洞的具有密集

刺状边的多边形; P1 为围绕极点的多边形, 其边长相对较长; P2 为包含 484 个空洞的复杂多边形, 其边长相对较

短. 我们为每个多边形在其最小经纬度包围盒内生成 1 000 000个随机均匀分布的被测点. 我们将 AMH-PISP与其

他 3种判定算法进行了对比. 第 1种为球面 ray-crossing算法 (SRC)[2]. 它是目前普遍使用的非投影类判定方法. 由
于文献 [2]中的弧段求交过于缓慢, 我们将其替换为第 4.3节中的方法. 第 2种为基于层次经纬度网格中心点的方

法 (LL-PISP) [ 1 ] .  它是目前速度最快的精确判定算法 .  第 3 种为一种基于现有六边形 DGGS 系统索引方

法——H3[10]的点在多边形内的判定实现 (H3-PISP). 它首先预计算所有位于多边形内的单元, 然后在判定时定位

被测点所在单元并以该单元属性作为被测点属性. 由于六边形单元不能完全拟合多边形的形状, 因此该实现为近

似判定. 此外, 由于 AMH 和 H3 的相同层次的单元大小不同, 为了对比公平, 我们为 H3-PISP 寻找其单元大小与

AMH 最大层次的单元大小基本一致的层次, 并将该层次作为 H3的细分层次. H3-PISP的预处理和点的单元定位

操作分别由H3开源代码中的 polyfill和 geoToH3函数实现. 表 2为统计结果. 其中, Tp 为预处理时间, Tq 为判定 1 000 000
个点的总时间, Ti 为 1 000 000个点的单元定位总时间, 即将点的定位到最精细单元的总时间, 它是 Tq 的一部分, S
为辅助结构的空间开销, L 为网格最大层次数. Tp, Ti 和 Tq 的单位为秒, S 的单位为 KB.
 

表 1    用于第 1组实验的 3个球面多边形

名称 P0 P1 P2

形状

边数 1 000 54 2 927
 

表 2    本文方法与其他方法的对比实验结果

多边形
SRC LL-PISP H3-PISP AMH-PISP
Tq Tp S L Ti Tq Tp S L Ti Tq Tp S L Ti Tq

P0 355.1 0.033 307 4 0.063 1.21 0.11 3 3 0.77 0.95 0.097 274 5 0.30 0.66
P1 18.6 0.000 5 10 4 0.027 0.93 N/A N/A 3 N/A N/A 0.002 7 41 4 0.15 0.27
P2 1 052.9 0.046 246 4 0.055 0.46 22 384 12 815 7 1.29 1.79 0.27 2116 10 0.34 0.45

 

由表 2可知, SRC的判定速度大幅低于其他方法. 这是因为 SRC方法需要检测多边形所有边, 而其他方法借

助于球面划分结构仅需要检测很少的边, 因此速度快很多. AMH-PISP的判定速度高于或与 LL-PISP持平. 但对于
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不同多边形, 速度提高的幅度差异较大. 其原因之一是由于 LL-PISP的单元定位操作在整个判定过程中时间占比

很小 (Ti/Tq≤12%), 因此其判定效率取决于单元中所包含多边形边的数量. 而由于经纬度网格单元的大小变化较

大, 这使得每个单元内包含的多边形边数差异较大, 当以单元内包含的边数为参考进行细分时, 容易造成欠细分,
使得很多被测点落入非空叶子单元内, 从而使求交计算量上升继而影响判定效率. 这点在多边形的平均边长较长,
如 P0, 和在多边形靠近极点时, 如 P1, 更为明显. 而当多边形的平均边长相对较短时, 则能充分细分单元, 大多数被

测点落入无需求交计算的空叶子单元内, 从而加快了判定速度, 如 P2. 由此可见, 得益于六边形网格的均匀特性,
AMH-PISP较 LL-PISP具有更佳的稳定性. 对于 H3-PISP, 除 P1因 polyfill函数运行结果错误而没有数据外, 其他

两个多边形的判定速度均低于本文方法. 由数据可知, H3-PISP的超过 70%的判定时间被用于单元定位, 因此 H3-
PISP的判定效率取决于单元定位的效率. 而 AMH-PISP的单元定位时间仅为 H3-PISP的 26%–38%. 这使得 AMH-
PISP具有更高的判定效率. 此外, H3-PISP为近似计算而 AMH-PISP是精确计算.

在所需空间方面, 由于 LL-PISP和 H3-PISP不存储网格单元顶点, 因此 AMH-PISP相对需要更多的空间, 但
其开销在可控的范围内 (见第 2组实验). 由于 H3-PISP需要存储单元索引, 因此其空间开销与多边形内的单元数

密切相关. P0的 L 仅为 3, 因此位于其内的单元较少, 空间开销很少. 但在此细分程度下六边形单元不能很好地拟

合多边形, 误判较多. 与精确判定结果对比显示 H3-PISP对 P0的判定正确率仅为 76%. 增加 L, 可以提高正确率,
但空间开销会迅速增加. 比如 P2在 L=7时正确率为 99%, 但其空间开销大幅超过 AMH-PISP, 如表 2所示.

在预处理速度方面, 由于 LL-PISP能够方便的以传递方式确定单元中心点属性, 因此速度快于 AMH-PISP. 而
对于 H3-PISP, 由于其判定单元是否位于多边形内的操作不但使用 ray-crossing算法而且需要投影到多面体平面

片上计算, 因此速度很慢. 对于边较多的 P2, 其预处理时间是 AMH-PISP 的 82 903倍.
在第 2组实验中我们对 AMH-PISP的时空复杂度进行了验证. 我们生成了 12个形状类似且边数从 100变化到

102 400的球面多边形. 被测点的生成方法与数量与第一组实验相同. 图 9展示了其中 4个被测多边形以及预处理

时间 (包括创建 AMH 结构和预计算单元信息)、AMH 占用空间和判定所有被测点的总时间随边数的变化曲线.
由图 9 可见 ,  判定时间和空间开销的曲线显示出 O(logN) 和 O(N) 的趋势 ,  而预处理时间的曲线则不超过

O(NlogN). 这与第 5.3节中的分析结论是相符合的.
  

0

0.2

0.1

0.6

0.3

0.4

0.5

0.7

20
 0

00

40
 0

00

60
 0

00

80
 0

00

10
0 

00
0

12
0 

00
0

0

判定时间 (s) 

0

2

10

4

6

8

12

20
 0

00

40
 0

00

60
 0

00

80
 0

00

10
0 

00
0

12
0 

00
0

0

预处理时间 (s) 

0

20 000

10 000

60 000

30 000

40 000

50 000

70 000

20
 0

00

40
 0

00

60
 0

00

80
 0

00

10
0 

00
0

12
0 

00
0

0

空间 (KB) 

图 9　本文方法的判定时间、预处理时间和空间开销随多边形边数的变化曲线
  

7   结　语

本文提出了一种球面基于六边形的自适应层次网格的组织方式, 克服了已有六边形层次网格组织需要全局性

处理的不足. 由此, 我们提出一种新的点在球面多边形内的快速判定方法. 该层次网格基于相邻层次的网格单元之

间的拓扑关系进行上下层之间的搜索关联可快速找到叶子单元. 基于该层次网格结构, 我们对多边形的边进行管

理, 使得各个叶子单元不包含或只包含少量的边. 这样, 检测计算时, 只需对测试点所在的叶子单元中的局部情况
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进行处理即可. 实验表明, 本文方法比已有方法能更稳定而快速地判断测试点是否位于一个球面多边形内.
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