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摘  要: 传统时态认知逻辑对完美回忆的刻画是狭隘的,并不能完整表达主体记得自己先前的认知状态.新系统

S5tCt 将认知与时态融合进同一个算子中,个体知识、普遍知识和公共知识都被时间点所标注.S5tCt 系统从技术上实

现了每个个体(群体)都可以完美回忆自己在之前所有时刻上的认知状态.利用典范模型技术可以证明,S5tCt 系统在

等价且单调递减的框架类上是完全的. 
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Temporal Epistemic Logic for Perfect Recall 

ZHANG Yu-Zhi,  TANG Xiao-Jia 

(Institute for Logic and Intelligence, Southwest University, Chongqing 400715, China) 

Abstract:  Traditional temporal epistemic logic is defective to express perfect recall. It cannot express the memories of individuals’ 
knowledge. Time and knowledge are integrated into a single operator in the new system S5tCt, such that individual knowledge, general 
knowledge and common knowledge can be indicated by certain time. With this simple setting, each agent (individual or group) can recall 
all of their historical knowledge and has memories. The main result of the study is completeness, and it can be proved by using canonical 
model that S5tCt is complete with respect to the class of all equivalence and monotone decreasing frames. 
Key words:  temporal epistemic logic; system S5tCt; perfect recall; recall axioms 

诞生于 20 世纪 60 年代的认知逻辑(epistemic logic),是刻画多主体关于知识推理的有力工具.从语义上看,
认知逻辑仅仅是对模态逻辑中的必然算子进行了新的解释,在模型上并未涉及到变化,因而它是一种静态的逻

辑刻画.然而世界本身是变化的,主体对于世界的认识也会随着时间发生变化.如何刻画多主体关于世界认识的

动态变化?其中一种方法是在认知逻辑的基础上加入时间部分,由此形成了时态认知逻辑(temporal epistemic 
logic,简称 TEL),其动态性特点体现为在不同的时间点上成立不同的公式.广义上的 TEL 可以分为两类:第 1 类

是为每个认知算子加入一个绝对时间点,代表人物是日本学者 Sato[1],他首次给出一个结合时间与认知的正规

化形式系统;第 2 类是将各种类型的时态算子,如 F(future),O(next time),□(always),U(until)等,与认知算子置于

同一个逻辑中,但两类算子均独立出现[2−7].TEL 的应用领域主要在分布式系统、人工智能、信息安全和博弈论

等[8].20 世纪 90 年代,计算机界开始关注 TEL 的模型检测问题,如今已经形成 MCK,MCMAS,OBDD,DEMO 等
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相关模型检测技术[8−11].我国学者吴立军、苏开乐、骆翔宇等在发展时态认知逻辑的模型检测方面也做出了一

些贡献[12−14]. 
完美回忆(perfect recall)是指主体记得自己先前的知识.TEL 中,用公理“KiOϕ→OKiϕ”对此进行刻画,它由文

献[2]给出,读作“如果主体 i 知道下一刻ϕ成立,那么下一刻 i 知道ϕ”,可以理解为主体能够完美回忆自己在前一

时刻关于当前时刻的认识.文献[2]同时强调,公式“Kiϕ→OKiϕ”不是有效式,即主体当前时刻的知识不一定是他

在下一时刻的知识.这意味着命题的真值会随着时间的变化而变化.例如,某人在当前时刻不知道 p,根据负内省

公理可知:在当前时刻他知道自己不知道 p,但下一时刻他完全有可能知道 p,即下一时刻他知道自己不知道 p 可

能不再成立. 
我们认为,理性主体可以记得自己先前的认知状态是一种认知规律.例如,某人在今天不知道 p 的真假(并且

他也不知道明天自己能否知道 p 的真假),但是明天他一定可以回忆起他在今天不知道 p.换句话说,即使主体当

前的认知状态中不含有关于下一刻会怎样的认识,到了下一刻主体仍旧可以回忆自己先前的认知状态.假定主

体具有完美回忆在社会实践中具有重要意义,如法官在判断某人是否犯有窝藏包庇罪时,需要当事人完美回忆

自己在过去的具体时间点上知道什么和不知道什么;再比如,重复博弈中需要假定参与者能够完美回忆博弈过

去的历史(如之前选择了诚实还是欺骗).公理“KiOϕ→OKiϕ”没有考虑主体先前所有的认知状态,因此无法对上

述认知规律进行逻辑刻画. 
文献[2]否定公式“Kiϕ→OKiϕ”是有效式意味着命题的真值会随着时间发生变化,其哲学基础是可疑的.按

照现代逻辑创始人 Frege 的观点,逻辑对于符号组合有从涵义进到意谓的要求[15].Frege认为:句子的涵义是它的

思想,句子的意谓是它的真值.因为思想是没有时间性的,所以句子的真值不受时间影响,即命题的真值不会随

时间发生变化.Quine 则认为:时间是与空间等同的是非本质的东西,可以用“时间量词”,如“现在”、“在 t 之前”等
来取代句子中的时态动词,从而使得一个句子的真值得到固定[16].除此之外,原子命题的真值不随时间发生变

化,是逻辑中的一种常见假设,如动态认知逻辑(dynamic epistemic logic,简称为 DEL)中的模型更新和公开宣告

逻辑(public announcement logic,简称为 PAL)中的删减模型,在技术上都需要定义原子命题的真值在更新前后

(模型删减前后)保持不变. 
其实,文献[1]已经给出了一种刻画完美回忆的方法,只是这种方法被人们忽视了.文献[1]曾给出公理系统

KT5,其基本形式语言包括原子命题集{p,q,...}、主体集{O,S1,S2,...}和对应正整数集的时间集{t1,t2,t3,...},其中,主
体集中的“O”表示一个特殊个体“傻瓜”.合式公式递归定义为“ϕ::=p|⊥|ϕ⊃ϕ|[St]ϕ”,公式“[St]ϕ”结合了时态与认

知,读作“S在 t时刻知道ϕ”.显然,KT5系统将时态与认知融合进同一个算子,并且其形式语言没有涉及群体知识.
内定理“[St]ϕ⊃[Su]ϕ,t≤u”直接表达完美回忆,读作“如果 S 在 t 时刻知道ϕ并且 t 早于 u,那么 S 在 u 时刻知道ϕ”.
不难发现 , 此内定理成立依赖于命题的真值永远不会发生变化 . 由上述内定理结合负内省公理

“¬[St]ϕ⊃[St]¬[St]ϕ”可以得到另外两条间接表述完美回忆的内定理:“[St]ϕ⊃[Su][St]ϕ,t≤u”,读作“如果 S 在 t 时
刻知道ϕ并且 t 早于 u,那么 S 在 u 时刻知道 S 在 t 时刻知道ϕ”;“¬[St]ϕ⊃[Su]¬[St]ϕ,t≤u”,读作“如果 S 在 t 时刻

不知道ϕ并且 t 早于 u,那么 S 在 u 时刻知道 S 在 t 时刻不知道ϕ”.后述两条内定理说明主体都可以完美回忆自己

在先前所有时刻的认知状态,即知道自己认知状态的变化过程. 
既然个体知识可以被人们完美回忆,那么公共知识(common knowledge)能否被群体完美回忆?答案是肯定

的.文献[2]曾用公理“COϕ→OCϕ”表达群体关于公共知识的完美回忆,读作“如果下一刻ϕ成立是当前的公共知

识,那么下一刻时ϕ是公共知识”.这跟表述个体完美回忆存在相同的弊端,不能表达群体完美回忆先前的所有的

公共知识.文献[1]没有给出刻画完美回忆公共知识的公式,但在 KT5 系统中,傻瓜的知识一定是其他人的知识,
这是早期公共知识的雏形 ,因此可以看做是一点前期工作 .文献[17]曾将被时间标记的傻瓜知识“[Ot]ϕ”修 

改为被时间标记的公共知识“ T
GC ϕ ”(在 T时刻,ϕ是群体 G的公共知识),但他们并未给出相关的形式系统,这是一 

点遗憾. 
本文的目标是在文献[1]的基础上构造一个可以刻画对公共知识进行完美回忆的新系统,然后证明新系统

的可靠性和完全性.由于目标系统的形式语言、公理、推理规则等与 S5C 系统[18]的非常相似,故将新系统取名
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为 S5tCt 系统. 

1   S5tCt 系统及其可靠性证明 

定义 1.1(形式语言). 令 P={p,q,...}表示一个可数的常原子命题集;A 表示一个有穷主体集,B⊆A,a∈A;T 是自

然数集 N(表明我们理解的时间是离散并且有起点)的一个有穷子集,T⊂N,t,m,n∈T.S5tCt 系统的合式公式递归定

义如下: 

:: | | | |t t
a Bp K Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ¬ → . 

t
aK ϕ 读作主体 a 在时刻 t 知道ϕ; t

BC ϕ 读作公式ϕ在 t 时刻是群体 B 的公共知识.定义其他合式公式. 

• ϕ∧ψ=¬(ϕ→¬ψ);ϕ∨ψ=¬ϕ→ψ;ϕ↔ψ=(ϕ→ψ)∧(ψ→ϕ); 
• t t

a BB aE Kϕ ϕ∈= ∧ ,读作 B 中所有主体在时刻 t 都知道ϕ; 

• t t
a aK Kϕ ϕ〈 〉 = ¬ ¬ ,读作主体 a 在时刻 t 认为ϕ是可能的. 

定义 1.2. S5tCt 系统是一个如下形式的希尔伯特式公理系统. 
Ax0:所有经典命题逻辑重言式特例 

Ax1: ( ) ( )t t t
a a aK K Kϕ ψ ϕ ψ→ → →    个体知识分配公理 

Ax2: t
aK ϕ ϕ→        知识公理 

Ax3: t t t
a a aK K Kϕ ϕ→       正内省公理 

Ax4: t t t
a a aK K Kϕ ϕ¬ → ¬      负内省公理 

Ax5: m n
a aK Kϕ ϕ→ (m<n)     个体记忆公理 

Ax6: ( ) ( )t t t
B B BC C Cϕ ψ ϕ ψ→ → →     公共知识分配公理 

Ax7: ( )t t t
B B BC E Cϕ ϕ ϕ→ ∧      固定点公理 

Ax8: ( ) ( )t t t
B B BC E Cϕ ϕ ϕ ϕ→ → →     归纳公理 

MP:从ϕ和ϕ→ψ推出ψ; 

NK:从ϕ推出 t
aK ϕ ; 

NC:从ϕ推出 t
BC ϕ . 

Ax5 刻画个体完美回忆,读作“如果主体 a 在时刻 m 知道ϕ并且 m 早于 n,那么主体 a 在时刻 n 知道ϕ”.其余

公理模式及推理规则都是在 S5C 系统中的 K,C 算子上加入时间点 t 作为上标而已,例如,Ax4 表示主体的负内

省是在当前时间点完成的. 

命题 1.1(导出规则). ϕ→ψ,则 .t t
a aK Kϕ ψ→├  

证明: 
(1) ϕ→ψ        假设 

(2) ( )t
aK ϕ ψ→        (1) NK 

(3) ( ) ( )t t t
a a aK K Kϕ ψ ϕ ψ→ → →     Ax1 

(4) t t
a aK Kϕ ψ→        (2),(3) MP 

命题 1.2. 公式“ m n
B BC Cϕ ϕ→ (m<n)”是 S5tCt 系统的内定理. 

证明: 

(1) ( )m m m
B B BC E Cϕ ϕ ϕ→ ∧      Ax7 

(2) m m m
B B BC E Cϕ ϕ→       (1)命题逻辑规则 

(3) m n
a aK Kϕ ϕ→ (m<n)     Ax5 

(4) m n
a B a Ba aK Kϕ ϕ∈ ∈→∧ ∧ (m<n)    (3)命题逻辑规则 
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(5) m n
B BE Eϕ ϕ→ (m<n) (4) ϕm

BE 与 n
BE ϕ 的定义 

(6) m m n m
B B B BE C E Cϕ ϕ→ (m<n)    (5)公理模式 

(7) m n m
B B BC E Cϕ ϕ→ (m<n)     (2)(6)假言三段论 

(8) ( )n m n m
B B B BC C E Cϕ ϕ→ (m<n)    (7)NC 

(9) ( ) ( )n m n m m n m
B B B B B B BC C E C C C Cϕ ϕ ϕ ϕ→ → →   Ax8 

(10) m n m
B B BC C Cϕ ϕ→ (m<n)     (8)(9)MP 

(11) m
BC ϕ ϕ→        (1)命题逻辑规则 

(12) ( )n m
B BC C ϕ ϕ→       (11)NC 

(13) ( ) ( )n m n m n
B B B B BC C C C Cϕ ϕ ϕ ϕ→ → →    Ax6 

(14) n m n
B B BC C Cϕ ϕ→       (12)(13)MP 

(15) m n
B BC Cϕ ϕ→ (m<n)     (10)(14)假言三段论 

据此,容易证明如下两个公式也是 S5tCt 系统的内定理. 

• “ m n m
B B BC C Cϕ ϕ→ ,m<n”,读作“如果群体 B 在 m 时形成公共知识ϕ并且 m 早于 n,那么群体 B 在 n 时形成 

公共知识‘群体 B 在 m 时形成公共知识ϕ’”; 

• “ m n m
B B BC C Cϕ ϕ¬ → ¬ ,m<n”,读作“如果群体 B 在 m 时没有形成公共知识ϕ并且 m 早于 n,那么群体 B 在 

n 时形成公共知识‘群体 B 在 m 时没有形成公共知识ϕ’”. 
这说明随着时间的流逝,公共知识总是可以得到保留,并且群体总可以形成关于之前所有时刻认知状态(是

否形成公共知识)的公共知识. 
定义 1.3(模型). 给定一个可数的常原子命题集 P,一个有穷主体集 A,自然数集 N 的一个有穷子集 T.S5tCt

系统合式公式的模型 M 是一个三元组〈W,R,V〉,其中, 
• W 为可能世界的集合; 
• R 是一个函数:A×T→℘(W×W).任意 R(a,t)满足以下两个条件. 

(1) 等价关系(自返、传递和对称); 
(2) 单调递减:对任意 m,n∈T,a∈A,如果 m<n,那么 R(a,m)⊇R(a,n); 

• V 是一个赋值函数:P→℘(W). 
要求 R 是单调递减函数,是为了使每个主体的不可区分世界有序对的集合随着时间的延伸只可能收缩而

不可能扩大,直观上是指随着时间的流逝,每个主体的不可区分世界越来越少. 
定义 1.4(自返传递闭包). 令 ( , ) ( , )E a B

R B t R a t
∈

=∪ .(w,u)∈RE(B,t)表示群体 B 在 t 时刻从 w 经 1 步之后可以 

到达 u.如果存在一个序列 w0,w1,w2,…,wn,使得 w0=w,wn=s,并且对任意 0≤k<n 都有(wk,wk+1)∈RE(B,t),那么(w,s)∈ 
(RE(B,t))n,这表示群体 B 在 t 时刻从 w 经 n 步之后可以到达 s. 

RC(B,t)是 RE(B,t)的自返传递闭包,即一个满足下列 3 个条件的最小集合. 
(1) RE(B,t)⊆RC(B,t); 
(2) 对任意 w,u,v∈W,若(w,u)∈RC(B,t)并且(u,v)∈RC(B,t),则(w,v)∈RC(B,t); 
(3) 对任意 w∈W,(w,w)∈RC(B,t). 
定义 1.5(语义). 给定模型 M=〈W,R,V〉,公式ϕ在点模型(M,w)上是真的记为 M,w ϕ.本文将公式ϕ在满足等价

且单调递减框架类上的所有点模型上都是真的记为 ϕ.对 M,w ϕ的定义如下. 
• M,w p 当且仅当 w∈V(p); 
• M,w ¬ϕ当且仅当 M,w ϕ; 
• M,w ϕ∧ψ当且仅当 M,w ϕ并且 M,w ψ; 

• , t
aM w K ϕ 当且仅当对所有 v∈W,若(w,v)∈R(a,t),则 M,v ϕ; 
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• , t
BM w E ϕ 当且仅当对所有 v∈W,若(w,v)∈RE(B,t),则 M,v ϕ; 

• , t
BM w C ϕ 当且仅当对所有 v∈W,若(w,v)∈RC(B,t),则 M,v ϕ. 

命题 1.3(可靠性). 对任意公式ϕ,若 ϕ,则 ϕ. 

容易证明 S5tCt 系统的推演规则保持有效性,只需证明 S5tCt 系统的公理是有效的.本文仅证明 Ax5 是有效 

的( m n
a aK Kϕ ϕ→ ,m<n),其他公理的有效性证明见文献[18]. 

证明:给定模型 M=〈W,R,V〉,假设存在 w∈W,使得: 

 , m n
a aK KM w ϕ ϕ→ ,m<n (1) 

根据语义定义可得: 

 , m
aM w K ϕ  (2) 

并且 

 , n
aM w K ϕ¬ ,m<n (3) 

由公式(3),根据语义定义可知,存在 u∈W,使得: 
 (w,u)∈R(a,n)并且 M,u ¬ϕ (4) 

由于 R 单调递减并且 m<n,所以 R(a,m)⊇R(a,n),所以(w,u)∈R(a,m).再由公式(2),根据语义定义可知: 
 M,u ϕ (5) 

得出矛盾,所以假设不成立.所以 m n
a aK Kϕ ϕ→ ,m<n.证毕. □ 

2   完全性证明 

可靠性是指系统中所有可证公式经过语义解释后都是真的,它是所有逻辑系统都必须具备的基本性质(因
为人们无法容忍一门理论能够推出虚假结论).与此不同,完全性是指所有在语义上为真的公式都是该系统的可

证公式,它是部分逻辑系统才具有的一种美好性质.一个逻辑系统同时具有可靠性和完全性,意味着语义为真的

公式构成的集合与系统中的可证公式集完全相同.S5tCt 系统具有完全性,但其证明需要构造较为特殊的典范模

型.本节证明主要参考了 S5C 系统完全性的证明[18]. 
定义 2.1. 任给公式ϕ,ϕ的闭包 cl(ϕ)是指一个满足如下条件的最小集合. 
(1) ϕ∈cl(ϕ); 
(2) 若ψ∈cl(ϕ),则ψ的子公式集 Sub(ψ)⊆cl(ϕ); 
(3) 若ψ∈cl(ϕ)且ψ不是形如¬χ的公式,则¬ψ∈cl(ϕ); 

(4) 若 ( )t
BC clψ ϕ∈ ,则{ | } ( )t t

a BK C a B clψ ϕ∈ ⊆ ; 

(5) 若 , ( )m n
a aK K clψ χ ϕ∈ ,且 m<n,则 , ( )n m n m

a a a aK K K K clψ ψ ϕ¬ ∈ . 

引理 2.1. 对任意公式ϕ,cl(ϕ)总是有穷集. 
利用结构归纳法容易证明. 
定义 2.2. 令Φ是某公式的闭包,称Γ是Φ中的极大一致集当且仅当: 
(1) Γ⊆Φ; 
(2) Γ是一致的:Γ ⊥,即:不存在一个有穷子集{ϕ1,...,ϕn}⊆Γ,使得 ¬(ϕ1∧...∧ϕn); 
(3) Γ在Φ中是极大的:不存在Γ′⊆Φ,使得Γ⊂Γ′且Γ′ ⊥. 

显然,Φ中的每个极大一致集Γ都是有穷的.令Γ=∧ϕ∈Γϕ. 
定义 2.3. 令Φ是某公式的闭包,A 是Φ中出现主体的集合,T 是Φ中出现时间点的集合,a∈A,t∈T.Φ的典范模

型 Mc=〈Wc,Rc,Vc〉定义如下. 
(1) Wc={Γ|Γ是Φ中的极大一致集}; 
(2) R*是一个函数:A×T*→℘(Wc×Wc),其中,T*={0,1,…,n}⊇T.设 0<k≤n,对 R*(a,t*)归纳定义如下: 

 ① 若Φ中无形如 0
aK ϕ 的公式,R*(a,0)=Wc×Wc; 
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若Φ中有形如 0
aK ϕ 的公式, 0 0 0 0*( ,0) {( , ) |{ | } { | }}a a a aa K K K KR Γ Δ ϕ ϕ Γ ϕ ϕ Δ= ∈ = ∈ . 

 ② 若Φ中无形如 k
aK ϕ 的公式,R*(a,k)=R*(a,k−1); 

若Φ中有形如 k
aK ϕ 的公式, *( , ) {( , ) | { | } { | }}k k k k

a a a aa k K K K KR Γ Δ ϕ ϕ Γ ϕ ϕ Δ= ∈ = ∈ . 

Rc 是 R*上的一个限制函数:A×T→℘(Wc×Wc),即 Rc(a,t)={(Γ,Δ)∈R*(a,t)|(a,t)∈A×T}. 
(3) Vc(p)={Γ∈Wc|p∈Γ}. 
之所以如上定义 Rc,是因为存在一些如“ 1 3

a bK p K p¬ ∧ ”这样的公式,其闭包中不含 3
aK ϕ 和 1

bK ϕ 的形式,但在 

典范模型中仍然需要定义出 Rc(a,3)和 Rc(b,1),否则,其典范模型不可能是 S5tCt系统的模型.对此问题的第 2种解

决方法是:将定义 1.3 中 S5tCt 系统的模型修改为四元组〈W,f,R,V〉,其中,f 是一个函数,A→℘(T).即,为每个主体指

派一些时间点,这样在定义典范模型时,可以相应地将一些无意义的(a,t)二元组删除.这两种补救方法都可以在

技术上实现定义出的典范模型是 S5tCt 系统模型的目标,因此二者效果是相同的.本文出于对克里普克模型三元

组〈W,R,V〉的敬意,采纳第 1 种解决方法. 
引理 2.2. 令Φ是某公式的闭包,则Φ的每个一致子集都是Φ中某个极大一致集的子集. 
证明:令Δ⊆Φ是一致集并且|Φ|=n,令ϕk 是Φ中第 k 个公式.考虑如下公式集的序列. 

 ① Γ0=Δ; 
② 若Γk∪{ϕk+1}是一致集,则Γk+1=Γk∪{ϕk+1}; 

若Γk∪{ϕk+1}不是一致集,则Γk+1=Γk. 
显然,Δ⊆Γn,我们需要证明Γn 是Φ中的极大一致集.首先,对 k 进行归纳可知,每个Γk 都是一致集,所以Γn 是一

致集.另外,任取公式ϕk∈Φ,假设ϕk∉Γn.所以,Γk−1∪{ϕk}是不一致的,那么Γn∪{ϕk}也是不一致的.由于ϕk∈Φ是任取

的,所以不存在Γ′⊆Φ,使得Γ⊂Γ′且Γ′是一致的.即,Γn 也是Φ中的极大集. 
定义 2.4(路径). 令Φ是某公式的闭包,Γ是Φ中的某个极大一致集. 
一个从Γ开始的“B(t)-路径”是指Φ中的某些极大一致集的序列Γ0,…,Γn.这个序列满足:对任意 k(0≤k<n),都

存在 a∈B,使得(Γk,Γk+1)∈Rc(a,t)且Γ0=Γ.一个“ϕ-路径”是Φ中的某些极大一致集的序列Γ0,…,Γn.这个序列满足:对
任意 k(0≤k<n),都有ϕ∈Γk.路径Γ0,…,Γn 的长度是 n.若路径Γ0,…,Γn 既是 B(t)-路径又是ϕ-路径,则称其为“B(t)-ϕ-
路径”. 

引理 2.3. 令Φ是某公式的闭包,Mc=〈Wc,Rc,Vc〉是Φ的典范模型,Γ与Δ是Φ中的极大一致集.则如下几点成立: 
(1) Φ中的Γ是演绎封闭的(对任意ϕ∈Φ,若 Γ→ϕ,则ϕ∈Γ); 

(2) 若¬ϕ∈Φ,则ϕ∈Γ当且仅当¬ϕ∉Γ; 
(3) 若(ϕ∧ψ)∈Φ,则(ϕ∧ψ)∈Γ当且仅当(ϕ∈Γ且ψ∈Γ); 

(4) 若 t
aKΓ Δ∧ 〈 〉 是一致的,则(Γ,Δ)∈Rc(a,t); 

(5) 若 t
aK ψ Φ∈ ,则 { | }t t

a aK Kϕ ϕ Γ ψ∈ ├ 当且仅当 { | }t t t
a a aK K Kϕ ϕ Γ ψ∈ ├ ; 

(6) ∨{Γ|Γ是Φ中的极大一致集}; 

(7) 若 ϕ Φ∈t
aK ,则(Γ,Δ)∈Rc(a,t)当且仅当 { | }t t

a aK Kϕ ϕ Γ Δ∈ ⊆ ; 

(8) 若 ϕ Φ∈t
BC ,则 ϕ Γ∈t

BC 当且仅当始于Γ的每个 B(t)-路径都是ϕ-路径. 

证明:可以参考文献[18],仅在原有 S5C 系统认知算子上增加时间参数,证明方法相同.  □ 
引理 2.4(真值引理). 令Φ是某公式的闭包,令 Mc=〈Wc,Rc,Vc〉是关于Φ的典范模型.则对任意ϕ∈Φ,任意Γ∈Wc, 

Mc,Γ ϕ当且仅当ϕ∈Γ. 

证明:对公式ϕ∈Φ的结构进行归纳证明. 
(1) 假设ϕ是一个命题变元 p.由典范模型的定义可知,p∈Γ当且仅当Γ∈Vc(p).根据语义定义可知,p∈Γ当且 

仅当 Mc,Γ p; 
(2) 假设对任意极大一致集Γ和任意公式ϕ,ψ∈Φ,都成立 Mc,Γ ϕ当且仅当ϕ∈Γ,成立 Mc,Γ ψ当且仅当 

ψ∈Γ.现在考虑公式ϕ∈Φ的其他结构形式. 
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① ¬ϕ.给定公式¬ϕ与任意Γ∈W.首先,Mc,Γ ¬ϕ当且仅当 Mc,Γ ϕ;其次,由归纳假设得,Mc,Γ ϕ当且仅当 
ϕ∉Γ;最后,由引理 2.3(2)可得,ϕ∉Γ当且仅当¬ϕ∈Γ.所以,Mc,Γ ¬ϕ当且仅当¬ϕ∈Γ. 

② ϕ∧ψ.首先,Mc,Γ ϕ∧ψ当且仅当(Mc,Γ ϕ并且 Mc,Γ ψ);其次,根据归纳假设上述结论适用于ϕ与ψ可 
得,Mc,Γ ϕ∧ψ当且仅当(ϕ∈Γ且ψ∈Γ);最后,由引理 2.3(3)可得,Mc,Γ ϕ∧ψ当且仅当(ϕ∧ψ)∈Γ. 

③ t
aK ϕ : 

从右到左:假设 t
aK ϕ Γ∈ .任取Φ中的任意极大一致集Δ.假设(Γ,Δ)∈Rc(a,t).根据对Φ中典范模型的 

定义可知 t
aK ϕ Δ∈ .因为 t

aK ϕ ϕ→├ 且Φ中的Δ是演绎封闭的,所以ϕ∈Δ.根据归纳假设可知:对Φ中任 

意极大一致集Δ,Mc,Δ ϕ.因为(Γ,Δ)∈Rc(a,t),所以根据语义定义可得 , a
c tM K ϕΓ ; 

从左到右:假设 , a
c tM K ϕΓ .所以对任意Δ∈Wc,若(Γ,Δ)∈Rc(a,t),则 Mc,Δ ϕ.假设集合Λ={¬ϕ}∪ 

{ }t t
a aK Kχ χ Γ∈∣ 是一致集.根据引理 2.2 可知,Λ是Φ中某个极大一致集Θ的子集.所以{ t t

a aK Kχ χ ∈∣  

Γ}⊆Θ.根据引理 2.3(7)可知(Γ,Θ)∈Rc(a,t).因为¬ϕ∈Λ并且Θ是Φ中极大一致集,所以ϕ∉Θ.根据归 

纳假设可知 Mc,Θ ϕ.因为 , a
c tM K ϕΓ 并且(Γ,Θ)∈Rc(a,t),所以 Mc,Θ ϕ,得出矛盾.所以Λ={¬ϕ}∪ 

{ }t t
a aK Kχ χ Γ∈∣ 不是一致集.所以{ }t t

a aK Kχ χ Γ ϕ∈ ├∣ .根据引理 2.3(5)可知 t
aKΓ ϕ├ ,故 t

aK ϕ Γ∈ ; 

④ t
BC ϕ .假设 t

BC ϕ Γ∈ .由引理 2.3(8)可知, t
BC ϕ Γ∈ 当且仅当从Γ开始的每个 B(t)-路径都是ϕ-路径. 

根据归纳假设可知,从Γ开始的每个B(t)-路径都是ϕ-路径,等价于是说从Γ开始的每个B(t)-路径的Φ 

中极大一致集上都成立ϕ是真的.根据语义定义可得, t
BC ϕ Γ∈ 当且仅当 , B

c tM C ϕΓ . 

综上情形(1)、情形(2),结论得证. 

引理 2.5(典范模型性). 令Φ是某公式的闭包, ,m n
a aK Kϕ ψ Φ∈ ,m<n,Mc=〈Wc,Rc,Vc〉是Φ的典范模型,Γ与Δ是Φ 

中极大一致集.则 Rc(a,t)满足等价关系和单调递减. 
证明:分别证明 Rc 满足如下两种情况. 
(1) 等价关系:根据定义 2.3 中对 Rc 的定义容易得到; 
(2) 单调递减:对任意 a∈A,m<n,都有 Rc(a,m)⊇Rc(a,n). 

不妨假设 m
aK ϕ Γ∈ 且 m

aK ϕ Δ∉ ,即(Γ,Δ)∉Rc(a,m).由 Ax3,Ax4,Ax5 结合定义 2.1 和引理 2.3 容易得到: 
n m
a aK K ϕ Γ∈ 且 n m

a aK K ϕ Δ¬ ∈ . 

所以,(Γ,Δ)∉Rc(a,n).证毕.  □ 
引理 2.5 表明,定义 2.3 给出的典范模型是 S5tCt 模型. 
命题 2.1(完全性). 对任意公式ϕ,若 ϕ,则 ϕ. 
证明:假设 ϕ.所以{¬ϕ}是一致集.由引理 2.2 可知,{¬ϕ}是闭包 cl(¬ϕ)中某个极大一致集Γ的子集.由引理

2.4 可知 Mc,Γ ¬ϕ,即 Mc,Γ ϕ.所以, ϕ. 

3   应  用 

S5tCt 系统能够刻画哪些认知变化规律?我们以分析如下情景作答. 
• 情景 
a 与 b 进入一个内设远程控制投掷硬币机器的大房间里.有人按下按钮,硬币随之旋转落下,进入桌上的一

个小盒子里,盒子关闭.而 a,b 二人都离硬币太远,以致于二人都没有看清楚硬币究竟哪面朝上.假定如下两点是

主体 a,b 之间的公共知识:① 落入盒子中的硬币要么正面朝上,要么反面朝上;② a,b 二人都不知道盒中硬币究

竟是正面朝上还是反面朝上. 
然后,a 独自打开盒子,发现硬币正面朝上.b 看到 a 打开盒子,但 b 看不到盒子中的硬币.而且,a 也没有告诉

b 盒中硬币究竟是哪面朝上. 
最后,b 在 a 面前打开盒子,两人都看到硬币正面朝上. 
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记硬币正面朝上为 p,硬币反面朝上为¬p,硬币落入盒子时刻为 1,a 打开盒子时刻为 2,b 打开盒子时刻为 3.
常原子命题集 P={p},主体集 A={a,b},时间点集 T={1,2,3}.a,b 在 1 时刻都无法区分硬币哪面朝上,a 在 2 时刻已

经可以区分,但 b 直到 3 时刻才可以区分.模型 M=〈W,R,V〉,其中,W={w,v};R(a,1)=R(b,1)=R(b,2)={(w,w),(w,v), 
(v,w),(v,v)},R(a,2)=R(a,3)=R(b,3)={(w,w),(v,v)};V(p)={w}.模型图示如下,其中,√标注的世界为现实世界. 

√   a,b           √    b            √ 
w(p)    v(¬p)     w(p)     v(¬p)     w(p)     v(¬p) 

1 时刻             2 时刻             3 时刻 

根据语义定义,可以得出如下一些结论: 

 1 1 1 2 2 2, ( ) ( )A a b A a aM w p p pC K K C K pK¬ ∧¬ ∧ ∨ ¬  (6) 

即:在现实世界 w 上,群体 A 在 1 时刻形成公共知识“a,b 在 1 时刻都不知道 p”,并且群体 A 在 2 时刻形成公

共知识“a 在 2 时刻知道 p 或者知道¬p”; 

 3 1 1 2 2, ( ( ) ( ))a b a aAM w p K p K p K p K pC ∧ ¬ ∧¬ ∧ ∨ ¬  (7) 

即:在现实世界 w 上,群体 A 在 3 时刻形成公共知识“p,并且‘a,b 在 1 时刻都不知道 p’,并且‘a 在 2 时刻知道

p 或者知道¬p’”. 
由公式(6)、公式(7)可知,群体 A 在 1 和 2 时刻形成的公共知识在 3 时刻得到保留.这说明公共知识可以不

断进行积累,说明主体(群体)当前时刻的知识已经包含了之前所有时刻的知识; 

 3 1 2 2 1, ( )a a a a bM w K K p K p K K p¬ ∧ ∧ ¬  (8) 

即:在现实世界 w 上,a 在 3 时刻知道“a 在 1 时刻不知道 p,并且 a 在 2 时刻知道 p,并且 a 在 2 时刻知道 b
在 1 时刻不知道 p”; 

 3 1 1 1 2 2 2, ( ( ) ( ))A A a b A a aM w C C K p K p C K p K p¬ ∧¬ ∧ ∨ ¬  (9) 

即:在现实世界 w 上,群体 A 在 3 时刻形成公共知识“‘a,b 在 1 时刻都不知道 p’是群体 A 在 1 时刻的公共知

识,并且‘a 在 2 时刻知道 p 或者知道¬p’是群体 A 在 2 时刻的公共知识”. 
公式(8)、公式(9)说明主体(群体)能够完美回忆自己先前所有时刻的认知状态,即能够掌握自己认知状态变

化的过程. 
上述分析表明,S5tCt 系统可以在模型上对如下直观进行合理解释:理性主体可以完美回忆自己在先前所有

时刻的认知状态,并且可以将知识不断积累. 
S5tCt系统与 PAL 非常类似,都在随着时间的变化而破坏模型上的关系,但 PAL 中主体在更新后的模型中显

然无法对之前的认知状态进行回忆.与带有时态算子的 TEL 相比,S5tCt 系统可以精确刻画主体完美回忆之前所

有具体时间点上的认知状态,这是过去算子所不能表达的.相比 KT5 系统,S5tCt 系统增加了公共知识算子,群体

可以对公共知识进行完美回忆,能够对公共知识的不断积累进行逻辑刻画.这些对比说明,S5tCt系统在刻画完美

回忆方面优于其他逻辑. 

4   结  语 

带有时态算子的 TEL 认为,命题的真值会随时发生变化.这种观点导致它不能对这样一种认知规律进行逻

辑刻画:即理性主体(群体)可以回忆自己先前的认知状态,在此基础上实现知识的不断积累.这是一种具有普适

性的认知规律,例如,假定北京的一个朋友在 2018 年 12 月 5 日打电话告诉你“北京今天下雪了”.如果不将句子

“北京今天下雪了”处理为常原子命题,你就很难据此扩充自己的知识库,也无法掌握自己认知状态的变化过程. 
本文在文献[1]的基础上构造了 S5tCt 系统,它在等价且单调递减的框架类上具备可靠性和完全性,它能够

对主体(群体)的知识积累及完美回忆自己先前的认知状态进行合理解释.按照 S5tCt 系统的观点,你会先将句子

“北京今天下雪了”处理为“北京在 2018 年 12 月 5 日下雪了”这种常原子命题(记为 p),然后将命题 p 放入自己的 
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知识库进行存储,认知状态会立即变成你在 2018 年 12 月 5 日知道 p(记为 n
aK p ).在此之后的任何时间点上你都

知道 p,并且你都记得 2 1 1 2, , , , ,...n n n n n
a a a a aK p K p K p K p K p− − + +¬ ¬ . 

S5tCt 系统的构建理念及其结论在人工智能、分布式系统、博弈论等领域具有潜在应用价值,如可以据此

探讨智能机器人的知识库扩充原则和方法,可以从模型上解释博弈中的主体(群体)如何根据自己认知状态的变

化历史而制定策略等.鉴于时态逻辑在人工智能、软件工程、规划问题和信息安全等领域有着广泛应用,在 S5tCt

系统的基础上考虑兼顾更多时序方面的性质,或许是未来一项有意义的工作.另外,S5tCt系统的公式中存在时间

点,在模型上可以在不同的时间点上任意跳跃,这与混合逻辑(hybrid logic)的一些思想存在共性.利用混合逻辑

的技术,完全可以在语形上达到准确刻画主体认知状态的效果.例如,文中公理 Ax5 完全可以利用混合逻辑的技

术表述为“@mKaϕ→@nKaϕ,m<n”.但是,加入混合逻辑的技术后给出一套合适的模型会成为一个新的难题.我们

认为,这也是未来值得进一步研究的方向之一. 
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