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摘  要: 提出一种并行计算模型——多步前进同步并行(delta-stepping synchronous parallel,简称 DSP)模型和一种

形式化表示方法.针对大同步并行(bulk synchronous parallel,简称 BSP)模型同步次数多、收敛速度慢的特点,该模型

能够有效地减少同步次数和通信开销,进而加速算法的收敛.通过形式化表示和迭代过程推导,发现 DSP 是一种比

BSP 更一般的并行计算模型.在 BSP 的基础上,DSP 将 BSP 中执行 1 次的局部计算变为执行多次.理论分析和验证

实验表明,新增加的局部计算步可以进一步挖掘和利用隐藏在数据分区中的局部性.同时,通过“计算换通信”原理增

加的局部计算并非越多越好.最后的实验结果显示,DSP 模型能够有效地效减少算法的迭代轮数及收敛时间,对 BSP
的加速可高达到数倍乃至数十倍. 
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Abstract:  In this study, a parallel computation model named delta-stepping synchronous parallel (DSP) is introduced, which is a more 
general form than BSP (bulk synchronous parallel). Compared with BSP, delta steps of local computation substitute the single local 
computation in each superstep. The added local computation is named as speculative computation step (SCStep). SCStep could further 
explore the locality hidden in data and accelerate value diffusion. It turns out to be dramatically effective on reducing the number of 
iterations and shortening the convergence time. Meanwhile, it is found that excessively using the SCStep is not appropriate considering 
the increased computation overhead. To identify applicable algorithms and also prove the correctness, the iterative process is formalized 
and the convergence condition is deduced. Finally, case studies and evaluations show that DSP model could significantly reduce the 
number of iterations and shorten the convergence time by dozens of times. 
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在过去的十几年中 ,各种用途的处理框架相继被开发出来 ,如为通用数据处理而开发的 Hadoop/Spark/ 
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Dryad[1−3],为蛋白质折叠而开发的 GROMACS[4],为海洋、气象气候科学而开发的 CORSIKA[5]以及为材料工程

科学、天文天体物理和社会科学开发的 NAMD[6]、FLASH[7]和 Swarm[8]等. 
无论是并行计算框架还是并行算法,并行化都需要一种或多种并行计算模型来指导其实现.常见的并行计

算模型包括大同步并行(bulk synchronous parallel,简称 BSP)[9]、异步并行(asynchronous iterative algorithm,简称

AiA)[10]、时间并行(parallel in time,简称 PiT)[11]、logP[12]和轮回并行(samsara parallel,简称 SP)[13]等.然而,所有这

些并行计算模型都采用无差别的方式来处理稀疏和稠密数据集,这就忽略了数据集内部所蕴涵的独特性(如局

部性分布、依赖关系密度等).这不仅导致了大量的无用计算和迭代步,还导致计算时间和收敛结果不受控制.一
个经典的例子是使用通用计算机集群(commodity machine cluster)在两个稀疏程度不同但直径相同的图上执行

BSP 模型并行化的单源 短路算法,其所耗时间几乎相等.原因是它们使用了相同的迭代轮数,而每轮迭代的时

间基本都消耗在全局同步上. 
为了追求更快的收敛速度,各种应用的异步算法相继被设计出来.异步算法可以在时间上重叠计算和通信,

从而实现更灵活地利用数据内部的局部性,达到加速算法收敛的目的.异步算法的缺点也比较明显.除了需要针

对单个问题单独设计相应的算法和终止条件外,还会比同步算法耗费更多的通信和计算.SP与BSP和AiA相比,
其每次向前投机地计算多步,再将多步计算结果统一打包并交换.在将交换的数据校验后,若发现某步结果不

对,则将所有进程跳回 早出错的一步重新计算.尽管 SP 可能进行更多的无用计算,但每次大同步却可以投机

地前进多步,且每步都能和 BSP 的迭代步一一对应. 
就我们所知,目前还没有一个模型可以在不修改算法的前提下,以不同的方式处理稀疏程度不同的数据集.

要进行有区别的处理,首先需要挖掘数据中存在依赖关系和局部性分布,即使先不讨论依赖关系和局部性,如何

构造出根据不同的数据集产生不同并行行为的并行程序也缺乏相应的理论指导.在日常数据处理工作中,我们

发现大量并行算法仅在满足弱一致性条件时即可收敛;同时,大多数数据都是相当稀疏的.结合这两方面,我们

认为可以通过进一步挖掘和利用数据分区中的局部性,首先加速局部收敛进而促进全局的收敛. 
通过数学建模和形式化推导,我们发现本文提出的多步前进同步并行(delta-stepping synchronous parallel,

简称 DSP)模型是一种比 BSP 更一般的同步并行模型.它可以更充分地挖掘和利用隐藏在数据中的局部性来加

速算法的收敛.进一步的实验同样验证了这个结论.DSP 与 BSP 唯一的不同点在于:在每个超级计算步内,DSP
执行Δ步局部计算(Δ≥1);而 BSP 仅执行 1 步局部计算.引入更多局部计算的目的在于进一步挖掘和利用蕴含在

数据分区内的局部性,进而加速局部收敛、减少迭代轮数和通信开销.在通用计算集群中,对于计算量少但迭代

步数多的算法,迭代轮数的减少直接意味着收敛时间的减少.原因是这种类型的算法将大部分执行时间都消耗

在全局同步上.在表 1 中,我们将 DSP 与几种常见的并行计算模型进行了比较:(i) 同步方式——同步、异步;(ii) 
迭代次数;(iii) 与 BSP 每步结果是否能对应上,结果是否收敛. 

Table 1  Comparison between common parallel models and DSP 
表 1  常见的并行计算模型和 DSP 的比较 

名字 同步方式 迭代 轨迹 
BSP 同步 1 遍 精确 
PiT 同步 多遍 收敛不精确 
AiA 异步 1 遍 不精确 
SP 异步 1 遍 精确且收敛 

DSP 同步 1 遍 收敛不精确 

本文有如下贡献. 
1) DSP 并行计算模型:本文提出了一种新的并行计算模型,可用于加速一大类并行迭代算法. 
2) 并行计算模型的形式化表示方法:本文提出了一种形式化表示方法,可以很好地表示各种并行计算模

型及其迭代过程. 
3) 正确性和适用性证明:利用贡献 2)中给出的形式化方法,推导并证明了 DSP 的适用性及收敛条件. 
4) 编程指导:为指导用户将 BSP 程序改写或直接构造 DSP 程序,给出了具体的实施步骤. 
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本文首先介绍若干相关工作,包括 BSP、参数服务器等模型.为了对 DSP 建立一个初步映像,第 2 节列举

DSP 的几个应用场景.第 3 节描述并行模型的形式化表示方法,并使用该种方法表示 BSP 和 DSP 的迭代过程,
推导和证明 BSP 和 DSP 的等价收敛条件.第 4 节使用真实数据集和实际应用验证并评估 DSP 模型的加速性能. 
第 5 节是总结和工作展望. 

1   相关工作 

1.1   大同步并行模型(BSP) 

Leslie Valiant 于 1990 年在牛津大学提出了著名的 BSP 并行计算模型.该模型主要用于指导同步并行算法

或程序的设计 .一个典型的 BSP 算法或程序由如下 3 部分组成 :局部计算 (local computation);通信

(communication);阻塞同步(barrier synchronization). 
BSP 算法的一个超级计算步(superstep)可以描述为图 1 所示的过程. 

 
Fig.1  BSP pattern[14] 

图 1  BSP 算法执行流程[14] 

与 BSP 相比,DSP 简单地将单步局部计算变为Δ步局部计算(Δ≥1),新增加的局部计算步只是简单地重复执

行之前的计算.DSP 算法的一个超级计算步可以描述为图 2 所示的过程(DSP 将局部计算步数变为Δ步.局部计

算时 ,只更新本地变量 ,不进行节点间通信 ).同时 ,我们将额外增加的 (Δ≥1)步局部计算称为投机计算步

(speculative computation step,简称 SCStep),其定义如下. 
投机计算步(SCStep). BSP 局部计算的简单重复,期间只做局部数据更新,计算节点间无数据通信发生. 

 
Fig.2  DSP executing pattern 
图 2  DSP 算法执行模型 

1.2   参数服务器 

为了解决大规模分布式机器学习中数以百万计参数频繁更新的问题,Google 在 2012 年提出了参数服务器

的方案[15].参数服务器允许各个模型副本在一个很小的时间间隔内,异步地更新和下载中心参数服务器中 新
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的参数.这样一来,各个模型副本就可以减少使用参数服务器时互斥等待的时间.虽然在允许的时间间隔内,各
个模型副本从参数服务器上获取的数据并不一致,但算法 后却能收敛.Google 的论文[15]中展现了参数服务器

惊人的加速潜能,同时也表达了对加速原理的疑惑.进一步工作[15−19]分别将参数服务器用于加速不同的应用,并
分别给出了收敛性证明.然而到目前为止,还没有一个正确性的一般性证明.与参数服务器不同的是,DSP算法除

了支持一大类机器学习的优化算法以外,从根本上是针对并行迭代计算提出的,因而几乎可以适用于所有的并

行迭代计算.针对其适用性和正确性,本文给出了一个一般性证明及适用约束条件. 
另外,参数服务器的相关工作并没有解释其加速原理,本文中对 DSP 加速原理的解释同样适用于解释参数

服务器加速的原理. 

1.3   其他工作 

(1) KLA:K 层异步算法(K-level asynchronous,简称 KLA)[20].DSP 与 KLA 的不同主要体现在以下几点. 
• DSP仅仅在大同步时才进行节点间通信,而KLA在局部计算时也会进行节点间通信.因而,DSP比KLA

更简洁,同时也具备比 KLA 更好的扩展性和更广的适用范围.实验中我们发现,通信的开销不仅仅与通

信的次数相关,而且还受到消息长度的极大影响. 
• DSP 的应用不限于 KLA 所局限的图计算领域. 
• DSP 不是 KLA 的特例,KLA 也不是 DSP 的特例. 
(2) 多步并行 短路算法(Δ-stepping: A parallelizable shortest path algorithm)[21,22]:通过维护一个待选顶点

的列表,每次向前尝试性地进行Δ步迭代.DSP 并不需要显示地维护这样一个列表和待选数据集,只需在数据分

区中简单重复地执行相同的操作并更新局部数据,就可以达到与该算法相同的效果.DSP 用于加速单源 短路

算法的示意图如图 3 所示.虚线界定的网格代表一个计算节点,每个计算节点负责计算图中部分顶点的 短路.
由于 DSP 每个超级计算步可以执行Δ次局部计算和局部更新,而 BSP 却只能执行 1 次,所以着相同颜色的顶点

可以在同一轮大同步求得 短路.求得图 3(a)中所有顶点的 短路仅需 5 轮全局大同步,求得图 3(b)中所有顶点

的 短路则需要 13 轮全局大同步. 

 

Fig.3  Solving procedures of single source shortest path (SSSP) from all other vertices to vertex S 
with DSP and BSP model respectively 

图 3  分别使用 DSP 和 BSP 模型求解图中所有顶点到 S 点的单源 短路 

2   应用举例 

正式描述模型之前,为对 DSP 建立一个初步的映像,首先介绍几个简单的例子. 
• 图并行算法 
将 DSP 用于加速图并行算法时,可以很好地解释 DSP 的工作流程及原理.如图 3 所示,将 DSP 用于加速单

源 短路(SSSP)算法,图中每个虚线界定的网格表示一个计算节点,每个计算节点负责图中一部分图顶点 短
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路的计算.BSP 模式下,每个超级计算步每次计算仅向前推进 1 步,而 DSP 每次却可以前进多步,甚至将 短路在

一个超级计算步就传递给相邻的下一个网格.对其他图算法如 PageRank 等,多步局部计算同样可以通过更充分

利用数据分区内的局部性加速子图内的局部收敛,进而促进算法的全局收敛. 
• 求解线性方程组 
在某些工程和科研应用中,部分线性方程组的系数矩阵如此稀疏,以致于可以将未知数向量 X 分为多段,分

别进行独立求解.并行求解这类型方程组实际上只需很少的通信,即可达到较高精度的收敛.因此,DSP模型十分

适合用于加速稀疏线性方程组的求解. 
• 机器学习 
机器学习的训练数据通常由数 10 亿级的高维向量组成,同时,学习模型的参数也由数百甚至上千维的向量

组成.然而,由于数据和模型的稀疏特性,分布于不同计算节点上的参数之间的严格同步并非必备条件,甚至部

分节点的数据之间并不存在相互依赖,因此,分布式优化算法十分适合采用 DSP 进行加速. 

3   模型及其收敛性保证 

DSP 模型的目标是在不影响算法收敛的前提下,通过减少算法的迭代轮数来减少算法在通信上的开销,进
而加速算法的收敛.为了实现这个目标,我们发现,不同于稠密数据集上的迭代计算,稀疏数据集上的迭代计算

拥有更小的计算通信比:Tcomputation/Tcommunication,即迭代时间主要耗费在通信上,而非计算.因此,通信开销的减少

可以有效地加速并行算法的收敛.此外我们还发现,仅仅 1 步局部计算很难充分挖掘和利用数据分区内的局部

性.对于一大类图并行算法,1 次局部计算对应着 1 次局部值传递,那么多步局部计算意味着多步局部值传递.然
而,投机计算步并非越多越好,因为投机计算步是以增加计算量为代价,当集群节点间初始负载不均时,太多的

投机计算步甚至会加剧这种不均衡. 
分析表明,投机计算步具备如下两个特征:(i) 尝试在数据分区内通过更充分地挖掘和利用空间局部性,实

现空间局部性 优;(ii) 尝试在一个超级计算步内通过更多的执行投机计算步实现超级计算步内的时间局部

性 优.简而言之,DSP 通过执行合理数量的投机计算步实现空间和时间上的局部 优.如果这里的空间和时间

局部 优正好发生在某些适合的算法或作用于稀疏数据集上,那么它极有可能转化为 终和全局的 优. 
此外,DSP 还具备一些其他优点.如:(i) 当应用于值传递算法时,可同时适用于稠密和稀疏数据集;(ii) 当用

于加速雅各比迭代时,展现出了类似于超松弛(successive over-relaxation,简称 SOR)[21]的加速效果,即同时减少

了局部计算步和全局同步轮数. 

3.1   形式化表示 

为了统一表示和比较不同的并行计算模型,本文提出了一种类似于“矩阵乘法”的转换:Xk+1=Xk⊗Fn×m,其中, 
Xk,Xk+1 分别为第 k 轮迭代的输入和输出变量,Fn×m 为迭代计算进行的操作.不同于代数中的矩阵乘法,Fn×m 中的

每个元素 Fi,j 表示输入向量 Xk 的分量 xi 与 xj 之间进行的计算,其结果返回给 xj.得到 xj 所有依赖的分量与 xj 运

算后的结果,再将这些结果进行聚合,聚合的结果将作为 xj 本轮计算的输出.直观上理解,xj 下一轮的新值实质上

是将它依赖的每个分量对它产生的影响或改变进行聚合的结果.类似的表示方法也在文献[23,24]中出现,不同

的是,我们进一步推导出了输入变量 X 随迭代进行的演变形式. 
为使下文更简洁地表达和推导,首先定义如下变量和符号. 
1) X0:迭代计算的初始输入变量. 
其向量表示为(x0,x1,...,xn).xi 可以表示各种类型的数据,如图计算中顶点信息、线性方程组中的未知数等. 
2) Xk:迭代计算的第 k 轮输出. 

并行化时,变量 Xk 被切分为多段并分布在不同的计算节点上进行计算, ( , )p q
kX 表示某个计算节点仅负责计 

算从 xp 到 xq 一段的分量. 
3) F:关系矩阵. 
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Fi,j 定义 xi 与 xj 之间的运算,函数形式为 Fi,j(xi,xj),简写为 Fi,j(xi).其运算结果返回给 xj 供其进一步与其他所

依赖的变量计算产生的结果进行聚合(具体实现时,Fi,j 通常被表达为一个数学公式、函数、过程或方法). 
F(p,q)表示对输入变量进行一次部分转换.F(p,q)仅计算和更新 xp 到 xq 之间的变量.其定义如下. 
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. 

使用向量与矩阵相乘的规则,X 的分量被投射到 Fi,j 上进行运算, 终只有 xp到 xq之间的变量进行了运算和

更新,其余分量保持不变. 

4) :聚合操作符. 

此运算符将{Fi,j(xi)|i=0,1,2,...,n}中所有运算结果进行聚合,聚合得到的值将作为 xj 本轮迭代计算的输出.公
式为 

0 1 ,0 ,1 ,
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常见的聚合操作有 min(⋅),max(⋅),average(⋅),Σ,Π等. 
5) ⊗:转换运算符. 
该运算符将关系矩阵在输入变量上作用 1 次. 
表 2 中列举了几种常见算法的关系函数和聚合函数. 

Table 2  Common algoriths and corresponding relation/aggregation functions 
表 2  常见算法及其对应的关系函数和聚合函数 

算法 Fi,j  注解 

PageRank ( )
i

i

x
L x

 
( ) ( )i j

i

x N x i

x
L x∈

∑  L(xi):xi 所指向的网页数目; 
N(xj):所有指 xj 的页面的集合 

SSSP Xi+wi,j ,( )
min ( )

i j
i i jx N x

x w
∈

+  wi,j:xi 指向 xj 的边的权重; 
N(xi):所有指向 xj 的页面的集合 

Jacobi 
,

,

i j
i

i i

a
x

a
 1i

ij i
i jii ii

b a x
a a ≠

− ∑  N(xi):所有指 xj 的页面的集合 

使用如上定义的变量和符号,BSP 模型的迭代过程可推导如下. 
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表示一轮向量乘和聚合操作
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=  (1) 
通过如上推导,我们发现,k 轮 BSP 迭代可由 k 次关系矩阵的转换来表示. 
类似地,对 X0 进行 l 轮 DSP 迭代,可得到对应的 XlΔ(每轮 DSP 大同步对应进行Δ步局部计算,详细推导过程

见 https://github.com/wdfnst/DSP_Proof/blob/master/dsp_proof.pdf): 

 1 1
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直观上理解,公式(2)中的参数解释如下. 
• g(αp,βp):将 BSP 中一次局部计算变为两次局部计算后产生的新算法. 
• αp:聚合 xp 所有依赖的变量对其作用的结果. 
• βp:聚合 xp 所依赖的且位于不同计算节点上的变量对其作用的结果.βp 也可视为 xp 对其他分区数据的

依赖程度. 
• γp(=αp−βp):聚合 xp 所依赖的且位于相同计算节点上的变量对其作用的结果.γp 也可视为 xp 对分区内数

据的依赖程度. 
要使用 DSP 加速 BSP,即在迭代中用公式(2)表示的计算替换公式(1)表示的计算,首先需要证明它们可以收

敛到相同的 终状态.然而公式(2)并不能保证收敛到与公式(1)相同的 终状态.但对于凸优化问题或只要求收

敛到局部 优点的算法,达到收敛就足够了.第 3.2 节将使用数学归纳法证明 DSP 的收敛条件. 

3.2   DSP模型的收敛性保证 

包括参数服务器和 DSP 模型在内的许多模型或算法[22−25]都使用了投机计算的思想,然而,其中仅部分模型

或算法给出了正确性解释或适用条件说明.在没有正确性保证的前提下,用户在选用这些方法时始终保持着谨

慎的态度.本节将给出 BSP 和 DSP 的关系,并推导出 DSP 的收敛条件. 
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定理 1. 如果算法在 BSP 模式下收敛,那么,当且仅当满足如下条件时,算法在 DSP 模式下也收敛: 
 算法 g(αp,βp)在 BSP 模型下收敛 (3) 

直观上理解,定理 1 描述了在 BSP 模式下收敛的算法,若增加一次局部计算后得到的新算法仍然收敛,那么

增加任意数量的局部计算得到的新算法都将收敛. 
证明:当Δ=1 时,DSP 模型退化为 BSP 模型.故Δ=1 时,结论成立. 
假设当Δ=k(k≥1)时,结论仍然成立,即 

 hl(gk−1(αp,βp)) (4) 
收敛. 

那么当Δ=k+1 时,得到如下左式,并变形为右式: 
 hl(gk(αp,βp))=hl(gk−1(g(αp,βp),βp)) (5) 

对比公式(4)、公式(5),在 BSP 模式下,因为αp 收敛,所以公式(4)收敛.从而,公式(5)收敛的条件是: 
 算法 g(αp,βp)在 BSP 模型下收敛 (6) 

在满足条件(6)时,定理 1 对Δ=k+1 成立. 
由数学归纳法原理可知:在满足条件(6)时,定理 1 对所有Δ∈Ν +成立.  □ 

3.3   DSP加速因素分析 

由公式 gΔ 1(αp,βp)可知,DSP 算法的收敛速度主要依赖于 3 个因素:Δ,αp 和βp(其中,p=0,1,2,…,n),并存在如下

关系. 
• 当βp=0 时(可理解为 xp 的收敛不依赖任何位于其他计算节点上的变量),xp 在不需要任何全局数据同步

的前提下即可收敛.这时,额外的(Δ−1)步投机计算可以获得非常显著的加速,以至于当Δ充分大时,xp 可

以在不需要任何全局同步的情况下直接收敛.图 4(a)示例了这种情况,每个数据分区被分配到不同的

计算节点,彼此之间不存在任何依赖关系,这个图上的并行迭代计算可以在不需要任何全局数据同步

的情况下收敛. 
• 当γp=0 时(可理解为 xp 的收敛完全依赖于位于其他节点上的变量),因为 xp 所依赖的变量在Δ步局部计

算中并不会更新,所以Δ次局部计算产生的新值也不会有任何变化.图 4(c)示例了这种情况,图中每个分

区中的顶点所依赖的变量全部位于其他计算节点内,这种情况下,额外的(Δ−1)次局部计算不会产生任

何加速效果. 
• 当γp>0 时(即 xp 所依赖的变量部分位于和自己相同的节点内),额外的(Δ−1)步计算会促进 xp 更快地收

敛,且加速效果与γp 成正比. 
• 当βp>0时(即 xp所依赖的变量部分位于其他节点),第 1次局部计算之后,βp并没有及时从其他节点获取

新值进行更新,剩下的(Δ−1)步局部计算仍然使用上次全局同步的变量计算产生的βp.过期的βp 对 xp

的收敛其起副作用,DSP 的加速效果与βp 成反比.图 4(b)示例了这种情况,每个分区内的顶点所依赖的

变量既有来自本节点的,也有来自其他节点上的. 
某种意义上,γp 和βp 可分别用数据分区内和数据分区间的依赖关系密度来解释.若能通过适当的数据划分

增加分区内依赖关系密度(即增大γp),同时减小分区间依赖关系密度(即减小βp),那么算法的收敛极有可能得到

加速.然而,完美的数据切分(如图划分)通常都是 NP 难问题.尽管增大γp 比较困难,足够小的βp 却十分普遍.因为

稀疏数据集划分之后得到的βp 通常都会非常小,这就为我们使用 DSP 加速迭代计算创造了条件. 
为了验证βp,γp 与加速效果之间的关系,我们使用 PageRank 算法在随机图上进行了两组实验:(i) 固定子图

内的连接度,变化子图之间的连接度;(ii) 固定子图间的连接度,变化子图内部的连接度.实验结果如图 5 所示,图
5(a)显示,加速比#Iterationbsp/#Iterationdsp 随着增加的β而下降,即子图间连接增加后,DSP 的加速性能下降了.图
5(b)显示,加速比#Iterationbsp/#Iterationdsp 随着增加的γ而上升,即子图内连接增加后,DSP 的加速性能上升了.这
一结果进一步验证了我们上面的分析. 
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(a) γp=0:图中每个顶点所依赖的全部变量和它位于同一个计算节点上 
(b) βp>0:图中某些顶点依赖的变量部分位于和它不同的计算节点上 
(c) βp=0:图中每个顶点所依赖的全部变量都和它位于不同的计算节点上 

Fig.4 
图 4 

 

(a) 固定γ,变化β                 (b) 固定β,变化γ 

Fig.5  Acceleration of DSP on PageRank 
图 5  DSP 对 PageRank 的加速 

3.4   DSP并行算法的构造 

对比算法 1、算法 2,将 BSP 算法改造为 DSP 算法或直接构造 DSP 算法只需在进行全局通信前增加一个

条件测试(测试是否执行了指定步数的局部计算).构造 DSP 程序时,可按如下几步进行. 
1) 若 BSP 算法收敛,则检验拥有两步局部计算的新算法是否收敛,若收敛则转至第 2)步. 
2) 筛选合适的参数Δ. 
3) 调整代码.增加条件测试,使得每执行 1 次 DataExchange(⋅)对应执行Δ次 Computing(⋅). 
算法 1. BSP 并行算法模板. 
1:  procedure BSP_Algo(G,v0) 
2:    iter_counter←0 
3:    while True do 
4:      computing(⋅) 
5:      DataExchange(⋅) 
6:      if is_convergent(⋅) then 
7:        break 
8:      iter_counter++ 
算法 2. DSP 并行算法模板. 
1:  procedure BSP_Algo(G,v0) 
2:    iter_counter←0 
3:    while True do 
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4:      computing(⋅) 
5:      if iter_count%Delta==0 then 
6:        DataExchange(⋅) 
7:        if is_convergent(⋅) then 
8:          break 
9:      iter_counter++ 
对于各种算法,并没有普遍适用的Δ值.根据第 3.3 节中的分析可知:当数据集比较稀疏或采用较好的数据划

分算法时,可以选用适当大的Δ;反之,适当小的Δ加速效果可能更好.除此之外,非线性是导致变量变化快慢的主

要因素之一.当算法非线性较强时,重用剧烈变化的变量值会引入较大的误差,致使收敛速度减慢.所以,非线性

强的算法适合选用较小的Δ,反之适于选用较大的Δ. 

4   实验与评估 

实验中用到的设备主要包括 20 台高性能服务器及连接它们的高速以太网(40GB/s 或换算为 3.2GB/s)和
InfiniBand 网络(6.8GB/s).每台服务器由两片 Intel Xeon E5520 处理器(4 核×2.27GHz)和 48G 内存以及其他外设

组成.除 GMRES 和 SGD 外,其他算法都采用 C++和 MPI 通信接口实现.默认情况下,MPI 优先使用 InfiniBand
进行通信,所以这里实现的算法实际上都优先使用 InfiniBand 进行通信.因为 DSP 加速的原理是通过减少迭代

轮进而减少通信开销实现的,而在高速网络中,由于通信延迟低,DSP 的加速性能并没有得到充分的展示.在由

TCP/IP 网络连接的通用计算集群中,DSP 的加速性能会比下面列出的结果更加卓越. 

4.1   图算法应用 

1) PageRank.PageRank 算法通过赋予 web 网络中每个页面一个权重,并以此来衡量每个页面的相对重要程

度.其计算既可通过代数方法求解也可通过迭代法求解,迭代公式为 

( )

( )1( ) ,
( )j i

j
i

p N P j

PR PcPR p
N L p∈

−
= + ∑  

其中,p1,p2,...,pn 表示需要计算 PageRank 值的网页,N(pi)表示所有连接指向 pi 的网页集合,L(pj)表示网页 pj 的出

度,N 表示所有网页的数目.常数(1−c)/N 表示网页浏览者随机打开一个网页的概率,这个机制用来解决和防止终

止点问题和陷阱问题. 
我们收集了 3 份真实 Web 图数据,并对其基本信息进行了统计.如表 3 所示,指标包括顶点数、边数、平均

出度、 大出度和 小出度.从其平均出度来看,这些 Web 图并不稀疏.并且 Web 图的入度分布一般都高度畸形,
即其顶点的入度悬殊非常大. 

Table 3  Statistics of real world Web graphs 
表 3  真实 Web 图及其基本统计信息 

图名称 顶点数 边数 平均出度 大出度 小出度 
BerkStan 685 230 7 600 595 11.092 249 0 

NotreDame 325 729 1 497 134 4.596 23 3 445 0 
Stanford 281 903 2 312 497 8.203 11 255 0 

将表 3中的Web图按顶点近似等分划分,并分发到不同的计算节点.在每个计算节点上每执行Δ步局部计算

再进行一次全局大同步.图 5(a)~图 5(c)展示了 DSP 的加速效果.数字显示,DSP 可以显著减少 BSP 的迭代轮数,
进而减少算法的收敛时间.在这组实验中,我们采用了Metis工具包[26]进行图划分(Metis工具包中实现的算法可

以在保证子图间顶点数量均衡的前提下, 大限度地减少子图间割边的数量,从而降低子图间的依赖性;而随机

图划分算法仅能保证子图间顶点数量的均衡,不能减少子图间割边的数量,也不能降低子图间依赖的程度).与
此同时,我们还在随机划分的子图上进行了相同的测试,结果显示:除Δ=2 有少许加速外,DSP 算法的收敛速度甚

至还不如 BSP.这个结果也验证了我们在第 3.3 节中的分析,即 DSP 的加速效果十分依赖于β和γ. 
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图 6 使用真实 Web 图和路图,测试 DSP 对 PageRank 和 SSSP 算法的加速性能.图 6(a)~图 6(c)展示在使用

Metis 工具包切分的子图上,DSP 对 PageRank 加速性能;图 6(d)~图 6(f)展示在使用 Metis 工具包切分的子图上, 
DSP 对 SSSP 的加速性能;图 6(h)~图 6(g)展示在使用随机划分的子图上,DSP 对 SSSP 的加速性能.PageRank 算

法的收敛精度设为 10−10. 

 

Fig.6  Performance comparison between DSP and BSP working on PageRank and SSSP with the real Web graph 
图 6  使用真实 Web 图和路图,测试 DSP 对 PageRank 和 SSSP 算法的加速性能 

2) SSSP.给定一个有向赋权图 G(V,E),SSSP 算法用来寻找图中所有点到指定源点的 短距离. 
为了方便说明,图 3 中示例了一个简单的单源 短路求解的例子,以说明 DSP 加速单源 短路这类图算法

的原理.图中每个虚线界定的网格表示一个计算节点,分别负责计算图中部分顶点的 短路.图 3(a)、图 3(b)中
随着着色的变化(或加深),分别展示了 DSP 和 BSP 迭代的过程.由于 DSP 在一个超级计算步中可执行多次局部

计算,从而可以将 短路向前传递多步,而 BSP 每次只能前进 1 步.图 3(a)中使用 DSP 加速,整个计算过程仅需 5
次全局大同步即可收敛,而图 3(b)使用 BSP 迭代,则需要 13 次大同步.在这个例子中,DSP 的加速比为 2.6 倍. 

为了验证 DSP 在实际路图中的加速性能,采用美国若干州的路图进行了实验.同样,为了验证第 3.3 节中的

分析,如下两种图划方法被用于图划分:(i) 随机划分;(ii) Metis 划分.路图的的基本信息及统计信息见表 4,可以

看出,路图是比 Web 图稀疏得多的自然图. 

Table 4  Statistics of real world road networks 
表 4  真实路图及统计信息信息 

图名称 顶点数 边数 平均出度 大出度 小出度 
roadNet-CA 1 965 206 2 766 607 2.82 12 1 
roadNet-PA 1 088 092 1 541 898 2.83 9 1 
roadNet-TX 1 379 917 1 921 660 2.79 12 1 

如图 6 所示,图 6(d)~图 6(f)、图 6(g)~图 6(i)分别展示了在采用不同图划分方法得到的子图上进行实验的
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结果.数字显示,算法在 Metis 划分的子图上的性能是在随机划分的子图上的性能的数倍.这一结果进一步验证

了我们在第 3.3 节中的分析.同时,仅采用随机分图,DSP 对 BSP 的加速也可高达 10 倍. 

4.2   线性方程组求解 

设 AX=b 表示一个由 n 个线性方程组成的线性方程组,其中, 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

,  ,  

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a x b

A x b

a a a x b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

当系数矩阵 A 为低阶非稠密矩阵时,使用高斯主元消元法可以进行非常高效的求解.但当系数矩阵为稀疏

矩阵时,迭代法则更加高效,它能更充分地利用系数矩阵中出现的大量零元,进而避免大量不必要的计算.Jacobi
迭代法求线性方程组的迭代公式为 
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j iii
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超松弛法(successive over-relaxation,简称 SOR)[21]是 Jacobi 迭代法的一种改进算法,可以实现比 Jacobi 迭代

更快的收敛.其迭代公式为 

 ( 1) ( ) ( 1) ( )(1 ) ,  1,2,...,k k k k
i i i ij j ij j

j i j iii

x x b a x a x i n
a
ωω+ +

< >
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其中,常数ω>1 称为松弛因子. 
为了比较 DSP 和 SOR 加速 Jacobi 迭代的原理,我们将执行一步局部计算对 xl 所做的操作进行如下表示和 

变形:首先,使用 1 1,k k
i lx x+ + 分别表示 xi 和 xl 在第(k+1)步局部计算时得到的 新值. 
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其中,i<l.将 1k
ix + 带入 1k

lx + ,得到: 
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比较公式(7)和公式(8)不难发现,DSP的迭代递推公式和SOR的递推公式有着类似的形式,这进一步验证了

实验中的发现,即 DSP 和 SOR 可以同时减少计算量和通信量. 
实验采用了由 10 000 个线性方程组成的线性方程组.将未知数向量 X 等分为 20 份,并分发到不同的服务器

中.每台服务器每进行Δ步局部计算,对应进行一次全局大同步.实验结果如图 7 所示(收敛精度设为 10−14):迭代

的步数首先随着Δ的增加而减少,随后稳定在一个值周围.收敛时间随着Δ的增加,先减少再增加.收敛时间下降

后再增加是因为投机计算步并非越多越好,它同时也会增加计算负担,进而抵消减少通信带来的好处. 
广义 小残差算法(generalized minimal residual method,简称 GMRES)[27]是一种被广泛应用的线性方程组

迭代求解算法,为了评估 DSP 的加速性能和扩展性,我们将其与 GMRES 算法的速度进行了比较.在求解一个由 
10 000 个线性方程组成的线性方程组时,GMRES 耗时 0.0373 18s 和 71 轮迭代.DSP 的性能如图 8 所示(收敛精

度设为 10−14),当Δ=100 时,DSP 仅耗时 0.0187 14s 和 2 轮迭代就达到了和 GMRES 同样的收敛精度.这一结果显

示,DSP 在加速 Jacobi 迭代法时具有比肩 好算法的性能. 
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(a) 迭代轮数随Δ变化的趋势        (b) 执行时间随Δ变化的趋势 

Fig.7  Acceleration of DSP working on Jacobi iterative method 
图 7  DSP 对 Jacobi 迭代算法的加速性能 

 

Fig.8  Performance comparison between DSP and GMRES 
图 8  DSP 与 GMRES 性能的比较 

4.3   加速分布式优化算法 

随机梯度下降(stochastic gradient descent,简称 SGD)[28]是梯度下降优化算法的一种近似算法.它通过迭代

来求解目标函数的 大或 小值 .大量经典机器学习算法的训练过程都可以用 SGD 来进行优化 ,如
Perceptron[29]、Adaline[30]、k-Means[31]和 SVM[32]. 

为了验证 DSP 模型对 SGD 算法的加速性能,我们进行了一组简单的验证实验.通过分布式的 SGD 算法来

训练一个简单的线性分类器.样本集合由维度为 100 的稀疏向量组成,所有的样本点被标记为 4 类,其类别为非

零元的位置模 4 运算的结果所决定. 
实验结果如图 9 所示(全局同步轮数的对数先随Δ的增加呈指数下降趋势,随后稳定在一个数字周围),全局

同步轮数的对数首先随着增加的Δ呈指数级下降趋势,随后稳定在一个值的周围. 

 

Fig.9  Performance of DSP working on SGD 
图 9  DSP 对 SGD 的加速性能 

当Δ足够大时,我们发现参数的收敛仅仅需要数轮同步就可以完成.也就是说,在参数收敛的过程中,大部分

数据同步都是不必要的.分析其原因,我们认为模型的参数之间的关系也是相对稀疏的,这才导致所有参数之间
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并不需要严格的一致也能使模型收敛. 

5   总结和工作展望 

本文提出了一种并行计算模型,它可以显著地减少迭代计算的轮数.对于瓶颈为通信的算法,迭代轮数的减

少直接意味着通信开销的减少,算法的收敛速度也能因此得到相应的提升.除此之外,本文还提出了一种迭代算

法的形式化表示方法.使用这种方法,我们表示了 BSP 和 DSP 并行计算模型及其迭代过程,发现 DSP 是一种比

BSP 更一般的计算模型.在此基础之上,本文进一步给出了 DSP 的适用条件和收敛性证明. 
为了保证第 3.1 节中推导和证明的一般性,其中出现的符号可用于表示任意关系函数和聚合函数.我们没

有提供具体函数的收敛性证明,但通过数值分析的不动点迭代或级数的收敛推导,都可以得到与第 3 节中相同

的结论.通过形式化的表示和推导,我们发现,DSP 中增加的局部计算步可以更充分地挖掘和利用数据分区内部

的局部性,加速局部收敛,进而促进全局收敛. 
实验评估部分展示了若干有趣的发现,比如,加速 Jacobi 迭代时,DSP 模型的执行过程实际上模拟了超松弛

的计算;分布式 SGD的计算过程实际上只需少量的同步即可实现收敛.在通用计算集群上,DSP可以贡献更好的

性能,原因是通用计算集群的通信延迟通常会大得多. 
因为 DSP 加速的原理是“计算换通信”,所以过多的局部计算不仅会增加节点的计算负担,而且当迭代计算

的初始负载不均衡时,负载不均衡也可能被加剧. 
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