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摘  要: 首先应用模糊集截集的方法,给出了多值逻辑系统 Ƚn 中广义重言式的一个等价刻画,并利用模糊集间的

标准 Hammin 距离,定义了公式间的 Hamming 距离、Hamming 相似度与 Hamming 真度,给出了计量逻辑学基本概

念的 Hamming 距离表示方法.然后给出了计量逻辑学中公式真度的一个分解定理,这个定理指出在计量逻辑学中,

任意一个公式的真度等于一些互不相容的公式的真度之和,而公式 本身则逻辑等价于这些公式的并.最后应用所

提方法定义了广义 MP 问题的三-I 真度解,并讨论了三-I 真度解的存在性问题. 
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The Hamming Distance Representation and Decomposition Theorem of Formula’s Truth 
Degree 
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Abstract.  First in this paper, an equivalent characterization of generalized tautologies in Ƚn is introduced by using the method of cut of 

fuzzy set, the Hamming distance, Hamming similarity degree and Hamming truth degree between formulas are defined by means of 

standard Hamming distance between fuzzy sets, and Hamming distance representation of the basic concepts of quantitative logic is 

described. Then, the truth degree decomposition theorem of formula in quantitative logic is presented. This theorem points out that in 

quantitative logic, the truth degree of any formula  is equal to the sum of the truth degrees of some incompatible formulas, and the 

formula  itself is logically equivalent to the join of these formulas. Finally, the problem of triple-I truth degree solution of the 

generalized MP problem is proposed, and the existence of the triple-I truth degree solution is discussed. 
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1   引  言 

以公式真度为核心概念的计量逻辑学[1]是一种新的非经典数理逻辑的推理模式,它开辟了非经典数理逻
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辑研究的新方向,促进了非经典数理逻辑的发展.目前,计量逻辑学的方法已在多个命题逻辑系统中得以推广应

用,并取得了一些重要成果[218].文献[2]在经典二值命题逻辑系统中利用势为 2 的均匀概率,引入了公式真度的

概念,初步建立了计量逻辑学的理论框架;文献[3]将二值逻辑系统中的计量化方法推广到了 Ƚukasiewicz n-值

命题逻辑系统 Ƚn 中;文献[4]在 n -值 0R 命题逻辑系统中对广义真度进行了研究;文献[5]将计量逻辑的方法引入

到了多值模态逻辑中,建立了多值模态逻辑系统中的计量逻辑模型;文献[6]采用公理化方法给出了一类一阶谓

词逻辑公式的公理化真度,将计量逻辑学引入到了一阶谓词逻辑中;文献[7,8]将随机化的方法引入到计量逻辑

学中,建立了概率计量逻辑学,专著文献[9]便是对这些研究成果的总结.分析了这些研究成果后我们发现,几乎

所有的文献都沿用着文献[2]中先真度、后相似度、再伪距离的研究框架展开讨论.不同的是,逻辑系统变了,相

应的真度、相似度的性质也随之改变,但理论框架、基本思想是一样的.对不同计量逻辑系统性质的讨论远多

于对计量逻辑基本概念的讨论.文献[10]是一种尝试,其作者利用一个公式的诱导函数的算术平均值给出了公

式真度的均值表示形式,对真度做出了一种合理的解释.本文作者在分析以上文献的基础上,利用模糊集的截集

及模糊集的标准 Hamming 距离等方法,在多值命题逻辑系统 Ƚn 中给出了广义重言式的一个模糊截集的等价刻

画,引入了公式的真度概念,实现了广义重言式的程度化推理.然后利用模糊集间的标准 Hamming 距离,引入

了公式间的 Hamming 距离(简称 H-距离)、Hamming 相似度(简称 H-相似度)与 Hamming 真度(简称 H-真度)的

概念,从模糊集的角度对计量逻辑学的基本概念做出了合理的解释,丰富了计量逻辑学的内容,为程度化推理提

供了一种可能的途径. 

在给出了公式真度的 Hamming 距离表示形式以后,通过构造相应的逻辑公式,我们给出了计量逻辑学中一

个公式的真度分解定理.这个定理表明,在计量逻辑学框架下,任意一个公式的真度都可以表示成一些互不相

容的公式的真度之和,而公式本身则逻辑等价于这些公式的并.运用本文的方法,我们还给出了 n 值命题逻辑

系统 Ƚn 中具有相同真度的公式集的相容性的刻画.最后,我们在 Ƚn 系统中提出了广义 MP 及多重广义 MP 问题

的三-I 真度解的问题,并给出了它们的解. 

2   广义重言式与模糊集 

首先记
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( , , , , ),( , , , , )n L L n R RI I        分别是 Ƚukasiewicz n 值命题逻辑系统 Ƚn 与 0R n 值命题逻辑系统 * .nL  

定义 2.1. 设 S={p1,p2,…,}是可数集,F(S)是由 S 生成的 ( , , )   型自由代数,称 S 中的元为原子公式,F(S)

中的元为合式公式,F(S)的子集称为理论. 

定义 2.2. 设 : ( ) nv F S I 是 ( , , )   型同态,称 为 F(S)的赋值, ( ), ( )A F S v A 称为 A 的赋值,F(S)的赋值

映射的全体记为.若对每一个赋值 v,都有 v(A)=1,则称公式 A 为重言式.若对每一个赋值 v,都有 v(A)=0,

则称公式 A 为矛盾式.全体重言式之集与全体矛盾式之集分别记作 Tau 与 Contr.设 0 1,≤ ≤ 若v,都有 v(A)≥

,则称 A 为-重言式.若 A 是-重言式,且存在一个 v,使得 v(A)=,则称 A 为可达-重言式. 

定义 2.3. 设 A,BF(S),若v,都有 v(A)=v(B),则称公式 A 与 B 逻辑等价,并用 AB 表示. 

令 1 2{ , ,..., }m mS p p p 是原子命题集 S 上的有限命题集.公式是含有 1 2, ,..., mp p p 的合式公式,则公式在 S

上的赋值 v 由 v在 Sm上的赋值所唯一确定,其全体记为m.当 v限制在 Sm上以后,对于任意的公式 A(p1,p2,…,pm), 

其赋值映射 v 的赋值域可用 m
nI 表示, m

nI 所含元素个数为 mn 个.为下文叙述方便,记 m
nI 为 ,mU 即 m

n mI U   

1{ ,..., },mn
x x 其中, m

i nx I 且 1,..., mn
x x 按字典序依次排列.此时, ( )xv  表示公式在一个赋值 x(xUm)下的像.例如, 
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n=3,m=2 时, 2
1 1 1 1 1 1

(0,0), ,(0,1), , , ,(1,0), ,(1,1) ,0, ,0 , ,1 1,
2 2 2 2 2 2

U
                     

          
公式 p q   在赋值 xi 下的像依次为

0,0,0,0,
1 1 1

, ,0, ,1.
2 2 2

 

定义 2.4. 设 U 是任意一个集合,  1 2
,0, ,..., ,1

1 1

n
L

n n


 

称映射 :A U L 为一个 n 值模糊集. 

注 2.1. 定义 2.4 是文献[13]中三值模糊集合的一个自然推广. 

令 1{ ,..., },mm n
U x x 公式 1 2( , ,..., ) ( ),m mp p p F S   定义 mU 到 nI 上的映射 

: m nU I   

为 

( ) ( ),xx v   

则公式可视为论域 Um 上的 n 值模糊集. 

将公式视为论域 Um 上的 n 值模糊集之后,公式集 F(Sm)上的-重言式的概念就有了新的描述.即下列结论

成立. 

定理 2.1. 公式是-重言式当且仅当 n 值模糊集的-截集与 Um 相等,即 .mU   

进一步可以定义一个公式的真度概念. 

定义 2.5. 设公式F(Sm),定义 

| |
( ) ,

| |mU



    

称 ( )  为公式的真度. 

从上述公式的真度定义可以看出,
| |

| |mU
 表示的是论域 Um 中使得公式的赋值大于等于的元素个数占 

整个 Um 元素个数的比值,这在一定程度上反映了公式为-重言式的程度. 

定义 2.6. 设公式F(Sm),定义 

| |
( ) ,

| |mU



  

   

其中,   表示模糊集的强截集,称 ( )  为公式的   真度. 

注 2.2. 本文定义的真度不仅可以给出公式隶属于不同-重言式的程度,而且还具有区分不同-重言式 

的功能.例如对于两个可达-重言式与,其中靠近重言式的公式不妨设为,其 ( )   真度值大于远离重言

式的公式的 ( )   真度值.进一步地, 1( )  就是文献[11]中定义的公式的绝对真度. 

例 2.1:令 2 { , }, ( ) ( ), ( ) ( ),S p q p p q q p p q q             在 Ƚukasiewicz 5 值命题逻辑系统 Ƚ5 中, 

考察公式与隶属于各个重言式的程度. 

解:设 2 { , },S p q 则论域 U2 所含有的元素个数为 2
2| | 5 25,U   公式与对应的模糊集可由表 1 给出. 

Table 1  Truth table for the formulas in Ƚ5 

表 1  Ƚ5 中公式的真值表 

U2 (0,0) 
1

0,
4

 
 
 

 
2

0,
4

 
 
 

 
3

0,
4

 
 
 

(0,1) … (1,0) 
1

1,
4

 
 
 

2
1,

4
 
 
 

 
3

1,
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 
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 (1,1)

 1 
3

4
 

2

4
 

3

4
 1 … 1 

3

4
 

2

4
 

3

4
 1 

 1 1 1 1 1 … 1 1 1 1 1 

从表 1 可得 U2 上的模糊集与分别为 
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3 2 3 3 3 2 3 3 2 2 2 2 2 3 3 2 3 3 3 2 3
,1, , , ,1, , , , , , , , , , , , , , , ,1, , , ,1

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
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,1,1,1,1,1, , , , , , , , , , , , , , , ,1,1,1,1,1
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  

  
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公式是 1
-

4
重言式,可达的

1
-

2
重言式,属于

3
-

4
重言式的程度是

13
,

25
属于重言式的程度是

4
.

25
 

公式是 1
-

4
重言式,可达的

1
-

2
重言式,属于

3
-

4
重言式的程度是

20
,

25
属于重言式的程度是

10
.

25
 

从以上例子可以看出 ,虽然,同为可达
1

-
2

重言式 ,但公式可信程度更高 ,这反映在重言式上就是

3 3

4 4

( ) ( ).     

关于 ,    真度,下列性质成立. 

性质 2.1. 设,F(Sm),则 

(i) 0 1;≤ ≤  

(ii) 1( ) 1   当且仅当是重言式; 

(iii) (1 )1, ( ) ( ) 1;           

(iv) ( ) ( ) ( ) ( );                  

(v) 若  是定理,则 ( ) ( );    ≤  

(vi) ( ) min{ ( ), ( )} ( ).             ≤ ≤  

3   公式真度的 Hamming 距离表示形式 

本节中我们将利用模糊集间的标准 Hamming 距离导出公式集上的 H-距离、H-相似度及 H-真度的概念,

从而给出计量逻辑学中基本概念的 Hamming 距离表示形式. 

定义 3.1[13]. 设集合 1{ ,..., },nU x x A 与 B 是 U 上的模糊集,定义模糊集 A 与 B 之间的 Hamming 距离为 

1

1
( , ) | ( ) ( ) |.

n

i i
i

A B A x B x
n




   

定义 3.2. 设,F(Sm),定义公式,间的 H-距离为 

1

1
( , ) | ( ) ( ) |, .

mn

H i i i mm
i

x x x U
n

    


    

例 3.1:取 2 { , },S p q 在逻辑系统 Ƚ3 中,求公式 1 2p p   与 1 2p p   之间的 H-距离. 

解:按照定义 3.2,此时的论域 2
1 1 1 1 1 1

(0,0), ,(0,1), , , , (1,0), ,(1,1) .0, ,0 , ,1 1,
2 2 2 2 2 2

U
                     

          
U2 上的 3 值模糊 

集为 

1 1 1
,0, ,1, , ,1,1,1,1

2 2 2
    

 
1 1 1

,0,0,0,0, , ,0, ,1
2 2 2

    
 

 

则
1 41 1 1 1 1 1

( , ) | 0 0 | |1 0 | |1 0 | |1 1| .0 0 1 1
9 92 2 2 2 2 2

H                      
 

 

注 3.1. 

(i) 定义 3.2 中定义的公式,间的 H-距离是伪距离而非真正的距离,这是由于逻辑等价的两个公式与 
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其 H-距离虽然为 0,但与不一定相等.关于公式的逻辑等价容易证明:当 , , ,    均含有相同的原子公式且

,     时, ( , ) ( , ).H H       

(ii) 由定义 3.2 可知 ( , ) ( , ).H H         

(iii) 之所以选择标准Hamming距离而不选取欧式距离(记为 E )作为公式集F(Sm)上公式间的度量,是因为 

标准Hamming 距离具有公式间距离的不变性(见定理 3.1),而欧式距离则不具有这样的性质.例如,取 2 { , },S p q

则在逻辑系统 Ƚ3 中,公式 p q   与 p q   的欧式距离 ( , ) 3.E    但将 S2 添加原子公式 r 得到 S3={p, 

q,r} 之后 , 公式 1 1( ) ( ), ( ) ( ).p q r r p q r r             公式 1 与 1 的欧式距离 1 1( , ) 3,E     

1 1( , ) ( , ),E E      欧式距离不适宜成为公式集 F(Sm)上的度量. 

定理 3.1(公式间距离的不变性). 将 Sm 添加原子公式 1,..., ,m m tp p  得到 Sm+t,相应地,将 F(Sm)中的公式与

逻辑等价拓展为    
1 1

, ,( ) ( )
t t

m i m i m i m i
i i

p p p p   
    

       则 ( , ) ( , ).H H       

证明:当 t=1 时.定义映射 1: ( )m mg U P U  为 

( ) {( , ) | },ng x x i i I   

其中,(x,i)表示以 x 为前 m 个分量以 i 为第 m+1 个分量的 m+1 维向量,则 1( ) ,m mg U U  即 1 {( , ) | }.
m

m n
x U

U x i i I 
  

由题设条件 i i( ) , ( )m i m m i mp p p p                可知, ,  作为 1mU  上的 n 值模糊集有 (( , ))x i   

( ),x 1
(( , )) ( ) .0, ,...,1

1
x i x i

n
      

所以, 

1
,

1
,

1

1
( , ) | (( , )) (( , )) |

1
| ( ) ( ) |

1
| ( ) ( ) |

1
| ( ) ( ) |

( , ).

m n

m n

m

m

H m
x U i I

m
x U i I

m
x U

m
x U

H

p x i x i
n

x x
n

n x x
n

x x
n

p

   

 

 

 

 


 


 






 

 

 

 











 

当 t1 时,可仿照上面的证明定义函数列 ( 1,..., ),ig i t 得到公式序列 { }i 与 { }( 1,..., )i i t  满足 ( , )H     

1 1( , ) ... ( , ), , ,H H t t t t             命题得证. □ 

为进一步描述不同公式间的距离做如下准备工作. 

将[0,1]区间 n 等分,得到 n 个小区间:
1 1 2 1

0, , , ,..., ,,1
n n n n

     
        

则立方体[0,1]m 被分成 nm 个体积为
1
mn
的小立

方体,依次记为 1 2, ,..., .mn
   由于

1
, ,

1n

i i i
I

n n n

    
所以 i mx U  都存在某个小立方体包含 xi,不妨设 xii,

定义函数 ( )x 为 

( ) ( ), .i ix x x     

定理 3.2(公式间距离的积分表示). 设,F(Sm),则公式,间的 H-距离为 

[0,1]

( , ) | ( ) ( ) | d , [0,1] .
m

m
H x x x x          

证明:由 ( )x 的定义可知, ( )x 是小区域i 的常值函数, , ( ) ( ),i ix x x     所以, 

1
| ( ) ( ) | d | ( ) ( ) | d | ( ) ( ) | .

i i

i i i im
x x x x x x x x

n 

                 

从而有, 
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[0,1]

1
( , ) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | d | ( ) ( ) | d .

mi m i m i

H i i i im
x U x U

x x x x x x x x
n 

        
 

             

以上我们介绍的是有限值逻辑系统中公式间的距离,下面我们介绍无穷值逻辑系统中公式间的距离. 

定义 3.3. 在模糊逻辑系统 Ƚuk、 *L 中,设,F(Sm),则定义公式与间的 H-距离为 

[0,1]

( , ) | ( ) ( ) | d , [0,1] ,
m

m
H x x x x        

其中,(x)与(x)是以[0,1]m 为定义域、以 ( ) ( )xx v  为隶属度的公式模糊集. 

定义 3.3 中公式间的距离就是文献[14]中由测度导出的公式间的距离,这种导出方式相比文献[14]而言,要

更为自然一些. 

定义 3.4. 设,F(Sm),定义公式与间的 H-相似度为 

( , ) 1 ( , ).H H        

进一步地,定义公式的 H-真度为 

( ) ( , ).H H T     

下面讨论由标准 Hamming 距离导出的公式间的 H-相似度及 H-真度的性质. 

容易证明,在定义 3.4 的意义下两个逻辑等价的公式与间的相似度为 1,而矛盾式与重言式的相似度为

0,并且有以下定理成立. 

定理 3.3. 设,,F(Sm),且  与  是重言式,则 ( , ) ( , ).H H     ≥  

证明 :因为   与  是重言式 ,所以 , ( ) ( ), ( ) ( ),mx U x x x x     ≤ ≤ 进而 | ( ) ( ) | | ( )x x x   ≤  

( ) |,x 所以 ( , ) ( , ).H H     ≥  □ 

由定理 3.3 以及定义 3.4 可知,本文定义的 H-相似度满足一般意义上模糊集间的相似性度量[13]. 

定理 3.4. 设F(Sm),则 ( ) ( )H    (其中, ( )  为文献[2]中定义的公式的真度). 

证明:因为 

 

1

1

-1

1

( ) ( , )

 =1 ( , )

1
1 (1 ( ))

1
( )

1
| ( )

1 1

m

m

H H

H

n

im
i

n

im
i

n

i m im
i

T

T

x
n

x
n

k k
x U x

n n n

   
 
















  



  
 







 

( ).   □ 

注 3.2. 

(i) 定理 3.4 以及下文定理 3.5 中出现的公式的真度()、公式与间的相似度 ( , )   、距离 ( , )   的

定义与性质可参阅文献[2]. 

(ii) 由于 H-真度与计量逻辑学中的真度是一致的,所以下文中我们将二者等同看待,统一用表示. 

定理 3.5. 设,F(Sm),则 

(i) 在 n 值 Ƚukasiewicz 命题逻辑系统 Ƚn 中, ( , ) ( , );H       

(ii) 在 n 值 R0 命题逻辑系统 *
nL 中, ( , ) ( , ).H       

证明:(i) 因为 

 1

0

1
( , ) | ( ) ( ) |

1
|| ( ) ( ) |

1 1

i m

H i im
x U

n

i m i im
k

x x
n

k k
x U x x

n n n

    

 







 

   
 




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 
 
 

1

0

0

1

1

0

1
| ( ) , ( ) ,| |

1 1 1

1
| ( ) , ( ) ,| |

1 1 1

1 1
| ( ) , ( ) ,| | 1

1 1 1

1
1 | ( ) ( )( )

1

n

i m i im
k

i m i im
l n

n

i m i im
k

i m im

k j t
x U x x j t k

n n n n

l j t
x U x x j t l

n n n n

n k j t
x U x x j t n k l

n n n n

k k
x U x

n n n

 

 

 

   





 





     
  

     
  

 
        

  

        
 







 
 

 

1

0

1

0

1

1

1

1
| ( ) ( )( )

1

    | ( ) ( )( )
1 1

1 ( , )

( , ).

n

k

n

i m im
k

n

i m i
k

k
x U x

n n

k k
x U x

n n

   

   

  
  
















     




        
 








 

(ii) 令 ( ), ( ),p q q q p p       在 4 值 R0 系统中,
20 22

( , ) , ( , ) , ( , ) ( , ).
48 48H H               □ 

注 3.3.  

(i) 由定义 3.2、定义 3.3、定理 3.5 可以看出,计量逻辑学中的核心概念公式真度、相似度、距离是可以由

模糊集间的标准 Hamming 距离表示出来的.这种表示的意义在于我们可以选取适当的模糊距离通过先定义公

式的距离,然后定义公式的相似度,最后定义公式真度的方式,建立一种类似于计量逻辑学的程度化推理方法,

这也是我们今后继续开展研究的方向之一. 

(ii) 从定理 3.4、定理 3.5(ii)可以看出,在 n 值 R0 逻辑系统中,本文定义的公式距离不同于文献[1]中公式的

距离,但由此导出的公式真度是相同的,这是一个很有趣的现象. 

4   公式真度的分解定理及实例 

本节我们讨论公式真度的分解问题,这个问题的出发点源于对度量空间(F(S),)中度量基的考虑和对 Ƚn 中

准析取范式的讨论. 

定理 4.1(公式真度分解定理). 令 1 2{ , ,..., }m mS p p p 是原子命题集 S 中的有限命题集,则F(Sm),存在公

式集mF(Sm)使得 

( ) ( ),
i m

i


   


   

其中, , , 0i j m i j       (矛盾式),并且 .
i m

i
 


   

为证明定理 4.1 需要证明引理 4.1 与引理 4.2. 

引理 4.1. 在 n 值 Ƚukasiewicz 逻辑系统 Ƚn 中,设 F(P)是由单个原子公式 P 生成的公式集,则有 

(i) 当 n1 为素数时,存在公式序列 { }( 1,..., 2, 1,2,..., 1)ki i n k n     满足条件:公式 ki 对应的模糊集第 i 个

分量为 ,
1

k

n 
其余分量为 0,即 

,     
1 1( ) .

0,           
1

ki

k i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

(ii) 当 n1 为合数,且 ( , 1) ( 1)t ti n i i  ≥ 时,存在公式序列
1

1,..., , 1,2,..., 2{ }li
t

n
l i n

i


    
 

满足条件:公式
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li 对应的模糊集第 i 个分量为 ,
1

tli

n 
其余分量为 0,即 

,    
1 1( ) .

0,          
1

t

li

li i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

(iii) 对于任意的自然数 n,存在公式序列 { }( 1,2,..., 1)i i n   满足条件:公式 i 对应的模糊集第 i 个分量为

1,其余分量为 0,即 

1,    
1( ) .

0,   
1

i

i
x

nx
i

x
n



   
 
 

 

证明: 

(i) 当 n1 是素数时.对于任意的 (1 1),( , 1) 1,i i n i n   ≤ 对 i 用数学归纳法证明. 

第 1 步:当 i=1 时,首先构造公式序列 { }( 1,2,..., 2):k k n    

1 2 1 1 2 3 1, ,..., ,n np               

则公式序列 { }k 满足: 

1

2

,
11

2 1
,    

1 1 2 ,
11

1,           
1 2

ii
nn

i i
i n n

in
n





     
         
 

 

3

2

3 1
,    

1 1 3 ,
11

1,           
1 3

...

( 2) 1
,    

1 1 2 ,
11

1,                
1 2

n

i i
i n n

in
n

n i i
i n n n

in
n n



 

      
   

 

          
  

 

然后令 2 1,n     则 

1 1
,     

1 1 1 2 .
11

0,           
1 2

i

n n n
in

n n



       
   

  

 

以上述公式为基础构造公式序列 { }( 1,..., 1) :k k n    

1 2 1 1 1 1, ,..., .k k               

最后令 1 ,k k  则有 

1

1
,    

1 1( ) .
1

0,          
1

k

k
x

n nx

x
n



    
 
 

 

第 2 步:假设
1 1

1 1 2

i r

n n


 

 
时结论成立,即存在公式序列 { }( 1,..., 2), 1,..., 1)ki i n k n     满足 
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,    
1 1( ) .

0,          
1

ki

k i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

第 3 步:当
1

1 2

i r

n n
 


时,令 1 (1 ),n kr q q r   ≤ 此时仍分 3 步完成证明. 

(1) 构造公式序列 { }( 1,2,..., )i i k   

1 2 1 1, ,..., ,k kp p p             

则公式k 满足 

1
,    

1 1 .
11

0,          
1

ki i
i n n k

k in
n k




     

   
 

≤

 

(2) 令 ,k   则 

( 1)
,    

1 1 1

,              
1 1 1 ,

( 1) 11
,    

1 1 1
1

0,                    
1

n ki i r

n n n
q i r

i n n n
n ki r in

n n n k
i

n k



     
             
   

 
 

 

并且对于任意的 j,jr 时, .
1 1

r j

n n
           

 

(3) 由归纳假设可知,当
1

1 21

qr
nn

       
时,可以构造相应的公式序列 { }( 1,2,..., 1)kr k n   满足 

,    
1 1( ) .

0,          
1

kr

k r
x

n nx
r

x
n



    
 
 

 

此公式序列{kr}便是满足题设要求的公式序列. 

最后,当
1

1
2 1

i

n



≤ 时,只需将1=p 换成1=p,方法类似便可证明相应结论. 

(ii) 当 n1 为合数时.假设 1 2
1 21 ... ,tkk k

tn n n n  其中, 1 2, ,..., tn n n 是 n1 的素因子,分步骤证明如下. 

第 1 步:t=1 时, 1
11 ,kn n  此时的 1,2,..., 2i n  可以分为 3 类:第 1 类(i,n1)=1,第 2 类(i,n1)=i,第 3 类

1
1( , 1) ( 1).ti n n p p  ≥ 下面证明中均假设

1
.

1 2

i

n



 

(1) 当(i,n1)=1 时,不妨设 1 (1 ),n ki q q i   ≤ 可以利用 n1 是素数时构造的公式序列{ }i ( 1,2,..., ),i k

令 1 ,k   则 

1 ,
11

qi
nn

      
 

并且 ji 时, 1 .
11

qj
nn

      
令 

1 1 11 (1 ),n k q q q q i    ≤  

以1 为基础继续构造相应公式序列 1 1 1 1 1 1{ }( 1,2,..., , ).i i ii k       若在公式序列 1{ }i 中可以找到一个公
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式
1

* ,
i

 使得这个公式与公式序列{i}中某个公式 *
j 在

1

i

n 
处的值相差为

1

1
,

n 
则令

1

* *,
i j     或令= 

1

* *.
i j  以为基础,重复(i)中构造 1k 的过程,便可得到相应结论.否则,再以 2 1 21n k q q   为基础重复以上过

程,直到找到两个公式在
1

i

n 
处的差值为

1

1

n 
为止,这个可由(i,n)=1 保证. 

(2) 当 1
1 ,( , 1)ti n i n i   时,设 1 1

1 ,k t
ti n k  令 

1 2 1 1, ,..., ,k kp p p             

则有 

1
,    

1 1 1 .
11

1,           
1 1

k

kr r i
r n n n k

r in
n n k



        
  

  
≥ ≥

 

公式 k 对应的模糊集为
2 ( 1)

.0, , ,..., ,1,...,1
1 1 1

k k k i

n n n

 
    

 

令 1 ,k   然后构造递归公式序列 1 1{ }( 1,2,..., ) : ,j j jj i       直到得到i 对应的模糊集为 

(1,1,...,1,0,...,0).
i

  

再令 ,i p    则对应的模糊集为
-1

(0,0,...,0, ,1,...,1).
1

i

i

n  以为基础继续构造公式序列 { }( 1,2,...,i i   

1 2 1 1 3 2 1 1 2 11) : , , ,..., ,k kk                       则 1k  对应的模糊集为 

-1

( 1)
0,0,...,0, ,1,...,1 .

1
i

k i

n

 
  
  

最后,令 1 ,k     则有 

,    
1 1 1.

1
0,          

1 1

i r i
r n n n

r in
n n



       
   

  

 

以公式为基础依次构造公式 1 2 1 1, ,..., ,k k              则 

,    
1 1( ) ,

0,          
1

l

li i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

其中, 1,2,..., , ll k w 就是符合要求的公式列li. 

(3) 当 1 1
1 1( , ) ,( , 1)t ti n n p i n n   时,令 1 1

1 .k t
ti n k   

构造公式序列 1 1: .k k k      可以证明序列{k}是一个单调递增序列.与此同时,每一个公式k 作为 In

上的函数本身也是单调递增的.由此可推知,存在 ,k k  使得 

1

,    
1 1 1

.,    
1 1 1 1

1,           
1 1

k

k r r i

n n n
r n r i

n n n n
r i

n n

 

    
         


  

 

再次以公式 k 为基础构造相应的公式序列 ( 1,2,..., )li tl i  满足: 
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,    
1 1( ) .

0,          
1

t

li

li i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

第 2 步:假设 n1 含有 t1 个素因子时结论成立,即存在公式序列
1

1,..., , 1,2,..., 2{ } ,li
t

n
l i n

i


    
 

满足 

,    
1 1( ) .

0,          
1

t

li

li i
x

n nx
i

x
n



    
 
 

 

第 3 步:当 n1 含有 t 个素因子时,可以令 1 2
1 2 1... tkk k

tn n n p  重复前面的步骤,便可得到相应结论. 

第 4 步:对于
1

,
1 2

i

n 
≥ 只需将上述证明中的 p 换成p 便可得到相应结论. 

(iii) 该结论是(i)与(ii)的直接推论. □ 

引理 4.2. 在 n 值命题逻辑系统 Ƚn 中,设 F(P)是由单个原子公式 P 生成的公式集,则 

(i) 存在公式使得 

1, 0,
( )

0, 0.

x
x

x



  

 

(ii) 存在公式使得 

1, 1,
( )

0, 1.

x
x

x



  

 

证明: 

(i) 令 1 2 1 1 1 1, ,..., ,n np             然后令 ,n   便可得到相应结论. 

(ii) 令 1 2 1 1 1 1, ,..., ,n np              然后令 ,n   便可得到相应结论. □ 

定理 4.1 的证明: 

(i) n1 为素数 

当 m=1 时,F(P),由引理 4.2 可知,存在公式0F(P)满足 1 0 1 0 1( ) ( ) 1, ( ) 0( ),x x x x x      或者存在公式

1F(P)满足 1 1( ) ( ) 1, ( ) 0( ).m m mn n n
x x x x x      此处, 1 (0,...,0), (1,...,1),mn

x x  以下为方便起见,用 0 代表 x1,

用 1 代表 .mn
x  

与此同时,由引理 4.1 可知,存在公式kiF(P),满足 ,
11 1

ki

ki i
nn n

             
而 0( ).

1
ki

j
j i

n
     

 
 

此时,依据公式在 x=0 与 x=1 的取值情况,取1 如下: 

(1) (0) (1) 0   时.取 1 ( ) | , 1,..., 2 ;
11

ki ki

ki
F p i n

nn
             

 

(2) (0) 0, (1) 1   时.取 1 1( ) | , 1,..., 2 { };
11

ki ki

ki
F p i n

nn
               

 

(3) (0) 1, (1) 0   时.取 1 0( ) | , 1,..., 2 { };
11

ki ki

ki
F p i n

nn
               

 

(4) (0) (1) 1   时.取 1 0 1( ) | , 1,..., 2 { } { },
11

ki ki

ki
F p i n

nn
                 

 

则 1, , 0,i j i j       并且有
1

1

( ) ( ), .
i

i

i i
     



    

当 m>1 时,用 tp
ki 表示由原子公式 tp 生成的公式中在

1

i

n 
处赋值为 ,

1

k

n 
其余

1

j

n 
处赋值为 0 的公式(此
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时,默认 0
1

i

n



时,

1

k

n 
只能取 0 或者 1).特别地, 1

tp
n i  表示原子公式 tp 生成的在

1

i

n 
处赋值为 1、其余

1

j

n 
处

赋值为 0 的公式. 

设 1( ,..., ) , ( ), ( ) .
1

m
m n m

k
x x x I F S x

n
     


此时,不妨设 1 0,1.

1

i
x

n
 


 

构造公式 
1 2

1 21 1... ,m

m

pp p
x kx n x n x         

则 11 2

1 21 1 1 2 1( ) ( ,..., ) ( ) ( ) ... ( ) 1... 1 ,
1 1

m

m

pp p
x x m kx n x n x m

k k
x x x x x x

n n
             

 
且在 1( ,..., )my y y x  时 ,存在

xiyi,不妨设 x1y1 或者 x2y2,其余的相同,则 
1 2

1 21 1 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ) 0 1... 1 0,m

m

pp p
x kx n x n x my y x x             

或者有 

1 2

1 21 1 2 1( ) ( ) ( ) ... ( ) 0 1 ... 1 0.
1

m

m

pp p
x kx n x n x m

k
y x y x

n
             


 

总之,当 yx 时,x(y)=0,所以得到如下结论. 

对于由 1 2{ , ,..., }m mS p p p 生成的公式集 F(Sm)而言,存在公式x 满足 

,    
( ) .1

0,          
x

k
y x

y n
y x


  
 

 

所以,对于公式而言,存在公式集 { ( ) | ( ) ( ), ( ) 0, , 1,..., }m
m k m k kF S x x y y x k n          使得 

1

( ) ( ),
mn

k
k

   


   

并且
1

0, .
mn

i j k
k

   


     

(ii) n1 为合数 

假设 ( ) ,
1

k
x

n
 


若 1( ,..., )mx x x 中存在分量 xi,使得 xi 取值为

1

j

n 
中的 j 与 n1 互素,则以公式 i

i

p
kx 为基础 

仿照(1)中的证明,构造相应的公式序列加以证明. 

若 1( ,..., )mx x x 中每一个分量的分子分母均有大于 1 的公因子,则在 x 中一定存在一个分量
1i

j
x

n



使得

k 与 j 的公因子整除 k,否则,不存在公式,使得  
1

k
x

n
 


(见引理 4.1(ii)),此时,以 i

i

p
kx 为基础仿照(1)中的证明 

构造相应的公式序列,便可得到相应结论. 

综上所证,F(Sm)存在公式集 ,m 使得 ( ) ( ),
i m

i


   


  并且 , , 0, .
i m

i j m i j i
     


       

作为分解定理的应用,我们看如下两个例子. 

例 4.1:在 Ƚukasiewicz 4 值命题逻辑系统 Ƚ4 中,有如下真值表,见表 2. 

Table 2  Truth table for the formulas in Ƚ4 

表 2  Ƚ4 中公式的真值表 

 0  11  21  31  12  22  32  1    

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
1

3
 0 

1

3
 2

3
 1 0 0 0 0 

2

3
 

2

3
 0 0 0 0 

1

3
 

2

3
 1  0 

1

3
 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
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其中, 

0 11( ( ) ( )), ( ) ,p p p p p p p               

21 31 21 11 12( ( ) ) ( ( ) ), , ( ) ,p p p p p p p p p                       

22 12 12 32 22 12 1, ( ( ) ( )).p p p p                   

公式满足
2 11 2

(0) 1, , , (1) 0,
3 33 3

            
   

则 0 21 12.       

例 4.2:在 Ƚukasiewicz 7 值命题逻辑系统 Ƚ7 中,设 

0 11( ( ( ( ( ) ) ) ) ), ( ( ) ) ,p p p p p p p p p p                     

21 11 11 31 21 21 41 31 31 51 41 41 61 51 51, , , , ,                              

22 ( ( ( ( ( )) ( )) ( ( ( ( )) ( )) ))p p p p p p p p p p                         

( ( ( ( )) ( )) ),p p p p p         42 22 22 62 42 22, ,...,            

1 ( ( ( ( ( ) ) ) ) ).p p p p p p             

公式满足
1 2 2 31 2 3 4 5

(0) 1, , , 1, , , (1) 1,
6 6 6 66 6 6 6 6

                              
         

则 

0 11 22 63 24 35 1.               

Table 3  Truth table for the formulas in Ƚ7 

表 3  Ƚ7 中公式的真值表 

 0  11  61  … 33  63  … 1    

0 1 0 0 … 0 0 … 0 1 
1

6
 0 

1

6
 1 … 0 0 … 0 

1

6
 

2

6
 0 0 0 … 0 0 … 0 

1

6
 

3

6
 0 0 0 … 0 0 … 0 

1

6
 

4

6
 0 0 0 … 0 0 … 0 

1

6
 

5

6
 0 0 0 … 0 0 … 0 

1

6
 

1 0 0 0 … 0 0 … 0 
1

6
 

注 4.1. 在例 4.1 与例 4.2 中,公式是任意选取的一个公式,公式的真度可以表示成一些互不相容的公式的

真度和以及公式逻辑等价于这些公式的并.这从一个侧面反映了 Ƚn 系统中公式真度的特点. 

5   公式真度的取值及公式集的相容性 

在本节中我们将讨论两方面的问题:一个是公式真度的取值问题,另一个是具有相同真度的公式集的相容

性问题.关于第 1 个问题,本文将给出一个不同于文献[19]的证明方法.关于第 2 个问题,虽然也有文献涉及[20],但

该文献只涉及闭理论的相容性,并未涉及具有相同真度的公式集合的相容性问题,且该文献中相关结论的证明

用到了 McNaughton 函数,不易理解,而本文相比较文献[20],考虑得更为细致,最后,文献[20]中相关结论均可由

本文的方法推出. 

下面我们先看公式真度的取值问题. 

定理 5.1. 命题逻辑系统 Ƚn 中,公式的真度之集 

| 0,1,..., ( 1), 1,2,... .
( 1)

m
m

k
k n n mH

n n
      

 



 

 

 

3104 Journal of Software 软件学报 Vol.29, No.10, October 2018   

 

证明:只需证明 ,
( 1)m

k
H

n n
 


存在一个公式,满足 ( ) .

( 1)m

k

n n
  


 

情形 1.当 k=0 或 ( 1)mk n n  时,可以构造矛盾式与重言式满足上述要求. 

情形 2.当 k=1 时,F(Sm)中公式对应的模糊集长度为 nm,考察元素
1

,0,...,0
1n

 
 

 
隶属于不同模糊集的隶属

度.由定理 4.1 的证明可知,可以构造公式 1 2

1 21 1 1... ,m

m

pp p
x n x n x        满足

1
( ) .

( 1)mn n
  


 

情形 3.当1 ( 1)mk n n   时,分情形证明. 

(1) 当 ( 1) /n k 时,令 ( 1) .k n l   

任意选取 l 个 m
nI 中的向量 ( 1,2,..., ),tx t l tix 表示第 t 个向量的第 i 个分量,以 xt 为基础,构造公式序列 

1 2

1 21 1 1... ,m

t t tm

pp p
t n x n x n x          

则有 ( ) 1, ( ) 0( ).t t t jx x j t    再令 

1
,

l

t
t

 


   

则 ( ) 1, ( ) 0( { }).m
t n tx x x I x     所以, ( ) ,

( 1)m m

l k

n n n
   


公式 满足题设条件. 

(2) 当 ( 1)|n k  时,令 ( 1) (0 ).mk n l q l n   ≤  

首先取
1

,,0,...,0
1

x
n

    
构造公式 1

1
,p

qx 则 1 1

1 1
( ) , ( ) 0( ).

1
p p

qx qx

q
x y y x

n
   


然后在 { }m

nI x 中任意选取 l 个

不同的向量 { }( 1,2,..., ),tx t l 令 

1 2

1 21 1 1... ,m

t t tm

pp p
t n x n x n x          

则有 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 1

1 1 1 2 1

( ) ( ... )( )

( ) ( ) ... ( )

1 1 ... 1 1.

m

t t tm

m

t t tm

pp p
t t n x n x n x t

pp p
n x t n x t n x tm

x x

x x x

   

  
  

  

   

   

    

 

并且, ( ) 0( ).t jx j t   再令 

1

1 1
( ),

l
p
qx t

t
  


    

则 ( ) , ( ) 1, ( ) 0( , ).
1 t t

q
x x y y x y x

n
      


所以, 

1 ( 1)
( ) .

( 1) ( 1)1m m m

n l q kq
l

n n n n nn
          

 

公式满足题设条件. □ 

注 5.1. 文献[19]中对上述结论的证明用到了 McNaughton 函数,相对来说比较抽象,而本文用到的构造性方

法,看上去要更加具体一些. 

推论 5.1. 在逻辑系统 Ƚn 中,公式的真度之集在[0,1]区间稠密. 

定理 5.2. 设 0 1, ≤ 令 { | ( ) , ( )},F p        则 

(i) 当
1n

n
 
≤ 时,公式集是不相容命题集; 

(ii ) 当
1

1
n

n


 ≤ 时,公式集是相容命题集. 

证明: 

(i) 当 n1 为素数时. 
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情形 1.=0.显然是不相容命题集. 

情形 2.
1

.
( 1)n n

 


可以通过引理 4.1 构造公式的方法构造公式 1 2,..., ,n   其对应的 n 值模糊集依次为 

1 1 1
, ,..., ,0, ,0,....,0 0,0, ,0,...,0 0,0,..., ,0

1 1 1n n n
     
     

       
 

则
1

( ) ( 1,..., 2).
( 1)i i n

n n
    


 

令
2

1
,

n

i
i

 



  则 ( ),D   是不相容命题集. 

情形 3.
1

.
n

n
 
 可以构造公式 1 1,..., ,n   其对应的 n 值模糊集依次为 

1
(0,1,1,...,1),(1,0,1,...,1),..., (1,1,...,1,0), ( ) ( 1,..., ).i

n
i n

n
  

   

令
1

,
n

i
i

 


  则 ( ),D   是不相容命题集. 

情形 4.当 2,1 ( 1)
( 1)

k
k n

n n
    


时,分情况证明. 

(1) 当 ( 1) /n k 时,令 ( 1) ,k n l  可以构造公式 1 1,..., ,l   其对应的 n 值模糊集依次为 

         1 1 2 2

1,0,1,...,1,0,...,0 1,...,1,0,1,...,1,0,...,0 1,...,1,0,...,0 0,1,...,1,0,...,0, , ..., , ,
l l l l 

 

( ) ( 1,..., 1).
( 1)i

l k
i l

n n n
     


 

令
1

1
,

l

i
i

 



  则 ( ),D   是不相容命题集. 

(2) 当 ( 1)|n k  时,令 ( 1) ( 1, 2).k n l q l n q n     ≤ 此时,可以构造公式 1 1,..., ,n   其对应的 n 值模糊集依 

次为 

    
1 1 2 2

1,0, ,1,...,1,0,...,0 1,...,1,0, ,1,...,1,0,...,0 1,...,1,0, ,0,...,0, , ..., ,
1 1 1

l l l

q q q

n n n 

     
            

 

 
-1 -1

1, ,0,1,...,1,0,...,0 0,0, ,1,...,1,0,...,0,1, ,
1 1

l l

q q

n n
   
       

 

则
1 ( 1)

( ) ( 1,..., ),
( 1) ( 1)1

i

n l q kq
i ll

n n n n nn
           

令
1

,
l

i
i

 


  则 ( ),D   是不相容命题集. 

当 n1 为合数时,分情形证明. 

情形 1.当
1

0,
n

n
  
  时,可以仿照 n1 是素数的情形构造相应公式,证明是不相容命题集. 

情形 2.当
1

( 1)n n
 


时,假设 {1,2,..., 2}n  中与 n1 互素的数字为 1 2, ,..., ,tr r r 则构造公式序列 1,..., ,t  其对

应的 n 值模糊集合在第 1ir  个分量处为
1

,
1n 

其余分量处全为 0,则
1

( ) ,
1i n

  
 1

( ),
t

i
i

D

   是不相容命  

题集. 

情形 3.当 2,1 ( 1)
( 1)

k
k n

n n
    


时,分情况证明如下. 

(1) 当 ( 1) /n k 时,可以仿照 n1 是素数的情形构造相应公式,证明是不相容命题集. 

(2) 当 ( 1)|n k  时,令 ( 1) ( 1, 2).k n l q l n q n     ≤ 构造公式 1 2,..., ,l   满足 
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1

1
,    

1 1
( ) ,2 1

1,          ,...,
1 1

0,         otherwise

q
x

n n
x l

x
n n



   
    


 

1
,    

1 1
( ) ,2 1 1 1

1,           0, ,..., , ,... (2 )
1 1 1 1

0,          otherwise

i

q
x

n n
x i i l

x i l
n n n n



   
         


≤
 

1

1
,    

1 1
( ) ,2

1,           0, ,...,
1 1

0,          otherwise

l

q
x

n n
x l

x
n n

 

   
    


 

2

2
,     

1 1
( ) ,2 1

1,            0, ,...,
1 1

0,           otherwise

l

q n
x

n n
x l

x
n n

 

   
    


 

则
2

1
( ) , ( ),

( 1)

l

i i
i

k
D

n n
  




    


是不相容命题集. 

(ii) 
1

1.
n

n


 ≤  

此时 ,
1

( 1,2,..., 1), , (0) (1) 1.1
1

i
i nn

n n
            

 
否则 ,

1
( ) ,

n

n
  

≤ 并且 2(0) (0) ...     

(0) 1.n  若 , ,   则 0,n n
L    是相容集.此处, 1, ( ).n n

L L             □ 

定理 5.3. 令 1{ ,..., },0 1, { | ( ) , ( )},m m mS p p F S          ≤ 则 

(i) 当
1

1
mn

 ≤ 时,公式集是不相容命题集; 

(ii) 当
1

1 1
mn

  ≤ 时,公式集是相容命题集. 

推理 5.2[20]. 令 1 2{ , ,...},0 1, { | ( ) , ( )},S p p F S          ≤ 则公式集是不相容命题集. 

证明:任意 [0,1),  取 m为不超过
1

1 nIn In 的最大整数,即
1

1 ,nm In In
    

则
1

1 .
mn

   由定理 5.3可知, 

是不相容命题集. □ 

定理 5.4. 基于逻辑系统 Ƚn 的逻辑度量空间(F(S),)是不完备度量空间. 

证明:由于真度之集 H 在[0,1]中稠密,所以, [0,1], ,H    存在 H 中的一个单调下降序列{n}满足

Lim .n
n

 


  

>0,选取足够大的 m,使得 .n n m    由推论 4.1 可知 ,存在 F(S)中的公式序列i 满足 ( ) ,i i    

-1( ) 1.i i    此时, 

, ,
n n m n n n m n m

     
  

     

( ) ( ) , ( , ) ( ) ( ) .
n n m n n mn n m n n m n n m                

             

公式序列{i}是(F(S),)中的 Cau-chy 序列,但{i}不收敛. 

假设{i}收敛于公式,则有 Lim ( , ) 0.n
n

  


  
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因为 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ),
n n nn n n                        ≥ ≥ 所以, 

| ( ) ( ) | ( , ).n n       ≤  

由 Lim ( , ) 0n
n

  


 可知, ( ) ( ) ,
n

      而 ,H  矛盾!{i}序列不收敛,(F(S),)是不完备度量空间. □ 

6   广义 MP 及多重广义 MP 问题三-I 真度解的存在性 

本节中,我们将利用构造性方法给出模糊推理中三-I 算法的计量逻辑学基础. 

以下问题称为广义 MP 问题: 

已知      

       *            * *, , , ( )F S      

求         *  

以下问题称为多重广义 MP 问题: 

已知   i i   

       *
i             * *, , , ( ), 1,2,..., .

i i i F S i n       

求         *  

定义 6.1. 设 * * * *, , , , , , , ( ), 1,2,..., .
i i i F S i n          在 Ƚn 中, 

(i) 广义 MP 问题的三-I 真度解 * 是 F(S)中使得下式成立的具有最小真度的公式 * : 
* *(( ) ( )) 1.         

(ii) 多重广义 MP 问题的三-I 真度解 * 是 F(S)中使得下式成立的具有最小真度的公式 * : 
* *(( ) ( )) 1, 1,2,..., .i i i i n          

由于在 Ƚn 中 ( ) ,          所以广义 MP 问题的三-I 真度解的存在性问题归结为求满足
* *(( ) ) 1        的具有最小真度的公式 * 的问题.在此问题中,如果记 *( )    为公式,记 * 为

公式,则上述问题归结为方程 ( ) 1    是否有解的问题 .关于方程 ( ) 1    解的存在性问题有如下  

结论. 

定理 6.1. 设 1 1( ,..., ) ( ). ,...,m mp p F S p p  是在公式中出现的原子公式.若 ( ) , ( ) 1,        则当限制

公式中只包含 1,..., mp p 时,上述等式中的等价类可以统计出来. 

证明:由于公式 1( ,..., )mp p 含有 m 个原子公式,所以对应的模糊集长度为 nm. 

当 n1 为素数时. 

设  ( 0,1,..., 1),| ( )
1

i m

i
i nx U x

n
    


并令 | |i ik  则由 ( )   可知

1

1

.
n

i
i

ik k




  

在引理 4.1 证明过程中将公式1=p 换成1=,利用引理 4.1 构造公式的方法可以构造一个公式序列{ji} 

( 1,2,..., )i n i  满足 

,    
( ) ,1

0,          

i
ji

j
x

x n
y x


  
 

 

则上述构造的公式ji 满足 ( ) ( ), ( ) 0( ),
1 1ji

j i
x x y y x

n n
     

 
≥ 这样的公式共有 ( ) ikn i 个,并且不同的ji

两两互不相容,记 { ( ) | , 1,..., 1}.i ji x j i i n      

与此同时,为保证 ( ) 1    要求公式在公式赋值为 1 的元素处赋值为 1,这时仍然将引理 4.1 中的

1=p 换成1=,并构造相应的公式 .由于 1 1| | ,n nk   则在每一个 1i nx  处可以构造唯一一个公式i 满足

i(xi)=1,令 ,i   则 1, ( ) 1,nx x   这样的 只有 1 个. 

最后,在赋值为 0 的元素处. 

此时,将0 分为两类,一类是0 中的向量 x,其分量中只包含 0 或 1 并用 0


表示,其元素个数为 t1.另一类是
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0 中的向量 x,其分量中至少有一个不等于 0 或 1 并用 0


表示,其元素个数为 t2,即 0 0 0 0 0, ,      
   

 

0 1 2| | .t t    

对于 0x


,由于 x 的分量只取 0 或 1,则只能在 x 处构造矛盾式 0 或公式满足 ( ) 1, ( ) 0( ),x y y x    这

样的有 1t 个,并记 1 1
0 0 1{0, }, | | 1.t      

对于 0 ,x


由于 x 的分量中存在分量取值为
1

i

n 
不等于 0 或 1,所以可以按照引理 4.1 中的方法构造公式

列 0 ( 0,1,..., 1),j j n   使得 

0

,    
( ) .1

0,          

i
j

j
x

x n
y x


  
 


 

满足上述条件的公式 0j 共有 2tn 个,其全体记为 2
0 ,则满足 0 , ( ) ( )x x x  ≤ 的公式 1 2

0 0 0.      

取 0 0 1 1 2 2, ,..., ,n nx      令 

0 1 2... ,n           

则 , ( ) ( ), ( ) 1.mx U x x       ≤ 根据以上分析 ,这样的公式共有 22 1 2
1( 1) ( 1) ( 2) ...(2) ,nkt k kt n n n    其中 ,t1+ 

t2=k0. 
当 n 为合数时. 

仍然设  ( 0,1,..., 1),| ( )
1

i m

i
i nx U x

n
    


并令 | | .i ik  此时,任取 ,mx U 分如下情形加以证明. 

(1) (x)=0.依据 x 的分量中是否包含非 0、1 中的元素,可细分为两种情形. 

情形 1.x 中只包含 0 或 1,则在 x 处只能取 0 或者 1,其个数可以统计出来. 

情形 2.x 中包含 ,0 1.
1 1

i i

n n
 

 
此时,在 x 处可取

1
0, ,...,1

1n 
中的任意一个值,其个数也是可以统计出来

的,并记这样的公式全体为 0.  

(2) ( ) ,( , ) 1.
1

i
x i n

n
  


此时,按照引理 4.1(i)中构造公式的方法,可以在 x处构造 ni个公式i满足 ( )i x   

, ( ) 0( ).
1 i

j
y y x

n
  


而 Um 中使得 ( )

1

i
x

n
 


的 x 个数是 ki 个,因此,这样的公式有 ( ) ikn i 个,并记这样的公式

全体为 .i  

(3) ( ) ,( , ) 1.
1 t

i
x i n i

n
   


此时,按照引理 4.1(ii)中构造公式的方法,可以在 x 处构造相应的公式i 满足

( ) , ( ) 0( ).
1i i

j
x y y x

n
   


其中, ti j 且 ,j i≥ 并记这样的公式全体为 .i  

(4) (x)=1,则满足 ( ) , ( ) 1        的公式在 x 处只能取 1,这样的公式只有 1 个,记为 .  

取 0 0 1 1 2 2, ,..., ,n n       令 

0 1 2... ,n           

则 , ( ) ( ), ( ) 1mx U x x       ≤ . 

综上所述,满足 ( ) , ( ) 1        的公式是可以统计出来的. □ 

注 6.1. 在上述定理 6.1 的证明中,取 , ( ) ,
1m

i
x U x

n
 


且 x 的分量中有多于两个分量的值不等于 0 或 1, 

不妨设为 x1,x2,则在构造公式ji 时,虽然可以通过原子公式 p1 与 p2 分别构造相应的公式ji,但二者是相互等价

的,所以等同看待. 

推论 6.1. 设 1 2 ... , ,n i H       则在 F(S)中存在公式序列{i},满足 1( ) 1.i i      

定理 6.1 指出方程 ( ) 1    的解是存在的,具有最小真度的解显然就是公式本身,所以广义 MP 问题的

三-I 真度解就是公式 *( ) .     
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同理,多重广义 MP 问题的三-I 真度解的存在性问题可以归结为方程组 

( ) 1

( ) 1

  
  

 
  

 

是否有解的问题,关于此问题有如下结论. 

定理 6.2. 设,F(Sm),且 ( ) , ( ) ,       则方程组 

( ) 1

( ) 1

  
  

 
  

 

有解且的等价类可以统计出来. 

证明:只需证明上述方程组与 ( ) 1      同解. 

一方面,假设是方程 ( ) 1      的解,下面证明是上述方程组的解.由于 ( ) ( )        以

及 ( ) ( )        是 Ƚn 中的重言式,所以 ( ) ( ) 1, ( ) ( ) 1,                    ≥ ≥ 满 

足上述方程组. 

另一方面 ,若满足上述方程组 ,则 ,     均是 Ƚn 中的重言式 ,所以     是 Ƚn 中重言式 , 

( ) 1.      是方程 ( ) 1      的解. □ 

7   总  结 

本文中我们将有限公式集上的赋值映射视为论域,公式视为该论域上的模糊集,运用模糊集的方法给出了

公式间的 H-距离、H-相似度及 H-真度的概念,对计量逻辑学的基本概念做出了一种解释,为程度化推理提供了

新的路径,得到了一些有意义的结果.其中,公式真度的分解定理从一个侧面反映了 Ƚn 系统中公式真度的特点,

而三-I 算法的真度解可以看作是三-I 算法的计量逻辑学基础.那么,沿着本文的思路,是否可以在其他逻辑系统

中展开相应的讨论,是一个值得进一步讨论的课题,尤其是我们能否引入其他的模糊距离,从而实现命题集上的

程度化推理也是一个很有意义的研究课题. 
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