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摘  要: 相对于标准约束优化问题,广义约束优化问题(或称析取优化问题)的等式或不等式约束条件中不仅包含

逻辑“与”关系,还含有逻辑“或”关系.单调速率(RM)优化问题是广义约束优化问题的一个重要应用.目前 RM 优化问

题已有的解法包括函数变换、混合整数规划、线性规划搜索等算法.随着任务数的增多,这些算法的求解时间较长.

提出一种基于线性规划的深度广度混合搜索算法(LPHS),将广义约束优化问题拆分成若干子问题,建立线性规划搜

索树,合理选择搜索顺序,利用动态剪枝算法减小子问题的规模,最终求得最优解.实验结果表明,LPHS算法比其他方

法有明显的效率提升.研究成果与计算机基础理论中的可满足性模理论的研究相结合,有助于提高可满足性模理论

问题的求解效率,促进该理论在程序验证、符号执行等领域的进一步应用. 
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Abstract:  The logic relationship among equality and inequality constraints in a standard constrained optimization problem (SCOP) is 

only logic AND, however in a generalized constrained optimization problem (GCOP) it contains not only logic AND but also logic OR. 

GCOP is also known as disjunctive programming problem. The rate-monotonic (RM) optimal problem is an important instance of GCOP. 

Existing methods for the RM optimal problem include function transformation, mixed integer programming and linear programing search. 
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But all these methods are not efficient enough with the increase of task volume. A linear programming based hybrid search (LPHS) 

method is proposed in this paper. First GCOP problem is partitioned into linear problemming sub-problems, and a linear search tree is 

constructed. Next, this tree is searched by the strategy of mixing depth-first-search and breadth-first-search, and an efficient pruning 

method is used during search progress. Then, the optimal solution is achieved. Experimental results illustrate that LPHS method is much 

more efficient than others. This work is related to satisfiability modulo therories (SMT), and is expected to improve the efficiency of SMT 

solvers and to promote applications of SMT in software verification, symbolic excecution and other fields. 
Key words:  constrained optimization problem; real-time system; rate-monotonic; linear programming; search algorithm 

实时系统在工程领域中有着广泛的应用,例如工业自动化系统、监控与数据采集系统、资源管理、能耗 

等[1].与非实时系统相比,实时系统的一个显著特点是,它需要同时实现计算在逻辑上和时间上的正确性,即计算

的正确性不仅取决于逻辑结果,也取决于逻辑结果产生的时间[2].任务可调度性的判定是实时系统研究的核心

问题之一,1973 年,Liu 和 Layland 提出了一种适用于可抢占的硬实时周期性任务调度的静态优先级调度算法—

—单调速率(rate monotonic,简称 RM)调度算法[3],并对其可调度性判定问题进行了研究.RM 可调度性判定问题

是计算机理论中的一个经典问题,相关的研究成果发表在《IEEE Trans. on Computers》等经典期刊上[25].RM

的研究主要集中在寻找高效的可调度性断定算法以及针对 RM 算法的扩展. 

假设任务集={1,2,...,n}是一个含有 n 周期性任务的集合,集合中的每个任务由三元组i=(Ci,Di,Ti)表示.

其中,Ci 是运行时间,Di 是截止期限,Ti 是任务周期.每隔时间 Ti 所生成的任务i 必须在截止期限 Di 内完成.对于

每个任务i,根据任务周期和截止期限的关系,可分为 3 种任务模型[4]:隐式期限(implicit-deadline)模型,即 Di=Ti;

限制期限(constrained-deadline)模型,即 Di≤Ti;任意期限(arbitrary-deadline)模型,Di 与周期 Ti 无关.其中,隐式期

限模型的应用最为广泛[6],本文也针对这类实时系统进行研究. 

目前已有大量关于 RM 可调度性判定的文献,判定的方法可以分为多项式时间调度判定和确切性判定两

类.多项式时间调度判定算法使用了最坏条件下 CPU利用率的最小上界,若任务集的 CPU利用率小于这个最小

上界,则任务集可调度;若任务集的 CPU 利用率大于这个最小上界,则无法判定.该类判定算法包括 CPU 利用率

最小上界判定法[2,3]、双曲线上界判定法[7]、调和链法[8,9]、线性规划法[10]等.由于判定条件 CPU 利用率是在最

坏情况下考察其可调度性而产生的,因此它是一个充分但不必要条件,该类算法通常被认为是悲观的.确切性判

定利用充要条件进行判定.文献[11]给出了 RM 可调度的充分必要条件,文献[12]研究了 RM 在各种扩展条件下

的充分必要条件.确切性判定算法的时间复杂度是假多项式的,任务集较大时需要更多的计算时间.确切性判定

算法包括有限时间点测试法[13,14]和最坏响应时间法[15,16]等. 

从任务可调度性判定问题可以引出两个新问题:(1) 若给定任务集不可调度,那么该如何调整参数 Ci,以使

该任务集可调度;(2) 若任务集可调度,能否在一定区间内调整任务参数 Ci,使得系统的某个性能指标(如 CPU

利用率)得到提升.刘军祥等人[17]针对以上两个问题对 RM 可调度性判定问题进行了扩展,提出了实时系统 RM

优化问题.给定周期性任务集及任务周期 T1,T2,…,Tn,任务运行时间 Ci 在区间[Ci
min,Ci

max]内,需要在 RM 可调度

的约束条件下寻找一组 Ci,使得系统某一性能指标(如 CPU 利用率)最优.扩展形成的 RM 优化问题更具有一般

性.对于 RM 可调度性判定问题,任务执行时间 Ci 是区间[Ci
min,Ci

max]中的固定点,因此,RM 可调度性判定相当于

针对 RM 优化问题中 Ci 取某一具体值的实例进行判定. 

实时系统 RM 优化问题对实时系统的研究具有重要意义.一些研究者在 Liu 和 Layland 提出了理想任务模

型的基础上,针对具体应用和需求,提出了非精度计算(imprecise computation)[5,18]、IRIS(increased reward with 

increased service)[19]、QoS 资源分配[20]等模型.在这些模型中,每个任务可被分为必须执行任务和可选择执行任

务.前者必须在任务截止期之前完成以保证最低的可接受质量,而后者在任务截止时间之前、必须执行任务结

束之后运行,并且可在任意时刻停止,运行时间越长,计算的结果越精确.这些模型具有广泛的应用,一方面,可以

根据任务执行时间设计高效算法,合理地选择硬件,提高资源的利用率;另一方面,当系统过载无法调度时,可以

调整任务的运行时间进行过载处理. 

RM 优化问题的约束条件中逻辑“与”和“或”关系并存的特点,使得该问题成为广义约束优化问题[21]的一个
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重要实例.文献[21]同时给出了一种函数变换方法来求解该问题.若将广义约束优化问题的约束条件看作逻辑

变量,则该问题的约束条件可以看作合取范式(conjunction normal form,简称 CNF),而任意合取范式可以通过逻

辑运算转化为析取范式 (disjunction normal form,简称 DNF),因此 ,该类问题也可以被称为析取优化问题

(disjuntive programming)[22].目前,析取优化问题主要采用将问题转化为混合整数规划的方式进行求解[23,24]. 

目前对RM优化问题已有较为深入的研究.刘军祥等人[17]通过引入 0-1整数变量,将逻辑“或”的约束条件转

换为混合整数约束条件,进而将问题转变为混合布尔型整数规划问题后求解,我们将该方法称为基于 MBP 的方

法.Min-Allah 等人[25]根据文献[21]中“等价变换”的方法将约束条件等价变换为只含有逻辑“与”的约束条件,进

而将问题转换为非线性约束优化问题再进行求解,该方法被称为基于 NLP的方法.2015年陈力等人[26]提出了一

种基于树状线性规划搜索的 LPS 算法,将 RM 算法可调度的充分必要条件转化为含与逻辑“与”“或”运算的线性

约束不等式,并建立优化模型,将模型拆分成若干个线性规划子问题,构造线性规划搜索树,利用深度优先搜索

及剪枝算法求解部分线性规划问题,并最终求得原问题的最优值.文献[26]的结果表明,LPS 方法比基于 MBP 和

基于 NLP 的方法能够节省 20%~70%的求解时间,并且随着问题规模的扩大,节省的时间会越多.LPS 方法可以

取代基于 MBP 和基于 NLP 的方法作为求解 RM 优化问题的高效算法.但是,LPS 算法没有充分考虑搜索过程中

各兄弟节点对最优值影响的大小以及父子节点约束条件中的包含关系,并且,在实验过程中我们发现,LPS 在搜

索过程中可能会掉入局部搜索陷阱中而使求解时间过长,求解时间存在一定的波动. 

本文改进了 LPS 方法中的深度优先搜索,提出了基于线性规划的混合搜索算法(linear programing based 

hybrid search,简称 LPHS).本文的主要创新点如下:(1) 将深度优先搜索与广度优先搜索策略相结合,在搜索过程中

根据子节点对最优值的影响选取待求解的线性规划子问题.(2) 提出了一种新的剪枝策略,在求解过程中根据 RM

优化问题中若父节点约束满足,则可能存在该节点的某一子节点约束也可满足的关系进行动态剪枝,极大地缩小了

搜索空间.实验结果表明,LPHS 算法比 LPS 方法的求解速度更快,至少有 10 倍的效率提升.同时,求解时间的波动性

更小. 

本文第 1 节介绍研究基础,包括实时系统 RM 可调度性判定条件及约束优化问题.第 2 节介绍 RM 优化问

题及已有的 3 种解法.第 3 节介绍基于线性规划的混合搜索算法.第 4 节给出实验设计与结果分析.第 5 节对全

文内容进行总结. 

1   研究基础 

1.1   实时系统 RM 可调度性判定条件 

设实时系统的任务集 τ={τ1,τ2,...,τn}集合中的每个任务用 τi=(Ti,Ci)表示.其中,Ci 是运行时间,Ti 是任务周期.

可调度性判定问题是RM调度算法的一个根本问题,目前已有大量关于RM可调度性判定的文章[14,27,28].本文以

Bini 等人 2002 年提出的 RM 可调度性的充要条件为基础[13]. 

定理 1(Bini 等人提出). 任务集 是 RM 可调度的当且仅当下式为真: 
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该方法利用有限个时间点进行判定.文献[18]提出了一种计算 Pi(t)的二叉树剪枝方法,在计算 Pi(t)的过程

中,该方法可以避免产生相同元素,减少了不必要的开销. 

1.2   约束优化问题 

标准的约束优化问题(standard constrained optimization problem,简称 SCOP)是指在一系列由等式和不等式
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组成的约束条件中寻找使目标函数取得最大或最小值的一个最优点.SCOP 问题的约束条件必须同时满足,相

当于逻辑“与”的关系.SCOP 在工程领域已经得到了广泛的应用,如实时系统、控制理论、结构优化设计、机器

人路径规划等[17,21].SCOP 的形式定义如下: 
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其中,变量 x=(x1,x2,…,xn)是 n 维向量,f(x)是目标函数,gi(x)=0(i=1,2,...,m1)和 gi(x)≤0(i=m1+1,m1+2,…,m2)是约束

条件.目前有大量的求解 SCOP 的成熟算法,包括序贯二次规划法和内点法等.当目标函数与约束条件均为线性

表达式时,该问题即为线性规划问题,使用单纯形法可以高效求解. 

文献 [21]在 SCOP 的基础上提出了更一般的广义约束优化问题 (generalized constrained optimization 

problem,简称 GCOP).GCOP在 SCOP约束条件仅含逻辑”与”关系的基础上,将约束条件进行了扩展,加入了逻辑

“或”运算.GCOP 可描述为 

 

 
      
      

      

1

2

11 12 1

21 22 2

1 2

max   

s.t.   0 0 0

      0 0 0

      

      0 0 0
s

k

k

s s sk

f x

h x h x h x

h x h x h x

h x h x h x




  
   


 
   

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

 (4) 

文献[21]同时还给出了一种求解 GCOP 的方法,将带有逻辑“或”的不等式等价变换成一个不等式,从而将

GCOP 转化为 SCOP,然后再利用求解 SCOP 的算法进行求解即可. 

定理 2(Wang 和 Lane 提出). 已知函数 h1(x),h2(x),...,hm(x),那么, 

  2
1 2 1 1
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其中,v 为任意小的正数. 

2   实时系统 RM 优化问题及已有的 3 种解法 

RM 优化问题可描述如下:给定实时系统的任务集 τ={τ1,τ2,...,τn},每个任务 τi 的周期为 Ti,运行时间 Ci 在区 

间[Ci
min,Ci

max]内,如何设计各项任务的运行时间以使得该系统的某个性能指标(例如 CPU 利用率
1

)
n

i i iU C T


  达

到最优. 

文献[17]将实时系统 RM 优化问题建模成一个广义约束优化问题.目标函数为 CPU 利用率
1

.
n

i i if C T


  
约束条件由两部分组成:(1) 每个任务的运行时间 Ci 都在区间[Ci

min,Ci
max]内,即对任意 i 都有 Ci

min≤Ci≤Ci
max; 

(2) 所有任务 RM 可调度,对于该条件,我们使用 Bini 等人[13]提出的 RM 可调度充要条件(见定理 1).综上,实时

系统 RM 优化问题可以建模成如下广义约束优化问题: 
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从模型(6)可以看出,与标准的约束优化问题相比,RM 优化问题的约束条件中不仅包含逻辑“与”关系,还加

入了逻辑“或”关系.约束条件同时包含逻辑“与”“或”关系的RM优化问题是广义约束优化问题的一个重要实例. 
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目前模型 (6)已有多种求解算法 .文献 [17]提出了基于混合布尔整数规划的求解方法 .对于约束条件

1 2( ) ( ) ( 0)0 0 ,kh x xh xh ≤ ≤ ≤ 其中仅有一个不等式满足该条件即可满足.在此引入 m 个 0-1 变量和一个

充分大的正常数 M,该约束条件可以转换为 
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通过引入 0-1 整数变量,将约束条件中的逻辑“或”转换为“与”的关系,模型(6)进一步被转换为混合型整数

规划(MBP)问题,然后再利用分支定界法[29]来求解转换后的优化问题.这种方法需要大量引入新的整数变量,并

将原来连续的约束函数变成了既含有连续变量又含有布尔变量的约束条件,增大了求解难度. 

文献[25]则提出了基于非线性约束优化算法的方法来求解该问题.该文根据定理 2 中的方法将模型中每一

组含有逻辑“或”的约束条件转换为一个非线性的约束不等式,得到一个标准的约束优化问题(SCOP)中的非线

性规划(NLP)问题,然后再利用 NLP 中的成熟算法——序贯二次规划[30]或内点法[31]求解 SCOP.这种转换方法适

用于线性及非线性约束等情况.针对 RM 优化问题,该方法将线性不等式变成了非线性不等式,而非线性约束优化

问题比求解线性约束优化问题难得多,并且转化后的 SCOP 的可行域并不是凸的,在求解时容易掉入局部解. 

2015 年,陈力等人[26]根据约束条件为线性不等式并且可以分组计算的性质提出了基于树状线性规划搜索

算法,首先将 RM 算法可调度的充分必要条件转换成具有逻辑“与”和“或”的线性约束不等式,建立了优化模型,

然后将模型分拆成若干个线性规划子问题,再构造线性规划问题的搜索树,利用深度优先搜索及其剪枝算法,选

择部分线性规划问题进行求解,最终找到线性规划子问题中最大的最优值,从而得到使得 CPU 利用率最大的任

务运行时间.该方法比前两种方法有 20%~70%的性能提升,是目前求解 RM 优化问题最有效的算法. 

3   基于线性规划的混合搜索算法(LPHS) 

3.1   模型描述 

模型(6)中的约束条件是一个合取范式,该约束条件可以通过逻辑运算转化为如下所示的析取范式: 
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因此,模型(6)代表的约束优化问题就等价于如下问题: 
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为了便于描述,我们给出如下定义. 

设集合 Pi–1(Ti)中的元素以升序排列,集合中含有 Sizei 个元素,令 pilk 表示集合 Pi–1(Ti)中的第 lk 个元素,令 

 kilval p 表示该元素的取值.引入记号 31 2
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来表示以下约束条件: 
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引入记号 31 2
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对于式(8)中析取范式中的每一个简单合取式,与目标函数相结合后会产生一个线性规划问题.原约束优 

化问题即由
1

n

i iSize
 个这样的线性规划问题组成,所有这些问题的最优值中的最大值就是该模型的最优值.当 

实时系统中的总任务数 n 较小时,总的线性规划子问题 k 的数量较小,但是,随着 n 的增大,k 将成倍地增长,通过

穷举遍历的算法求解最优值的效率极低.因此,采用有效的策略对搜索空间进行裁剪,减少求解性线规划子问题

的数量,对加快求解速度具有极其重要的意义. 

LPS 方法利用约束条件为线性不等式以及在计算过程中可以将约束条件分组计算的性质,设计了高效的

深度优先搜索及剪枝算法,这是目前效率最高的算法.LPS 方法提出的深度优先搜索策略忽视了两个问题:(1) 

对于具有相同父节点和搜索深度的兄弟节点,各兄弟节点与目标函数组成的线性规划问题最优值的大小对深

度优先搜索顺序的影响.(2) RM 优化问题中,在父节点的约束条件已满足的情况下,子节点的可满足性是否可以

根据父节点中的约束条件推导得出.此外,在实验中我们也发现,LPS 方法在求解过程中可能会陷入局部搜索陷

阱,求解时间的波动性较大.针对以上所提出的问题,我们对LPS算法进行了改进,提出了一种基于线性规划的混

合搜索算法.该算法的主要内容包括: 

(1) 使用深度广度混合的搜索策略.以已搜索到的最优值作为剪枝条件,利用深度优先搜索及剪枝策略求

解新的最优值,在深度优先搜索的基础上,结合广度优先搜索,对深度优先搜索的顺序进行调整. 

(2) 利用贪心算法求一个初始最优解. 

(3) 在求解过程中,根据父子节点之间约束条件的关系提出了一种全新的动态剪枝策略,加快求解过程,有

效避免了程序进入局部搜索的陷阱. 

3.2   混合搜索算法 

实时系统 RM 优化问题的约束条件可以描述为图 1 所示的树状结构. 

 

Fig.1  Constraints tree of RM optimal design problem 

图 1  RM 优化问题约束条件树 

设搜索的起点为 Root,此时搜索的深度为 0,即不包含任何约束条件.搜索过程中深度为 1 的所有节点为 
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对深度为 1 的每一个节点 hn,它的子节点为 1 1

1
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当搜

索深度为 k时,约束条件可以表示为
1 1
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,
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对于任意一个节点 hn–k+1…hn–1hn,它的所有子节点

表示为
1 1

1 1
.

n k n k n n

n k n k n n
PROB

h h h h   

    
  

 

在搜索开始之前可以先计算出一个初始局部最优解.一种简单的方法是随机选取部分子问题并求出这些

子问题的最优解,并将初始的局部最优值记为这些最优解中的最大值,初始最优值的具体计算方法在第 3.3 节

中有进一步描述.初始局部最优值计算完成后开始进行混合搜索算法.LPHS 算法将深度优先与广度优先搜索

相结合,在深度优先搜索的框架下结合广度优先搜索进行. 

深度优先搜索是 LPHS 算法的框架.在搜索过程中,当搜索到深度为 k 的节点
1 1

1 1

n k n n

n k n n
PROB

h h h  

   
  

时,

计算该节点与目标函数组成的线性规划问题
1 1

1 1

n k n n

n k n n
OPT

h h h  

   
  

的最优值,若其最优值不大于当前已求出 

的局部最优值,则随着搜索深度的增加,约束条件也会增加,该节点的所有子节点求出的最优值一定不会大于 

1 1

1 1

n k n n

n k n n
OPT

h h h  

   
  

问题的最优值,此时,可以直接将该节点的所有子节点删除,该方法的正确性在文献[26] 

中已得到证明.若节点的最优值大于当前最优值,则表明该节点的子节点可能含有使最优值增大的节点,在这种

情况下,需要向下一层继续进行搜索. 

广度优先搜索根据当前节点的子节点对最优值的影响程度对深度搜索的顺序进行适当调整.当计算完深 

度为 k 的节点
1 1

1 1

n k n n

n k n n
PROB

h h h  

   
  

时,若其最优值大于当前的局部最优值,则需要计算该节点的子节点的 

值,该节点共含有 Sizen–k 个子节点.在节点 PROB 的子节点中按先后顺序任取两个节点 PROB1 和 PROB2,与目标

函数组成的线性规划问题分别为 OPT1 和 OPT2,求得的最优值分别为 opt1 和 opt2.假设 opt1<opt2.若从 PROB1 开

始进行深度优先搜索,其子节点计算出的最优值一定不大于 opt2,在计算完 PROB1 的子树后,仍然需要继续搜索

PROB2 的所有子树.若优先搜索 PROB2 的子树,PROB2 的最优值 opt2 可能会大于 PROB1 的最优值 opt1,在这种情

况下,由 PROB1 作为根节点的子树可以直接剪枝,可以极大地缩小搜索空间.综上所述,每当搜索到新的一层时,

同时具有多个可选的子节点,它们分别对应不同的线性规划问题及相应的最优值,在搜索过程中,从最优值最大

的节点开始进行深度优先搜索,利用这种方式求得局部最优解后再剪枝会起到更好的剪枝作用.LPS 方法中,并

未考虑各个节点包含的约束条件对局部最优解的影响,即上述 OPT1 和 OPT2 节点最优值大小问题,只是简单地

按照默认顺序进行深度优先搜索.而 LPHS 方法在每搜索到新的一层时,对该层中的所有节点进行广度优先搜

索,并根据计算结果对深度优先搜索选择的子树进行排序,根据结果确定深度优先搜索的顺序. 

混合搜索算法描述如下. 

算法 1. 混合搜索算法. 

glb_max;//已搜索到的局部最优解 

bf_queue;//保存可能需要进行深度搜索的节点 

HybridSearchOptimal(PROB){ 

 for prob in child(PROB) 

  local_opt=calcProbOptimal(prob); 

  if local_opt>glb_max then 

   bf_queue.pushback((prob,local_opt)) 

  endif 
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    SortByOptimal(bf_queue); 

    for (prob,local_opt) in bf_queue 

  if (local_opt>glp_max) 

   if deep(prob)<n then 

     if DynamicPrune(PROB,prob)==true then 

        HybridSearchOptimal(PROB); 

     else 

      HybridSearchOptimal(prob); 

    endif 

   else 

    glb_max=local_opt 

   endif 

  endif 

} 

child()函数表示 PROB 节点的所有子节点.calcProbOptimal(PROB)计算由 PROB 节点中的约束条件与目标

函数组成的线性规划问题OPT的最优值.SortByOptimal根据计算最优值将 PROB 降序排列.deep(PROB)表示约

束个数,即目前的搜索深度.DynamicPrune()在第 3.4 节中有具体的介绍. 

3.3   初始最优解的计算 

初始最优值的选择对搜索过程的剪枝有着重要的影响,初始的局部最优值越大,该最优值起到的剪枝作用

就越显著 ,需要搜索的总节点数也越小 .我们可以通过简单的随机算法来选取最优值 ,比如从约束条件为 

11 2

11 2

n n

n n
PROB

h hh h 

 
  

形式的子问题中任选若干个分别求最优值,然后从求得的最优值中选取最大的作为初始

最优值.但是,随着任务数 n 的增大,子问题个数
1

n

ii
k Size


 迅速增大,使用这种随机方法来计算,若随机选取的 

子问题个数太少,则会导致初始的局部最优值较小;若选取的子问题个数太多,又会浪费计算时间.由于这种简 

单的随机算法效果并不明显,在此我们采用局部的贪心算法.对深度为 1 的所有节点 , 1,2, ,n n
n

n
PROB h Size

h

 
  

 

以及它们与目标函数组成的线性规划问题
n

n
OPT

h

 
 
 

,从所有的线性规划问题中选出使目标函数值最大的节点, 

将该节点作为根节点,在它的子节点中继续寻找局部最优解. 

算法 2. 初始局部最优值的计算. 

GreedyInitialOptimal(PROB){ 

 localtmp//保存局部最优解 

 while deep(PROB)<n 

  localtmp=0; 

  for prob in child(PROB) 

   local_opt=calcProbOptimal(prob); 

   if local_opt>localtmp then 

    PROB=prob 

   endif 

    glb_max=localtmp 

} 
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3.4   动态剪枝算法 

随着实时系统任务数 n 的增大,形成的子问题数目将成倍地增长.剪枝对缩小问题的搜索空间具有重要的

影响.文献[26]中就提出了通过减少线性规划子问题数量的算法来缩小搜索空间.其中提到的深度优先搜索策

略是一个非常高效的剪枝策略,但是该算法只有在求出的最优值小于局部最优值时才会起到剪枝的作用.本节

通过对不等式系数的判定,提出一种新的在运行过程中使用的高效剪枝策略,该方法在求出的最优值大于局部

最优值时同样可以使用.下面首先给出该方法的使用条件及理论依据. 

定理 3. 对于任意两个约束条件: 
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该赋值使约束条件式(13)满足,则约束条件式(12)一定满足. 

证明: 

设(x1,x2,x3,…,xn)为任意一组使条件式(13)满足的赋值, 
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定理 3 得证.  □ 

由定理 3 可知,使约束条件式(13)成立的可行域是使条件式(12)成立的可行域的子集,因此,在定理 3 的前提

条件得到满足时,由式(12)、式(13)组成的约束条件等价于式(12),即: 
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在实时系统优化问题中,当 i=k 时,含 k 个变量,而当 i=k–1 时,含 k–1 个变量.i=k 时的约束条件比 i=k–1 时 

的约束条件仅多出变量 xk.因此,设在第 k 层取到的约束条件为
1

,
k

i ii k ka x b
 ≤ 若在第 k–1 层存在
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  ≤  

1kb  且 min
( 1) ( 1) 1,ki k i k k k k ka a b a x b  ≥ ≤ ,则第 k–1 层的条件一定可满足,因此,可以将该层的点直接剪枝.在这种情 

况下,可以直接将第 k 层取到节点的子节点数减少 Sizek–1 倍. 

算法 3. DynamicPrune 算法. 

bool DynamicPrune(parent,child){ 

 Constraint=constraints(child)constraints(parent); //求子节点比父节点新增的约束条件 

 for cons in constraints (parent) 

  if satisfy(cons,constraint) then 

   return true; 
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  endif 

    return false; 

} 

constraints(PROB)函数计算用来返回 PROB 中所包含的约束条件.satisfy(constraint1,constraint2)根据定理 3

判定在 constraint 1 满足的条件下 constraint 2 是否成立,若成立,则返回 true. 

3.5   LPHS 求解算法 

经过上述 3 节的叙述,我们给出最终的 LPHS 算法. 

算法 4. LPHS 算法. 

LPHS(input){//input 为 RM 优化问题的约束条件和目标函数 

 PROB=parseSearchTree(input); //将输入文件解析为图 1 所示的搜索树,PROB 为 root 节点. 

 GreedyInitialOptimal(PROB); 

 HybridSearchOptimal(PROB); 

 retrun glb_max; 

} 

4   实验结果对比与分析 

本文比较了 LPS、LPHS 两种方法求解实时系统 RM 优化问题(以 CPU 最大利用率为目标函数)的时间开

销.算法运行的机器环境为 Windows 10,Intel Core i7 处理器,8GM RAM. 

本文使用了与文献[26]中实验相同的实验条件 ,该条件描述如下 :算法的精度为 10–4.任务周期 Ti 从

[50,5000]中均匀、随机地选取,这样选取有两个原因:(1) 区间跨度大,不等式的变量系数范围可在 1~100 之间; 

(2) 各个系数的值会尽量保证不同.任务执行时间Ci的区间为
1

, ,
10 i iT T

n
 

  
其中,在[0.4,0.6]之间随机选取,变量

下界
1

10 iT
n

能够保证每个问题都有可行解;变量上界的设定是为了保证当所有运行时间均达到上界时系统一定 

不可调度,从而才能够发挥各方法的作用.对相同的任务数 n,随机生成 5 组任务集进行实验,每组实验的总时间

和实验结果的平均值(计算超时的结果不统计)统计见表 1. 

Table 1  Comparasive study result between LPHS and LPS method 

表 1  LPHS 与 LPS 方法运行时间与求解问题个数比较 

任务数 平均不等式数 
LPHS LPS 

总时间 平均时间 已解/超时个数 总时间 平均时间 已解/超时个数 
10 118 0.064 0.013 5/0 12.658 2.532 5/0 
15 397 0.213 0.043 5/0 11.683 2.337 5/0 
20 535 0.317 0.063 5/0 15.878 3.176 5/0 
25 996 0.744 0.149 5/0 30.761 6.152 5/0 
30 1 254 1.061 0.212 5/0 112.415 22.483 5/0 
35 2 017 1.916 0.383 5/0 696.516 139.303 5/0 
40 2 058 2.177 0.435 5/0 340.179 68.036 5/0 
45 3 546 4.575 0.915 5/0 193.093 38.619 5/0 
50 4 243 7.449 1.490 5/0 690.288 138.058 5/0 
55 4 400 6.614 1.323 5/0 180.989 45.247 4/1 
60 6 390 14.949 2.990 5/0 230.036 76.679 3/2 
65 9 589 21.604 4.321 5/0 825.672 165.134 5/0 
70 9 684 20.274 4.055 5/0 890.450 178.090 5/0 
75 10 587 25.741 5.148 5/0 669.720 167.430 4/1 
80 10 880 26.420 5.284 5/0 1155.451 288.863 4/1 
85 11 600 32.099 6.420 5/0 548.138 137.034 4/1 
90 13 805 43.646 8.729 5/0 734.765 244.922 3/2 
95 16 281 49.768 9.954 5/0 348.656 174.328 2/3 

100 18 274 62.168 12.434 5/0 1 855.632 463.908 4/1 
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实验结果表明,新的 LPHS 算法的效率远高于 LPS 方法,并且随着问题规模的扩大,效果依然明显.图 2 更加

直观地展现了相比于 LPS 算法,LPHS 算法有 10 倍以上的效率提升.在给出的 90 个用例中,LPHS 算法求解出了

所有问题的最优值,而 LPS 算法中有 12 个用例超时.从任务数为 55、60、75、85 等实验数据可以看出,求解的

平均时间为 100s 左右,距 1 000s 的超时时间仍有一段距离.但是,这几组实验中均有未解出的问题,这表明,LPS

方法的有效性并不能得到保证,进入局部搜索的陷阱后会有难以跳出的情况发生.为了进一步比较两种算法求

解时间的波动性,我们统计了每组任务中求解时间的方差,由于计算结果的平均时间数值差异较大,我们先将每

组数据均除以该组的平均运行时间(超时用例统一用 1 000s 计算),统计的方差结果如图 3 所示.从图中可以看

出,LPS 在求解相同规模的任务时,求解时间的波动性比 LPHS 方法大很多. 

       

Fig.2  Comparision of execution time between           Fig.3  Variance of excectuion time with the  

LPS and LPHS method                               same task number 

图 2  LPS 与 LPHS 算法求解时间比较               图 3  相同问题规模的求解时间方差 

LPHS 算法比 LPS 方法效率更高的原因主要包括如下两点. 

(1) LPS 算法在深度优先搜索中,没有确定同一层可选子问题求解的优先顺序,单纯使用了深度优先算法.

而 LPHS 算法通过广度优先搜索,将同一层各子节点约束下的最优值进行排序,从最优值大的子节点开始计算.

即对 Node1 和 Node2 两个节点,假设 Node1 节点的最优值 opt1 小于 Node2节点的最优值 opt2,LPHS 算法会先求解

Node2的子节点.因为Node2子节点求出的最优值 opt有可能大于 opt1时,此时可以将Node1节点剪掉,避免了对Node1

子节点的计算,所以 LPHS 算法的混合搜索策略比 LPS 算法的深度优先策略更加高效. 

(2) RM 优化问题在转化为搜索树后,对于任一节点 Nodeparent=
1 1

1 1

n k n n

n k n n
PROB

h h h  

   
  

,在它的所有子节点

中,可能存在一个节点 Nodechild
1 1

1 1

n k n n

n k n nn k
PROB

h h hh   
    

   
,使得当 Nodeparent 中约束条件满足时,Nodechild 约 

束条件也满足,LPS 方法没有考虑父子节点之间存在的上述关系,而 LPHS 方法通过第 3.4 节中的动态剪枝算法

对父子节点关系进行了判断,若 Nodeparent 的子节点中存在一个满足上述关系的节点 Nodechild,则根据定理 3 可

以只计算 Nodechild 的子节点,Nodeparent 的其他子节点均可以被剪掉. 

5   结论及未来工作 

本文提出了一种求解 RM 优化问题的新算法——基于线性规划的混合搜索算法(LPHS).将模型(6)表示的

约束优化问题构造为线性规划搜索树,将深度优先搜索与广度优先搜索策略相结合,在搜索过程中比较各子节

点的最优值,最优值大的子问题优先计算,并且在求解过程中自动根据已选择的子问题进行动态剪枝,高效地求
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得该问题的最优值,即 CPU 利用率的最大值.与 LPS 方法相比,LPHS 方法的效率有了 10 倍的提高,并且求解问

题的稳定性也更高. 

RM 优化问题的约束条件中同时包含逻辑“与”和“或”关系,是广义约束优化问题(析取优化问题)的一个重

要实例,本文的研究对该类问题的求解具有重要意义.同时,本文的工作可与计算机领域中另一著名的理论问 

题——可满足性模理论(satisfiability modulo theroies,简称 SMT)[3235]的研究相结合.SMT 在模型检测[36]、软件

测试[37]等领域有着非常广泛的应用.SMT 背景理论中线性算术(linear arithmetic)理论[38,39]的约束条件中也同时

包含逻辑“与”“或”关系,该问题的可行解、最优解的计算可以与 LPHS 方法相结合.接下来我们将进一步研究

SMT 求解器的线性算术求解部分,进一步改进 LPHS 算法,并尝试提高 SMT 线性算术部分的求解效率. 
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