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摘  要: 信息聚合是信息处理过程中的基本手段,主要讨论若干聚合算子的性态.首先,从广义伴随对的角度讨论

了广义聚合算子的性质.从聚合算子 A 出发,给出两种不同的方法,构造了大于(小于)等于 A 的新的聚合算子;其次,
对于处理双极信息用到的聚合算子、双极 t-模和双极蕴涵做了讨论,得出了这两个双极聚合算子可分解为两个单级

聚合算子的条件.在此条件下即清晰可见聚合双极信息时对正信息及负信息的聚合过程.这对提取特定信息具有极

其重要的意义. 
关键词: 双极信息;信息聚合;双极 t-模;双极蕴涵;双极信息分解 
中图法分类号: TP181 

中文引用格式: 王国俊,段景瑶.双极信息的聚合与分解.软件学报,2014,25(11):2518−2527. http://www.jos.org.cn/1000-9825/ 
4525.htm 
英文引用格式: Wang GJ, Duan JY. Aggregation and decomposition of bipolar information. Ruan Jian Xue Bao/Journal of 
Software, 2014,25(11):2518−2527 (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/4525.htm 

Aggregation and Decomposition of Bipolar Information 

WANG Guo-Jun1,  DUAN Jing-Yao1,2 

1(College of Mathematics and Information Sciences, Shaanxi Normal University, Xi’an 710062, China) 
2(Department of Mathematics, Baoji University of Arts and Sciences, Baoji 721013, China) 
Corresponding author: DUAN Jing-Yao, E-mail: nancy-duan@163.com 

Abstract:  Information aggregation is one of the basic means for information processing. This paper mainly discusses about behavior of 
several aggregation operators. Firstly, from the perspective of generalized adjunction, the properties of generalized aggregation operators 
are discussed. Given one aggregation operator A, two different methods are adopted to construct new aggregation operators greater (less) 
than or equal to A. Furthermore, several aggregation operators, such as bipolar t-norms and bipolar implications, are explored, and the 
condition is provided for bipolar aggregation operators to be decomposed into two unipolar aggregation operators. Under this condition, 
the aggregation processing for positive as well as negative information is also presented. 
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在包括信息检索、知识表示和专家系统等信息处理的诸多领域里,对双极信息性态的研究都起着关键的作

用,特别是在处理带有不确定性的信息时更是如此(参看文献[1−8]).所谓双极信息(bipolar information)是指由正

面信息(或称为偏好信息,preferential information)μ和负面信息(或称禁止的信息,forbidden information)[1,4]ν 组

成的信息对(μ ,ν ),这里,正信息和负信息要满足某种相容性约束(consistency constraint).比如,正信息和负信息分

别由某论域集 X 的子集 P 和 Q 表示,则它们应当满足相容性约束条件 P∩Q=∅;又如,正信息和负信息分别由某
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论域集 X 的模糊子集μ和ν表示,则它们应当满足相容性约束条件∀x∈X,μ (x)+ν (x)≤1;再如,正信息和负信息分

别由某命题逻辑系统中的公式ϕ和ψ示,则它们应当满足相容性约束条件ϕ∧ψ ~⊥[6],等等.人们获取的信息未必

是完整无缺的,所以往往要对初步获取的信息进行加工或修改.比如,从事图像处理的研究人员要对初次获取的

不清晰的图像通过腐蚀(erosion)和膨胀(dilation)这两种运算进行加工和修改,这里的关键在于对图像的边缘进

行检测 ,其中 ,结构元素 (structural element,简称 SE)起着重要的作用 ,这已成为数学形态学 (mathematical 
morphology)研究的主要内容之一.作为理论基础,包括腐蚀算子与膨胀算子、开算子与闭算子等在内的对偶算

子已经有大量的研究成果,其中包括我国学者从应用角度提出的双结构元素(即小结构元素与大结构元素)边缘

检测方法[9−11]等).Soille 所著文献[12]是一本有较大影响的专著,2008 年已由清华大学出版了中译本,其中对腐

蚀算子与膨胀算子等对偶算子有详细的论述,只是尚未从理论上与双极算子的聚合与分解联系起来.关于这方

面进一步的论述可参见文献[13−17].一般说来,我们常常有必要对已经获取的一组信息进行整合,从而得出比较

合理的信息.整合常被称为聚合(见文献[4]中的 aggregation),根据情况的不同,需要采用不同的聚合算子.由于信

息之间有自然的偏序存在,比如,某论域集 X 的分明子集之间的包含关系、模糊信息之间的点式序关系、逻辑

公式的模型集之间的包含关系等.这类信息的整体都构成一个完备格,上述的聚合算子就在一般的完备格中进

行研究.最简单的聚合方法莫过于采用上、下确界算子,只是这种取大、取小的运算有时并不符合信息聚合的

要求.比如,对两个有不同重要性或精确性的信息不宜同等看待.这时,由于取小运算是交换的,具有对等性,就不

宜采用.为适应各种情况的需要,文献[1]中分别引入了广义否定算子(negation)、广义合取算子(conjunction)、广

义析取算子(disjunction)、广义 t-模(t-norm)、广义 t-余模(t-conorm)以及广义蕴涵(implication)等,都不要求交换

律成立.这些方法自然也适用于双极信息的聚合.双极信息的聚合可以有不同的聚合方法,比如,两个双极信息

(μ ,ν )与(μ *,ν *)的大小顺序常采用柏拉图序(Pareto-ordering)[1],即(μ ,ν )≤(μ*,ν*)当且仅当μ≤μ*且ν≥ν*.设已经

获得一组双极信息{(μ j,ν j): j∈J},按照柏拉图序对这些双极信息进行聚合就有: 
∨{(μ j,ν j): j∈J}=(∨{μ j: j∈J},∧{ν j: j∈J}). 

这里,∨和∧分别表示上、下确界,这组双极信息的聚合通过分别对其正、负信息的聚合而完成.值得注意的是,
广义聚合算子多种多样,并非都要取简单的上、下确界算子,特别是这些算子可以是非交换的.那么,一般说来,
双极信息的聚合是否可以通过对其中的正、负信息分别进行聚合后再按照某种方式组合成为一个新的双极信

息来实现呢?或者用简化的语言来说,就是双极信息的聚合能否分解?这正是本文要回答的问题.文献[1−8,14]从
应用背景出发,引入了众多的信息聚合算子,但在理论上似乎远不完善. 

本文第 1 节简要介绍各种常用的聚合算子.第 2 节研究若干聚合算子的基本性质.第 3 节给出双极 t-模和双

极蕴涵可以分解的条件.第 4 节是结束语. 

1   广义聚合算子 

本文中用 L 表示完备格,L×L 表示 L 与 L 自身的笛卡尔乘积. 
定义 1[1].设 C:L×L→L 是 L 上的二元算子,若 C 满足以下条件,其中,1 是 L 的最大元,0 是 L 的最小元,则称 C

是 L 上的广义合取: 
(i) C(0,0)=C(0,1)=C(1,0)=0,C(1,1)=1; 
(ii) a1≤b1,a2≤b2⇒C(a1,a2)≤C(b1,b2). 
定义 2[1]. 设 I :L×L→L 是 L 上的二元算子,若 I 满足以下条件,则称 I 是 L 上的广义蕴涵: 
(i) I 是混合单调的(对左变量递减,右变量递增); 
(ii) I (0,0)=I (1,1)=1,I (1,0)=0. 

若 I 满足(i)和以下条件,则称 I 是 L 上的广义余蕴涵: 
(iii) I (0,0)=I (1,1)=0,I (0,1)=1. 
定义 3[1]. 设 T :L×L →L 是 L 上的二元算子,若 T 是可交换结合的广义合取,且满足∀a∈L,T (1,a)=a,则称 T

是 L 上的 t 模. 



 

 

 

2520 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.11, November 2014   

 

定义 4[1]. 设 A,B:L×L→L 是 L 上的一对二元算子,满足:∀x,y,z∈L,y≤A(x,z)⇔B(x,y)≤z,则称(A,B)为 L 上的

广义伴随对(文献[1]中称为 adjunction). 

例 1:设
0,  1

( , ) ,
,  1

a b
C a b

b a b
+⎧

= ⎨ + >⎩

≤
∀a,b∈[0,1],易验证 C 是广义合取, 

但由
1 3 3 1 4 7 4 4 4 7 4, , , , , , , 0
2 4 4 2 10 10 10 10 10 10 10

C C C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠ = ≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

知:C 既不满足交换律,也不满足结 

合律.从而,C 不是通常意义下的合取,更不是 t 模. 
定义 5[1]. 设 D:L×L→L 是 L 上的二元算子,若 D 满足以下条件,则称 D 是 L 上的广义析取: 
(i) D(1,1)=D(0,1)=D(1,0)=1,D(0,0)=0; 
(ii) a1≤b1,a2≤b2⇒D(a1,a2)≤D(b1,b2). 
定义 6[1]. 设 S:L×L→L 是 L 上的二元算子,若是可交换结合的广义析取,且满足∀a∈L,T(0,a)=a,则称 S 是 L

上的 t 余模. 

例 2:设
1,   1

( , ) ,
,  1

a b
D a b

a a b
+⎧

= ⎨ + <⎩

≥
∀a,b∈[0,1],易验证 D 是广义析取. 

但由
1 3 3 1 1 7 5 1 1 7 5, , , , , , , 1
5 5 5 5 10 10 10 10 10 10 10

D D D D D D⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠ = ≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

可知:D 既不满足交换律,也不满足 

结合律.从而,D 不是通常意义下的析取,更不是 t 余模. 
定义 7[18]. 

(i) 设 U:L×L→L 是 L 上的二元算子,定义 L 上的两个二元运算 L
UC 和 R

UC 如下: 

( , ) { | ( , ) },  ( , ) { | ( , ) };L R
U UC x y t L U t x y C x y t L U x t y= ∧ ∈ = ∧ ∈≥ ≥  

(ii) 设 C:L×L→L 是 L 上的二元算子,定义 L 上的两个二元运算 L
CU 和 R

CU 如下: 

( , ) { | ( , ) },  ( , ) { | ( , ) }.L R
C CU x y t L C y t x U x y t L C x t y= ∨ ∈ = ∨ ∈≤ ≥  

2   广义聚合算子的若干基本性质 

在本节中研究广义聚合算子的基本性质,所得的 3 个命题和定理 1、定理 2 为下一节双极聚合算子的分解

提供了理论基础. 
命题 1. 设(A,B)是 L 上的广义伴随对,则对任意固定的 a∈L,B(a,z)保任意并,A(a,y)保任意交,即 

 ( , ) ( , ),  ( , ) ( , )j j j jj J j J j J j J
B a y B a y A a z A a z

∈ ∈ ∈ ∈
∨ = ∨ ∧ = ∧  (1) 

证明:由广义伴随对的定义可知: 
 ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , ) ( , )j j j j jj J j J j J

B a y z y A a z j y A a z j B a y z B a y z
∈ ∈ ∈
∨ ⇔ ∨ ⇔ ∀ ⇔ ∀ ⇔ ∨≤ ≤ ≤ ≤ ≤  (2) 

特别是在公式(2)最左边令 z 为 ( , ),jj J
B a y

∈
∨ 则公式(2)中最左边的不等式成立,那么由公式(2)中最右边的不

等式得: ( , ) ( , ).j jj J j J
B a y B a y

∈ ∈
∨ ∨≤  

同理,在公式(2)最右边令 z 为 ( , ),jj J
B a y

∈
∨ 则由公式(2)中最左边的不等式得: ( , ) ( , ).j jj J j J

B a y B a y
∈ ∈
∨ ∨≤  

所以, ( , ) ( , )j jj J j J
B a y B a y

∈ ∈
∨ = ∨ 成立.类似地,由广义伴随对的定义可知: 

 ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , ) ( , )j j j j jj J j J j J
y A a z B a y z j B a y z j y A a z y A a z

∈ ∈ ∈
∧ ⇔ ∧ ⇔ ∀ ⇔ ∀ ⇔ ∧≤ ≤ ≤ ≤ ≤  (3) 

分别在公式(3)左、右两边令 y 为 ( , )jj J
A a z

∈
∧ 和 ( , ),jj J

A a z
∈
∧ 就证明了 ( , ) ( , ).j jj J j J

A a z A a z
∈ ∈
∧ = ∧  □ 

推论 1. 设(A,B)是 L 上的广义伴随对,则 A 和 B 关于第 2 个变元都是递增的. 
命题 2. 
(i) 设 A:L×L→L 是 L 上的二元算子,则使得(A,B)构成广义伴随对的二元算子 B 是唯一确定的,即 
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B(a,b)=∧{t∈L|A(a,t)≥b}; 
(ii) 设 B:L×L→L 是 L 上的二元算子,则使得(A,B)构成广义伴随对的二元算子 A 是唯一确定的,即 

A(a,b)=∨{t∈L|B(a,t)≤b}. 
证明:以上述情形(i)为例进行证明. 
设(A,B)构成广义伴随对,则 B(a,b)=∧{t∈L|B(a,b)≤t}=∧{t∈L|b≤A(a,t)}=∧{t∈L|A(a,t)≥b}, 
所以,B(a,b)=∧{t∈L|A(a,t)≥b}. □ 
注意,命题 2 中给出了从 L 上的一个二元算子出发制作另一个二元算子的方法.我们沿用文献[3]中的记号,

对于二元算子 A:L×L,规定: 
 I(A)(a,b)=∨{u∈L|A(a,u)≤b} (4) 
 T(A)(a,b)=∧{u∈L|A(a,u)≥b} (5) 

定理 1. 设 A 是 L×L→L 上的任意二元算子,则 IT(A)≥A,TI(A)≤A,并且等号不恒成立. 
证明: 
(i) IT(A)(a,b)=I(T(A))(a,b)=∨{u∈L|T(A)(a,u)≤b}=∨{u∈L|[∧{t∈L|A(a,t)≥u}]≤b}. 

因为 b∈{t∈L|A(a,t)≥A(a,b)},所以 A(a,b)∈{u∈L|[∧{t∈L|A(a,t)≥u}]≤b}. 
因此,IT(A)(a,b)≥A(a,b),∀(a,b)∈L×L.这就证明了 IT(A)≥A. 

(ii) TI(A)(a,b)=T(I(A))(a,b)=∧{u∈L|I(A)(a,u)≥b}=∧{u∈L|[∨{t∈L|A(a,t)≤u}]≥b}. 
因为 b∈{t∈L|A(a,t)≤A(a,b)},所以 A(a,b)∈{u∈L|[∨{t∈L|A(a,t)≤u}]≥b}. 
因此,TI(A)(a,b)≤A(a,b),∀(a,b)∈L×L.这就证明了 TI(A)≤A. □ 

以下反例说明等号不必成立. 

例 3:设
, 1 1

( , ) ,
0, 1 1
a b a b

A a b
a b

∧ = =⎧
= ⎨ < <⎩

或

且
∀a,b∈[0,1],则由公式 (4)与公式 (5)可知 :

, 1
( )( , ) .

1, 1
b a

I A a b
a

=⎧
= ⎨ <⎩

不难   

得出: 
,  1

( )( , ) .
0,  1
b a

IT A a b
a

=⎧
= ⎨ <⎩

 

但
1 1( ) ,1 ,1 ,
2 2

TI A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

因此,TI(A)≠A. 

再设

, 1
( , ) 1, 0,

0, 1

b a
A a b a

a

=⎧
⎪= =⎨
⎪ <⎩

∀a,b∈[0,1],则由公式(4)与公式(5)可得:
, 1

( ) 0, 0 0 .
1, 0 1 0

b a
T A a b

a b

=⎧
⎪= = =⎨
⎪ < < >⎩

或

且

不难得出: 

, 1
( )( , ) 1, 0 1 .

0, 0 1 1

b a
IT A a b a b

a b

=⎧
⎪= = =⎨
⎪ < < <⎩

或

且

 

因为
1 1,1 ( ) ,1 ,
2 2

A IT A⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所以 TI(A)≠A. 

命题 3. 
(i) 设 A:L×L→L 是 L 上的二元算子,若存在二元算子 B 使(A,B)构成广义伴随对,则 IT(A)=A; 
(ii) 设 B:L×L→L 是 L 上的二元算子,若存在二元算子 A 使(A,B)构成广义伴随对,则 TI(B)=B. 
证明: 
(i) 设 A:L×L→L 是 L 上的二元算子,且存在二元算子 B 使得(A,B)是一个广义伴随对,则由命题 2 和公式(5) 

可知:B(a,b)=∧{t∈L|A(a,t)≥b}=T(A)(a,b),再由命题 2 和公式(4)即可得到: 
A(a,b)=∨{t∈L|B(a,t)≤b}=I(B)(a,b)=I(B(a,b))=IT(A(a,b)). 

所以,A=IT(A). 
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(ii) 同理可证. □ 
定理 2. 

(i) 设 U1 是 L×L→L 上的二元算子,则
1

1,L
U

L
C

U U≥ 等号并非恒成立; 

(ii) 设 C1 是 L×L→L 上的二元算子,则
1

1,L
C

L
U

C C≤ 等号并非恒成立. 

证明: 

(i) 
1

1
1( , ) { | ( , ) } { | [ { | ( , ) }] }.L

U

L L
UC

U x y t L C y t x t L s L U s y t x= ∨ ∈ = ∨ ∈ ∧ ∈≤ ≥ ≤  

因为 x∈{s∈L|U1(s,y)≥U1(x,y)},所以 U1(x,y)∈{t∈L|[∧{s∈L|U1(s,y)≥t}]≤x}.因此,
1

1( , ) ( , ),L
U

L
C

U x y U x y≥  

∀(a,b)∈L×L.故
1

1.L
U

L
C

U U≥  

(ii) 
1

1
1( , ) { | ( , ) } { | [ { | ( , ) }] }.L

C

L L
CU

C x y t L U t x y t L s L C x s t y= ∧ ∈ = ∧ ∈ ∨ ∈≥ ≤ ≥  

因为 y∈{s∈L|C1(x,s)≥C1(x,y)},所以 C1(x,y)∈{t∈L|[∨{s∈L|C1(x,s)≤t}]≥y}.因此,
1

1( , ) ( , ),L
C

L
U

C x y C x y≤  

∀(a,b)∈L×L.故
1

1.L
C

L
U

C C≤  □ 

下面是等号不成立的反例. 

例 4:设 1
, 0 0

( , ) ,
1, 0 1,0 1
x y x y

U x y
x y

∨ = =⎧
= ⎨ < < < <⎩

或
x,y∈[0,1],由定义 7 可知:

1

, 0
( , ) .

0, 0
L

U
y x

C x y
x

=⎧
= ⎨ >⎩

不难得出: 

1

, 0
( , ) .

1, 0L
U

L
C

x y
U x y

y
=⎧

= ⎨ >⎩
 

显然,
1

1
1 10, 0, ,
2 2L

U

L
C

U U⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

因此,
1

1.L
U

L
C

U U≠  

再设 1

, 0
( , ) 0, 1 ,

1, 0 1

y x
C x y x

x

=⎧
⎪= =⎨
⎪ < <⎩

x,y∈[0,1],由定义 7 可知:
1

, 0
( , ) 1, 1 1 .

0, 1 0 1

L
C

x y
U x y y x

x y

=⎧
⎪= = =⎨
⎪ < < <⎩

或

且

故 

1

, 0
( , ) 0, 1 0 .

1, 0 1 0
L
C

L
U

y x
C x y x y

x y

=⎧
⎪= = =⎨
⎪ < < >⎩

或

且

 

显然,
1

1
1 1,0 ,0 ,
2 2L

C

L
U

C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

因此,
1

1.L
C

L
U

C C≠  

3   双极聚合算子的分解 

第 1 节讨论的各种聚合算子的方法和结论自然也适用于双极算子.我们在引言中曾提出这样的问题:双极

信息的聚合是否可以通过对其中的正、负信息分别进行聚合后,再按照某种方式组合成为一个新的双极信息来

实现呢?本节的目的就是要针对常用的双极 t-模和双极蕴涵回答这一问题. 
文献[19]中引入了下面的概念: 
定义 8. 设 T 是 L×L 上的双极 t 模,若存在 L 上的 t 模 T *,和 L 上的 t 余模 S *,使得: 

∀(a1,a2),(b1,b2)∈L×L, T ((a1,a2),(b1,b2))=(T *(a1,b1),S *(a2,b2)), 
则称双极 t 模 T 是可表示的,或称双极 t 模 T 可以分解为 T *和 S*的乘积,记为 T=T *×S*. 

定义 9. 设 I 是 L×L 上的双极蕴涵,如果存在 L 上的蕴含 I *和 L 上的余蕴涵 J *,使得: 
∀(a1,a2),(b1,b2)∈L×L , I ((a1,a2),(b1,b2))=(I *(a1,b1),J *(a2,b2)), 

则称双极蕴涵 I 是可表示的,或称双极蕴涵可以分解为 I *和 J *的乘积,记为 I =I *×J *. 
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例 5: 
(i) 设 T 是 L×L 上的双极 t 模,且 T ((a,b),(c,d ))=(a∧c,b∨d ),则显然 T 是可分解的.但并非每一个双极 t 模 

都是可以分解的. 
(ii) 设 TW ((x1,x2),(y1,y2))=(max(0,x1+y1−1),min(1,x2+1−y1,y2+1−x1)),易证 TW 是[0,1]×[0,1]上的双极 t 模.令 

x=(0.5,0.3),x′=(0.3,0.3),y=(0.2,0),则(TW (x,y))2=0.5≠(TW (x′,y))2=0.7.若 TW 可以分解,则(TW(x,y))2 与 x1 无 

关,只与 x2,y2 有关.而 2 2 2 2,x x y y′= = ,故(TW (x,y))2=(TW (x′,y))2.矛盾!所以,TW 不能分解[19]. 

以下讨论在什么条件下双极 t 模和双极蕴涵可以分解. 
定理 3. 设 T 是 L×L 上的双极 t 模,L×L 上的偏序是柏拉图序,并且满足以下条件,则存在 L 上的 t 模 T *、L

上的 t 余模 S *,使得 T=T *×S*: 
(i) ∀(a,b),(c,d),(e,f )∈L×L,T((a,b)∨(c,d),(e,f ))=T((a,b),(e,f ))∨T((c,d),(e,f )); 
(ii) T((1,1),(0,0))=(0,1), 
证明: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

(( , ),( , )) (( ,1) (0, )),( , ))
                            (( ,1),( , )) ((0, ),( , ))
                            (( ,1),( ,1) (0, )) ((0, ),( ,1) (0, ))
                

T a a b b T a a b b
T a b b T a b b
T a b b T a b b

= ∨
= ∨
= ∨ ∨ ∨

1 1 1 2 2 1 2 2            (( ,1),( ,1)) (( ,1),(0, )) ((0, ),( ,1)) ((0, ),(0, ))T a b T a b T a b T a b= ∨ ∨ ∨

 (6) 

由柏拉图序的结构可知:T ((a1,1),(0,b2))≤T ((1,1),(0,0))=(0,1),T ((0,a2),(b1,1))≤T ((0,0),(1,1))=(0,1).故,由公 
式(6)得:T ((a1,a2),(b1,b2))=T ((a1,1),(b1,1))∨T ((0,a2),(0,b2)). 

又因为(1,0)是 L ×L 中的最大元,即单位元,所以 T ((a1,1),(b1,1))≤T ((1,0),(b1,1))=(b1,1).按照柏拉图序,若 
(α ,β )≤(δ ,1),则β =1.故有:T ((a1,1),(b1,1))的第 2 个分量为 1. 

类似地,T ((0,a2),(0,b2))≤T ((1,0),(0,b2))=(0,b2),故 T ((0,a2),(0,b2))的第 1 个分量为 0. 
用 T *(a1,b1)记 T ((a1,1),(b1,1))的第 1 个分量,用 S *(a2,b2)记 T((0,a2),(0,b2))的第 2 个分量,则 

 T ((a1,a2),(b1,b2))=T ((a1,1),(b1,1))∨T ((0,a2),(0,b2))=(T *(a1,b1),1)∨(0,S *(a2,b2))=(T *(a1,b1),S *(a2,b2)) (7) 
所以,由定义 8 得 T=T *×S *.以下只需证明 T *是 L 上的 t 模,S *是 L 上的 t 余模即可. 

事实上,由公式(7)得T ((1,0),(a,b))=(T *(1,a),S *(0,b))=(a,b),故T *(1,a)=a,S *(0,b)=b.从而,T *和 S *都满足边界条

件.又因为 T 是交换的和结合的,所以由公式(7)不难验证:T *和 S *都是交换的和结合的. 
最后证明 T *和 S *都满足递增性条件. 

设 * *
1 1 2 2, ,a a a a≤ ≥ 则 * *

1 2 1 2( , ) ( , ),a a a a≤ 故 * *
1 2 1 2 1 2 1 2(( , ),( , )) (( , ),( , )).T a a b b T a a b b≤ 从而,由公式(7)得: 

* * * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )).T a b S a b T a b S a b≤  

由柏拉图序的结构可知: * * * * * *
1 1 1 1 2 2 2 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ).T a b T a b S a b S a b≤ ≥ 所以,T *和 S *关于第 1 分量递增. 

同理可证 T *和 S *关于第 2 分量递增.因此,T *和 S *分别为 L 上的 t 模和 t 余模. □ 
定理 4. 设 I 是 L×L 上的广义双极蕴涵,L×L 上的偏序是柏拉图序,并且满足以下条件,则存在 L 上的广义蕴

涵 I *、L 上的广义余蕴涵 J *,使得 I =I *×J *: 
(i) ∀(a,b),(c,d ),(e,f )∈L×L,I((a,b),(c,d )∧(e,f ))=I((a,b),(c,d ))∧I((a,b),(e,f )); 
(ii) ∀(a,b),(c,d ),(e,f )∈L×L,I((a,b)∨(c,d ),(e,f ))=I((a,b),(e,f ))∧I((c,d ),(e,f )); 
(iii) I((0,0),(0,0))=(1,0),I((1,1),(1,1))=(1,0); 
(iv) I((1,0),(a,b))=(a,b), 
证明:由条件(i)、条件(ii)和柏拉图序的结构可知: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

(( , ),( , )) (( , ),( ,0) (1, ))
                           (( , ),( ,0)) (( , ),(1, ))
                           (( ,1) (0, ),( ,0)) (( ,1) (0, ),(1, ))
                   

I a a b b I a a b b
I a a b I a a b
I a a b I a a b

= ∧
= ∧
= ∨ ∧ ∨

1 1 2 1 1 2 2 2        (( ,1),( ,0)) ((0, ),( ,0)) (( ,1),(1, )) ((0, ),(1, ))I a b I a b I a b I a b= ∧ ∧ ∧

 (8) 
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又由 I 的混合单调性(见定义 2)可知:I ((0,a2),(b1,0))≥I ((0,0),(0,0))=(1,0),T ((a1,1),(1,b2))≥I ((1,1),(1,1))= 
(1,0).因为(1,0)是最大元,所以由公式(8)得 I ((a1,a2),(b1,b2))=I ((a1,1),(b1,0))∧I ((0,a2),(1,b2)). 

又因为 I ((a1,1),(b1,0))≥I ((1,0),(b1,0))=(b1,0),I ((0,a2),(1,b2))≥I ((1,0),(1,b2))=(1,b2),故 I ((a1,1),(b1,0))的第 2 
个分量为 0,I ((0,a2),(1,b2))的第 1 个分量为 1. 

用 I *(a1,b1)记 I ((a1,1),(b1,0))的第 1 个分量,用 J *(a2,b2)记 I ((0,a2),(1,b2))的第 2 个分量.于是有: 
 I ((a1,a2),(b1,b2))=(I *(a1,b1),0)∧(1,J *(a2,b2))=(I *(a1,b1),J *(a2,b2)) (9) 
所以,由定义 9 得 I =I *×J *. 

以下只需证 I *是 L 上的广义蕴涵、J *是 L 上的广义余蕴涵即可. 
事实上,因为 I 是 L×L 上的广义蕴涵,所以由(1,0)和(0,1)分别是 L×L 上的最大元和最小元以及公式(9)可知: 

I ((1,0),(0,1))=(I *(1,0),J *(0,1))=(0,1), 
从而,I *(1,0)=0,J *(0,1)=1. 

同理可证: 
• I *(1,1)=1,J *(0,0)=0; 
• I *(0,1)=1,J *(1,0)=0; 
• I *(0,0)=1,J *(1,1)=0. 
从而,I *和 J *分别满足定义 2 中的条件(ii)和条件(iii). 
最后,I *和 J *的混合单调性是可以由 I 的混合单调性证明的,所以,I *是 L 上的蕴涵、J *是 L 上的余蕴涵. □ 
下面我们通过一个例子说明双极信息的实际应用. 
例 6:设有房源 A,B,C,D,E,F.现将价格、面积、离火车站的距离、朝向、已使用年限等信息列表,见表 1. 

Table 1 
表 1 

项目 价格(k) 面积(m2) 距离(km) 朝向 年限(年) 
A 房 650 80 1 全朝阳 4 
B 房 350 50 5 1 阳(共 2 室) 0 
C 房 600 90 4 全朝阳 0 
D 房 500 100 3 1 阳(共 3 室) 2 
E 房 400 70 3.5 全朝阳 1 
F 房 700 150 0.5 全朝阳 5 

下面给出量化各个指标的模糊集: 
• μ sp(x):满意价格 x 的程度; 
• μ ss(x):满意面积 x 的程度; 
• μ sd (x):满意距离 x 的程度; 
• μ sde(x):满意朝向 x 的程度; 
• μ sy(x):满意房子已使用年限 x 的程度. 
表示满意程度的模糊集如下: 

• 

1, 300
700( ) , 300 700;

400
0, 700

sp

x
xx x

x

μ

⎧
⎪ −⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≤

≤ ≤

≥

 

• 

0, 50
50( ) , 80 50;

30
1, 80

ss

x
xx x

x

μ

⎧
⎪ −⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≤

≤ ≤

≥
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• 

0, 5
5( ) , 1 5;

4
1, 1

sd

x
xx x

x

μ

⎧
⎪ −⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≥

≤ ≤

≤

 

• 

0,
0.6,

( ) ;
0.4,
1,

sde xμ

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

无阳朝向

两室一阳

三室一阳

其余

 

• 

0, 5
5( ) , 1 5;

4
1, 1

sy

x
xx x

x

μ

⎧
⎪ −⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≥

≤ ≤

≤

 

• η rp(x):拒绝接受价格 x 的程度; 
• η rs(x):拒绝接受面积 x 的程度; 
• η rd (x):拒绝接受距离 x 的程度; 
• η rde(x):拒绝接受朝向 x 的程度; 
• η ry(x):拒绝接受房子年限 x 的程度. 
表示拒绝接受程度的模糊集如下: 
• η rp(x)=(1−μsp(x)−0.05)∨0; 
• η rs(x)=(1−μss(x)−0.06)∨0; 
• η rd (x)=(1−μsd (x)−0.1)∨0; 
• η rde(x)=(1−μsde(x)−0.1)∨0; 
• η ry(x)=1−μsy. 

5 个决策人对这 6 个房源评价的量化指标如下(见表 2):二元序对(μ ,η )代表双极信息,其中,μ代表正信息,
表示满意的程度;η代表负信息,表示拒绝接受的程度. 

Table 2 
表 2 

项目 A B C D E F 
价格 (0.125,0.82) (0.875,0.075) (0.25,0.7) (0.5,0.45) (0.75,0.2) (0,0.95) 
面积 (1,0) (0,0.94) (1,0) (1,0) (0.67,0.27) (1,0) 
距离 (1,0) (0,0.9) (0.25,0.65) (0.5,0.4) (0.375,0.525) (1,0) 
朝向 (1,0) (0.6,0.3) (1,0) (0.4,0.5) (1,0) (1,0) 
年限 (1,0) (0,1) (1,0) (1,0) (0.67,0.33) (1,0) 

不妨取双极 t 模 T ((x1,x2),(y1,y2))=(x1∧y1,x2∨y2),此双极 t 模显然是可分解的.利用这个双极 t 模把 5 个方面

的信息进行聚合,见表 3. 

Table 3 
表 3 

项目 A B C D E F 
由双极 t 模聚合 (0.125,0.82) (0,1) (0.25,0.7) (0.4,0.5) (0.375,0.525) (0,0.95) 

按照柏拉图序比较可得:D 房源是最可取的,接下来依次是 E,C,A,F,B.B 房源是最不可取的,这与我们的直观

判断是吻合的. 
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4   结束语 

本文对信息整合中常用聚合算子的基本性质做了研究,并通过反例对其中若干算子的性态做了细致的分

析.一个比较有难度的问题是双极信息的分解问题.本文给出了双极 t 模和双极蕴涵可以分解的条件,为双极信

息的进一步研究提供了参考依据. 

致谢  评审人对本文原稿提出了中肯的修改建议,作者向他们表示衷心的感谢. 
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