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摘  要: 研究了带有多折扣选项的滑雪租赁问题(ski-rental problem with multiple discount options,简称多折扣租赁

问题)的离线和在线算法.多折扣租赁问题是经典的滑雪租赁问题的一个自然扩展,在现实生活中有着非常广泛的

应用.在多折扣租赁问题中,除了租借一次装备和购买滑雪装备的选项以外,还存在多次租借装备的选项,这种多次

租借可以得到折扣.一次租借次数越多,折扣就越大.规则价格子问题则是多折扣租赁问题中要求各选项的价格成倍

数关系的一类子问题.证明了多折扣租赁问题的离线问题是 NP 难的,但对于规则价格子问题的离线问题,给出了一

种线性时间算法.基于对离线问题的算法分析,给出了规则价格子问题的一个 2 倍竞争比的在线策略,同时证明了该

问题的最优竞争比是 2.基于规则价格子问题的在线策略,又给出了多折扣租赁问题的一个新的 4 倍竞争比的在线

策略,该竞争比同样达到了最优.最后,通过对现实生活中的数据和随机数据进行实验,说明所给出的在线算法具有

实际应用价值. 
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Abstract:  This paper studies the online and offline algorithms for the ski-rental problem with multiple discount options (multiple- 
discount ski-rental problem), which is a natural extension of the famous ski-rental problem and has many applications in the real world. In 
this problem, besides the rental and buy options, there are some other options to rent equipments for a duration with some discount. The 
longer the duration, the more the discount. A special case of the ski-rental problem with multiple discount options, where for any two 
options the cost of one is an integral multiple of that of the other one, is called the regular cost subproblem. This study proves the 
NP-hardness of the off-line version of the ski-rental problem with multiple discount options, and gives a linear algorithm for the regular 
cost subproblem. Based on the analysis of the off-line problems, it proposes a 2-competitive online algorithm for the regular cost 
subproblem and proves the optimality of the competitive ratio. Based on the online algorithm of the regular cost subproblem, It presents a 
4-competitive online algorithm for the ski-rental problem with multiple discount options that is also optimal. Some experimental results 
are also given to show the effectiveness of the algorithms when running on some real data and random data. 
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滑雪租赁问题(ski-rental problem)是所有在线决策问题中最重要的问题之一[1,2],该问题以及它的各种衍生

问题被广泛地研究并且被运用到了计算机科学和经济等各种领域中.在滑雪租赁问题中,为了能够去滑雪,必须

要选择租借还是购买滑雪的装备.如果租借装备,则每次租借装备的价格相同;如果购买了装备,则可以无限次

免费使用.由于并不能提前知道将要去滑雪多少次,所以很难决定是以低廉的价格不断租借滑雪装备还是以高

昂的价格购入滑雪装备.我们希望在线决策中找出一种最好的租赁策略,使得在最坏的情况下花销和实际滑雪

次数的比值达到最小. 
滑雪租赁问题虽然模型简单 ,但却是很多在线问题的子问题 .多阶段租赁问题 (multi-slope ski-rental 

problem)[3,4]是在原滑雪租赁问题上添加一些基于租借和购买的中间选项而产生的问题.该问题因为在优化能

耗等方面有着广泛应用而受到众多学者的关注[3,5,6].Lotker 等人[7]研究了一种更普遍的租借和购买方案的滑雪

租赁问题,El-Yaniv 等人[5]为装备更换问题建立了一个扩展的在线滑雪租赁问题,而 Azar 等人[8]则针对一些投

资问题建立了基于滑雪租赁问题的计算模型.各种基于滑雪租赁问题的在线问题在国内也被研究得很火热.比
如,董玉成等人[9]讨论了可退货的在线租赁问题,张韬[10]研究了无线网络中的在线信道分配问题,王扬等人[11]讨

论多阶段的占线租赁问题. 
滑雪租赁问题也常被用来检验在线决策问题的新计算模型或者新评估方法.例如:Al-Binali[12]基于其风险-

回报模型来研究滑雪租赁问题;Albers 等人[13]提出了延迟信息决策模型,并以此分析滑雪租赁问题;Fujiwara 等

人[14]以及 Xu 等人[15]分别分析了各种概率模型下滑雪租赁问题的期望竞争比. 
本文将研究的带有多折扣选项的滑雪租赁问题(ski-rental problem with multiple discount options,简称多折

扣租赁问题)与多阶段租赁问题类似,问题中除了租和买这两个选项,还存在多个中间选项.多阶段租赁问题的

中间选项可以理解为买下部分装备而租借剩下的部分;而多折扣租赁问题的中间选项的功能相当于同时租借

多次,则可以在价格上享受折扣.这两个问题都是滑雪租赁问题的自然扩展.多折扣租赁问题的应用广泛,除了

滑雪租赁问题本身以外,在优化能耗方面上也有着巨大的应用[16].比如,假设有一个多种工作模式(对应问题中

的选项)的处理器,每种工作模式在付出一定的能耗(对应问题中的花费)后可以工作一段时间(对应问题中的租

赁时间).对于这个问题,要在处理器完成任务的前提下(工作一段长度未知的时间)使得能量消耗最少.在生活中

还有其他很多与此相关的问题,比如各种手机话费优惠活动、网上收费电影点播等等.因此,对多折扣租赁问题

的研究有着重要的意义. 
尽管对多阶段租赁问题的研究目前已经比较成熟,但是对多折扣租赁问题的研究结果相对较少.Zhang 等

人[17]证明了该问题的竞价比下界为 4,并且用经典的 doubling技术设计了一个 4倍竞争比的在线策略.这个结果

也暗示了汽车停放问题[18]在汽车停放请求连续的特殊情况下可以达到 4 倍竞争比,而原汽车停放问题则被证

明了不存在 O(n)倍竞争比的策略.另外,张桂清等人[19]给出了当多折扣租赁问题在只有 1 个中间选项时的最佳

在线策略.本文则进一步研究多折扣租赁问题及其子问题——规则价格子问题的最优在线策略.在规则价格子

问题中,所有选项(包括租借、购买以及其他的折扣租赁等)中,任意两项的价格成倍数关系.本文对规则价格子问

题设计了一个 2 倍竞争比的策略,并且证明了这是最优的在线策略.再基于该 2 倍竞争比的策略,给出原多折扣

租赁问题的一个新的 4 倍竞争比策略. 
本文第 1 节给出问题的精确定义和符号约定.第 2 节讨论多折扣租赁问题及其子问题的离线问题.第 3 节

考虑这些问题的在线策略:给出规则价格子问题的一个 2 倍竞争比策略,并证明该问题的竞争比下界为 2,同时

给出多折扣租赁问题的一个新的 4 倍竞争比策略.第 4 节针对一些真实数据和随机数据进行实验来说明本文中

算法的实用性.最后,第 5 节对本文进行总结. 

1   问题定义和符号 

在多折扣租赁问题中,有若干种租借或购买的选项.假设总共有 n 种不同选项,用数字 i 表示第 i 个选项

(i=1,2,…,n).选择选项 i,则需支付价格 Ci,接下来可以获得滑雪装备 Di 次的使用权.每次滑雪前,我们必须拥有一

套滑雪装备.问题的目标是:以最少的价格来滑 x 次雪.但对于在线问题来说,我们并不能预先知道 x 是多少,在每
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滑一次雪以后,有可能再滑下一次,也有可能因为受伤等其他原因而再也不继续滑雪,但是前面所花费的却不能

退回.因此,我们必须在线地选择滑雪装备的租借购买计划.不失一般性地,我们默认 D1<D2<…<Dn(n≥2),其中, 
Dn=∞,表示购买滑雪装备.在此条件下,我们可以进一步默认 C1<C2<…<Cn,否则,那些不满足的选项永远不会用 

到,而可以直接被删除.我们用 1 1({ } ,{ } )n n
i iI C D= 来表示一个多折扣租赁问题的在线实例.在多折扣租赁问题中, 

可能出现一种特例——不存在最后一个购买选项 n.这种情况也可以简单归纳到以上多折扣租赁问题的定义

中,只需要令 Cn 为一个很大的数,从而保证最优解不会选到该选项. 
设 t 是一个非负整数,定义 Copt(t)为滑 t 次雪需要的最少花费(即离线问题在 t 次滑雪时的最优解).对于任意 

一个在线策略 A,用 CA(t)表示在策略 A 下,滑 t 次雪时的所有花销.定义
( )( )
( )

A
A

opt

C tt
C t

λ = 为在线策略 A 在 t 时刻时 

的竞争比,λA=maxtλA(t)称为在线策略 A 的全局竞争比(或直接简称为竞争比),而对于任意α≥λA,在线策略 A 可

以称为α倍竞争比的在线策略.一个策略 A′被称为最优在线策略,则对于任意的策略 A 都有λA′(t)≤λA(t).本文将

对多折扣租赁问题及其子问题设计最优的在线策略. 

定义选项 i 的性价比为 i
i

i

DR
C

= . 

定义 1(合理价格性). 在多折扣租赁问题中,如果 Ri<Ri+1 对所有 i=1,2,…,n−1 成立,则称该问题具有合理价

格性. 
该性质可以理解为:一次性租借越多,意味着折扣就越大.原多折扣租赁问题并不需要假设问题具有合理价

格性. 

定义 2(规则价格性). 在多折扣租赁问题中,如果对 i=1,2,…,n−1, 1i
i

i

CK
C

+= 是一个正整数,则称该问题具有 

规则价格性. 
该性质要求后一个选项的价格是前一个选项价格的整数倍.这个要求看似约束比较强,但是在现实生活中

却也经常出现,比如,某电话公司的优惠活动经常包括:50 元、100 元、200 元等方案.在多折扣租赁问题中,如果

假设问题具有规则价格性(不需假设合理价格性),则称该问题为规则价格子问题.本文将通过对规则价格子问

题的讨论来研究多折扣租赁问题. 

2   离线问题 

离线问题能够帮助我们更好地理解在线问题的组合性质.本节将讨论离线问题的一些性质及其计算复杂

度.在离线问题中,滑雪次数 x 是一个事先知道的常数.这个离线问题也可以翻译成这样一个区间覆盖问题:有一

个长度为 x 的区间,需要用一些长度为 Di、价格为 Ci 的小区间段(i=1,2,…,n)去覆盖,使得所有小区间段长度和

大于等于 x,且所有使用的小区间的价格和最小,其中,每种小区间段均可使用无限多次.我们用(I,x)来表示问题

的一个离线实例.而离散问题(I,x)的一个解为一个多重集合 S,S 中的多重元素对应被选的选项. 
引理 3. 多折扣租赁问题的离线问题是 NP 难的,即使问题中每个选项只能被选择 1 次. 
证明:这里,将一个已知的 NPC 问题——完全子集和问题(unbounded subset-sum problem)[20]在多项式时间

下归约到离线多折扣租赁问题上来证明这个引理.完全子集和问题是完全背包问题在物品的价格和重量相等

时的一个特例,属于最早被证明是 NP 完全的问题之一[20].在完全子集和问题中,给定一个正整数的集合 A={a1, 

a2,…,an}和一个正整数 B,问是否存在一组非负整数 xi(i=1,2,…,n),使得 1 .n
i ii x a B

=
=∑ 对于一个完全子集和问题 

的实例,构造如下一个多重折扣滑雪租赁问题的离线实例:滑雪的时间 x 等于完全子集和问题中的正整数 B,问
题中有 n 个租借选项分别对应集合 A 中一个整数:第 i 个选项的价格 Ci 和使用次数 Di 均等于 ai,另外构造最后

一个购买选项,使得其价格 Cn+1 非常高(这样这个选项永远不会被选到).容易看出:当完全子集合问题的回答为

“是”时,当且仅当离散多折扣租赁问题的最优解的价格是 x.这样就证明了多折扣租赁问题在离线的情况下都是

难解的,在 P≠NP 的前提下,不存在多项式时间算法. □ 
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我们可以用与背包问题相似的伪多项式时间的动态规划算法去解决该离线问题.基于这种伪多项式时间

算法,可以得到任意逼近最优解的多项式算法,即 PTAS. 
尽管多折扣租赁问题的离线问题是 NP 难的,但是规则价格子问题的离线问题却存在线性时间算法.首先

证明规则价格子问题存在如下一个性质: 
引理 4. 任给一个规则价格子问题(在线或离线)的实例 I,可以在线性时间内删除 I 中若干选项,得到另一个

规则价格子问题 I ′,使得 I ′的最优解也是 I 的最优解,同时,I ′具备合理价格性. 
证明:假设 I 不具有合理价格性,我们证明至少可以删除其中 1 个选项而不会影响到最优解.假设∃i<j,使得 

Ri>Rj.如果最优解中使用了选项 j 来覆盖一个长度为 Dj 的区间,那么可以购买
j

i

D
D

次选项 i 来覆盖这个长度为 

Dj 的区间,并且价格会更优.这样得出矛盾:原解不是最优解.这就说明了最优解不会用到选项 j,于是可以删除掉

选项 j.我们可以在一次搜索内将所有可以删除的选项找出来,因此可以在线性时间内将原实例转化成一个具备

合理价格性的实例. □ 
为方便起见,下文中将默认规则价格子问题都具备合理价格性.在具备合理价格性的规则价格子问题的离

线问题中,我们可以通过一种线性时间的贪心算法来求得最优解.在介绍这种算法以前,我们给出该问题的更多

性质. 
引理 5. 在具备合理价格性的规则价格子问题的离线问题中,每一个最优解中选择选项 i 的重数小于 

1i
i

i

C K
C

+ = 次. 

证明:假设某个最优解中选项 i 至少被选择了 Ki 次,则通过选择 Ki 次选项 i,可以滑雪 1i
i

i

C D
C

+ 次.由于该问题

具备合理价格性,因此 1
1.i

i i
i

C D D
C

+
+< 那么,我们可以在这个解中用一个选项 i+1 替换 Ki 个选项 i 来得到一个更优 

的解.这样,与最优解的最优性相矛盾,说明原假设不成立. □ 
引理 6. 在具备合理价格性的规则价格子问题的离线问题中,有如下两个性质: 

(1) 如果 x≥Dn,则最优解至少选择了
n

x
D

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

次选项 n; 

(2) 如果 Di+1≥x>Di(i=1,2,…,n−1),则最优解要么选择了选项 i+1,要么选择了至少
i

x
D

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

次选项 i. 

证明:为了方便阐述,假设这里有第 n+1 个选项,其中,Dn+1 和 Cn+1 均为无穷大.这样,可以将引理中的性质(1)
合并到性质(2)中来一起证明. 

我们先证明任意一个最优解必定选择了选项 i+1 或者选项 i.由引理 5,最优解购买选项 j(j=1,2,…,n−1)小于

Kj 次.假设一个最优解没有选择选项 i 或 i+1(同样也不会选择选项 k>i+1,因为 x≤Di+1,这样,选项 i+1 优于选项 

k>i+1),则这个解最多只能覆盖长度
1
1
( 1)i

j j ij
K D D−

=
− <∑ (由合理价格性可证).而 x>Di,产生矛盾,说明原假设不 

成立. 

接着我们证明:如果购买了选项 i,那么就至少会购买
i

x
D

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

次.首先,因为已经购买了选项 i,说明最优解不可 

能购买选项 i+1 了,因为这样不如直接购买选项 i+1 更优.而由刚才的证明,最优解必须要购买选项 i 或者选项 

i+1,所以最优解必须重复购买选项 i,直到 x<Di 为止.由此可以计算出最少购买了
i

x
D

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

次选项 i. □ 

为了给规则价格子问题的离线问题设计一个递归算法,我们还需要如下一个引理: 
引理 7. 若多折扣租赁问题的离线问题(I,x)的一个最优解 S 选择了选项 i,则(I,x−Di)的任意一个最优解 S0

再加上选项 i 组成(I,x)的一个最优解. 
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证明:令 S′为 S 中去掉一个选项 i 后的集合,显然,S′中所有选项可以覆盖长度至少为 x−Di 的区间,则 S′也是

(I,x−Di)的一个解.而由 S0的最优性可知,S0中所有选项价格和不会比 S′中所有选项价格和大.这样,S0再加上选项

i 则可构成(I,x)的一个最优解. 
令 Copt(x)为具备合理价格性的规则价格子问题的离线问题中滑 x 次雪的最优价格,并且令 Dn+1=∞,Cn+1=∞,

则根据以上引理 6 和引理 7,可以得到如下公式: 

1 1

0, 0

( ) .
min , ,opt

i opt i i i i
i i

x

C x x xC C x D C D x D
D D+ +

=⎧
⎪

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ − + >⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠⎩
≥

 

利用该公式递归求解,就可以在线性运行时间内计算出离线问题的最优花销.因为该公式最多递归 n 次,而
每次的计算可以视为常数时间. □ 

由以上引理 4~引理 7,可以得到离线规则价格子问题的一种线性时间算法.为了方便叙述,在以下算法中,我
们假设输入的例子具有合理价格性.若原始输入不具备合理价格性,则可根据引理 4 来进行一个线性时间的预

处理.算法具体描述如下: 
离线算法. A0(x,I,j). 

输入:滑雪次数 x, 1 1({ } ,{ } )n n
i iI C D= 和一个整数 j,其中,I 具备合理价格性,并且 j 的初始值为 n. 

输出:滑 x 次雪的最优花费. 
1.  If x=0, then return 0. 
2.  Elseif x<Dj, then return A0(x,I,j−1). 

3.  Else {Dj<x≤Dj+1}, return 1 0min , , , 1j j j
j j

x xC A x D I j C
D D+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ ⎟⎜ ⎟− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

,其中,Cn+1=∞,Dn+1=∞. 

算法的正确性由引理 6 和引理 7 可以得到.不难看出:在步骤 2 和步骤 3 中,都递归调用算法本身,在每次调

用中,参数 j 均减小 1,因此,该算法最多执行 n 步.这样,算法总体运行时间为线性时间. 
定理 8. 规则价格子问题的离线问题可以在线性时间内求得最优解. 

3   在线策略 

3.1   若干基本性质 

本节将针对文中的在线问题进行在线策略设计,而在线策略将均以第 1 节中定义的全局竞争比为优化目

标.根据定义,全局竞争比是在 t 的定义域上取得的最大值.而 t 的取值范围是所有的非负整数,是一个无限集.为
了求得全局竞争比,我们往往需要一些辅助性质将全局竞争比的取值范围缩小到若干可能的值.对于多折扣租

赁问题,有如下引理: 
引理 9. 设 A 为任意一个多折扣租赁问题的在线策略,令 si 为策略 A 中第 i 次购买选项的时刻(i≥1),则策略

A 的竞争比λ A=maxi λ A(si). 
证明:假设策略 A 的全局竞争比在 t ′时间达到,而 t ′并不是策略 A 中购买选项的时间,那么在比 t ′小的整数

中选择一个最大的整数 t *,使得 t *是策略 A 中购买选项的时间. 
根据 t*的最大性,我们知道 CA(t *)=CA(t ′).同时,由于 t *<t ′,可以得到 Copt (t *)≤Copt (t ′).这样就有: 

*
*

*
( ) ( )( ) ( ).
( ) ( )

A A
A A

opt opt

C t C tt t
C t C t

λ λ
′

′= =
′

≥  

这就说明,策略 A 全局竞争比的值只会在购买选项的时刻点的竞争比的值中达到. □ 
以上引理说明:在考虑多折扣租赁问题及其子问题的在线策略的竞争比时,可以只考虑策略中购买选项的

时间点,而不是所有可能的时间点. 
另外,在所有的在线策略中,假设每次购买选项的时刻都是必要时间点,即在当时不能不购买任何选项而继
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续滑雪下去.不难发现:当这个性质不满足的时候,我们可以延后购买一些选项(而保持购买选项的次序)来得到

不比当前策略差的在线策略. 

3.2   规则价格子问题的在线策略 

本节主要考虑规则价格子问题的在线策略.每一个在线策略给出一个时间序列以及序列上每个时间点应

该购买的选项. 
对于规则价格子问题,我们给出如下的一个简单的在线策略,当然,其竞争比的证明却不是那么直观. 
在线策略 A1. 对于一个规则价格子问题,在线策略 A1 是:对选项 i 从 1 到 n−1 依次购买 Ki−1 次,然后购买选

项 n,每次购买时间点都是必要时间点. 
为了证明这个在线策略可以达到竞争比 2,我们证明如下引理: 
引理 10. 在线策略 A1 中,设

jit 为第 j(j≥1)次购买选项 i 的时刻,则 ( ) .
jopt i iC t jC=  

证明:首先证明当 j=1 时该引理成立. 
我们用归纳法来证明(对 i 进行归纳).第 1 次购买选项 1 的时刻

11
t =1,显然有

11 1( ) .optC t C= 假设对所有 i′<i, 

1
( )opt i iC t C′ ′= 都成立,其中,i>1.我们证明

1
( )opt i iC t C= 也成立.根据规则价格性有: 
1

1
1
( 1) 1.

i

j j i i
j

K C C C C
−

=

− = − −∑ ≤  

同时,由合理价格性不难得到: 

1

1

1
1 ( 1) .

i

i j j i
j

t K D D
−

=

= + − <∑  

又由离线最优解计算公式可以得到: 

1 1
1 1 1 1

1 1

( ) min , ,i i
opt i i opt i i i

i i

t t
C t C C t D C

D D− −
− −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

 

由合理价格性可知: 
2

1
1
( 1) 1,

i

j j i
j

K D D
−

−
=

− < −∑  

因此可以得到: 

1
1

1

1.i
i

i

t
K

D −
−

⎢ ⎥
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

又根据定义可知: 

1
1 11 ( 1)

1

,i
i i i

i

t
t D t

D − −
−

⎢ ⎥
− =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

所以有: 

1 1( 1) 1 1( ) min( , ( ) ( 1) ).opt i i opt i i iC t C C t K C− − −= + −  

而由归纳假设可知
1( 1) 1( )opt i iC t C− −= ,所以可以得到: 

1( 1) 1 1min( , ( ) ( 1) ) min( , ) .i opt i i i i i iC C t K C C C C− − −+ − = =  

由此得证. 
下面证明:对于 j>1 时,该引理仍然成立. 
引理 6 的一个较弱的结果是:如果 x≥Dn,则最优解选择了选项 n;如果 Di+1≥x>Di(i=1,2,…,n−1),则最优解要

么选择了选项 i+1,要么选择了选项 i.根据这个结果,可以得到如下的递归公式: 

1( ) min( , ( ) ),
j jopt i i opt i i iC t C C t D C+= − +  

其中,Cn+1=∞.注意到,当 j>1 时,
1
.

j ji i it D t
−

− =  
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我们已经证明了
1

( ) ,opt i iC t C= 由以上递归式子,不难得到 1( ) min( , ) .
jopt i i i iC t C jC jC+= =  □ 

定理 11. 在线策略 A1 的竞争比为 12 .
n

C
C

−  

证明:由引理 9 可知:分析策略 A1 的竞争比,只需要考虑策略中每次购买选项的时刻
jit (

jit 表示在策略 A1 中 

第 j 次购买选项 i 的时刻). 
由策略 A1 的定义可知:在时刻

jit 购买了选项 i′共 Ki′−1 次(i′=1,2,…,i−1),且购买了选项 i 共 j 次.这样, 

1

1
1 11

( ) ( 1) ( 1) .
j

i
A i i i i ii

C t K C jC j C C=
′ ′−′=

= − + = + −∑  

又由引理 10 可知, ( ) ,
jopt i iC t jC= 则策略 A1 在时刻

jit 的竞争比为 1 1( 1) 2 .i

i i

j C C C
jC C

+ −
−≤ 由此可得该定理 

成立. □ 

3.3   规则价格子问题的竞争比下界 

下面证明在线策略 A1 是规则价格子问题的最优在线策略,即任何在线策略的竞争比都不小于 12 .
n

C
C

−  

首先考虑如下引理: 
引理 12. 在规则价格子问题中,对任意的非负整数时间点 t 都有 Copt(t+1)=Copt(t)或者 Copt(t+1)=Copt(t)+C1. 
证明:假设 Copt(t+1)≠Copt(t),则由规则价格性可知 Copt(t+1)=Copt(t)+aC1,其中,a 为自然数. 
考虑到可以在 Copt(t)基础上再花销 C1 来滑第 t+1 次雪,因此 a 必须取值为 1. □ 
基于引理 12 我们可以证明如下的定理 13: 

定理 13. 对规则价格子问题的任意在线策略 A,其竞争比不小于 12 .
n

C
C

−  

证明:若策略 A 不购买选项 n,则当 t 趋向无穷大时的竞争比也将趋向无穷大.现在假设策略 A 在 t*时刻购买 

了选项 n.若 t*=1,则
1

(1)(1) 2,
(1)

A n
A

opt

C C
C C

λ = = ≥ 否则 t*>1.设 Copt(t*)=x,由引理 12 可知,Copt(t*−1)≥x−C1.这样就有: 

CA(t*)=CA(t*−1)+Cn≥Copt(t*−1)+Cn≥x+Cn−C1. 
策略 A 在 t*时刻的竞争比为 

*
1

*
( ) ,
( )

A n

opt

C t x C C
C t x

+ −
≥  

其中,x 始终不超过 Cn.而 1nx C C
x

+ −
在 x=Cn 时达到最小值 12 ,

n

C
C

− 所以策略 A 的竞争比不小于 12 .
n

C
C

−  □ 

该定理说明,本文第 3.2 节给出的策略 A1 是最优在线策略. 

3.4   多折扣租赁问题的在线策略 

在规则价格子问题中,我们得到一个竞争比为 2 的在线策略.本节将基于这个 2 倍竞争比策略,为多折扣租

赁问题设计一个竞争比为 4 的在线策略. 
我们采用的是一种放缩的方法.对任意一个多折扣租赁问题实例 I,在保持各选项 Di 不变的情况下,适当扩

大 Ci 来构造一个规则价格子问题实例 I,然后证明 I′的一个 2 倍竞争比的在线策略对应于 I 的一个 4 倍竞争比

的在线策略. 

对于多折扣租赁问题实例 1 1({ } ,{ } )n n
i iI C D= ,构造 1 1({ } ,{ } )n n

i iI C D′ ′ ′= 如下: i iD D′ = ;而 iC′ 由如下公式递归给出: 

1

, 1
,

, 2
i

i
i i

C i
C

K C i−

=⎧
′ = ⎨ ′ ′⎩ ≥

 

其中, iK ′ 是最小的正整数,使得 1 .i i iK C C−′ ′ ≥ 注意到 iK ′ 可以为 1,所以通过这样的放缩,可能会有一些选项的价格

变为相同(即 1i iC C +′ ′= 对于某些 i 成立).在这些价格相同的选项中, iD′ 相对较小的就不会被最优在线策略选用而 
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可以被删除掉.通过这样一个删除以后,得到的实例 I ′则是一个符合合理价格性的规则价格子问题实例.用 A2 表 
示 I 的一个策略:该策略是依照策略 A1 在 I ′问题中依次选择对应选项而得到的策略.因为 ,i iD D′ = 所以 A2 也是 I 

的一个可行策略(即保证在每次滑雪时都租借或购买了装备).下面证明 A2 是一个竞争比为 4 的策略. 
用 ( )optC t′ 和

1
( )AC t′ 分别表示 I ′问题滑 t 次雪的离线最优花销和策略 A1的在线花销,用 Copt(t)和 2

( )AC t 分别表

示 I 问题对应的离线最优花销和策略 A2 的在线花销.因为 ,i iD D′ = I ′的离线最优策略同样是 I 的一个可行策略.
因为在 iC′ 的定义中 iK ′ 是取的最小整数,因此有 iC′ <2Ci,则 

Copt(t)>0.5 ( ).optC t′  

另一方面,由于 iC′ ≥Ci,则 

2 1
( ) ( ).A AC t C t′≤  

又因为 A1 是一个 2 倍竞争比策略,则 

1
( )

2.
( )

A

opt

C t
C t

′

′
≤  

综上可得: 

2 1
( ) ( )

4.
( ) 0.5 ( )

A A

opt opt

C t C t
C t C t

′

′
≤ ≤  

Zhang 等人[17]证明了多折扣租赁问题的竞争比下界为 4,这也说明了这里给出的 4 倍竞争比策略也是最优

的在线策略. 

4   实验结果 

本节将用本文的在线策略对生活中一些具体的例子和随机例子进行实验分析,同时还将本文策略和文献

[17]中给出的 doubling 策略进行了对比.本文收集了如下 3 个生活中的例子: 
例 1:联通公司某种电话卡发短信 0.1 元每条,存在两种包月优惠套餐:10 元套餐可以发 130 条,而 20 元套餐

可以发 300 条. 
例 2:成都某小区上网包月为 60 元每月,如果一次性包半年则享受优惠价格 350 元同时赠送一个月,如果一

次性包一年则享受优惠价格 700 元同时赠送 3 个月. 
例 3:某款大巴车售价为 120 万元,租一天的价格为 0.2 万元,租 5 天的价格为 0.9 万元,租一个月(按 30 天算)

的价格为 4.8 万元. 
在前两个例子中没有购买选项,因此假设这两个例子中的购买选项价格非常高而永远不会购买.以上 3 个

例子的实验结果由表 1 给出(表中 x 为租借的时间,在例 1 中为所发短信的条数,在例 2 中为上网包月的月份数,
在例 3 中为租借大巴的天数): 

Table 1  Experimental results on real data 
表 1  真实数据的实验结果 

实例 本文策略 竞争比 doubling 策略 竞争比 
x<99 时不购买任何套餐 x<100 时不够买任何套餐 

99≤x<229 时选择 10 元套餐 100≤x<230 时选择 10 元套餐 例 1 
229≤x 时选择 20 元套餐 

1.995 
230≤x 时选择 20 元套餐 

2 

x<5 时选择单月购买 x<6 时选择单月购买 
5≤x<12 时选择一次性购买半年 6≤x<13 时选择一次性购买半年 例 2 

12≤x 时选择一次性购买 1 年 
1.971 

13≤x 时选择一次性购买 1 年 
2.029 

x<4 时选择租借 1 天 x<5 时选择租借 1 天 
4≤x<24 时选择租借 5 天 5≤x<30 时选择租借 5 天 

24≤x<714 时选择租借 30 天 30≤x<750 时选择租借 30 天 
例 3 

714≤x 时选择永久购买 

2.044 

750≤x 时选择永久购买 

2.060 

表 1 中的数据说明:在以上 3 个实际数据中,本文的在线策略可以得到更好的竞争比.可以看出,这 3 组数据
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都比较接近规则价格性.事实上,生活中很多实际数据都接近这个性质:如果一次性租借的次数翻 1 倍(或几倍)
则给予一定优惠,这个优惠往往不会很大,所以价格也是接近翻了 1 倍(或几倍),这样就有近似规则价格性.表 2
中给出了本文策略在一些随机数据下的运行结果以及与 doubling 策略的比较情况,其中特别考虑了数据在接

近规则价格性下的各种情况.文中用规则价格偏移量来衡量数据接近规则价格性的程度. 

定义规则价格偏移量为ρ=⎡Ki⎤−Ki(其中, 1i
i

i

CK
C

+= ),显而易见:当规则价格偏移量ρ=0 时,这个例子具备规则 

价格性. 
在以下实验中,本文总共有 8 组测试用例,每组在规定价格偏移量下随机生成 3 000 组数据,其中,租赁选项

个数为 3,4 和 5(不包括购买选项)的情况下各 1 000 组.实验的结果由下表 2 给出,表中的优胜比指的是:在本组

测试数据中,本文策略的竞争比不比 doubling 策略竞争比大的百分比. 

Table 2  Experimental results on random data 
表 2  随机数据的实验结果 

优胜比(%) 
测试用例 规则价格偏移量 

3 个租赁选项 4 个租赁选项 5 个租赁选项 
1 0.01 100 100 100 
2 0.02 100 100 95.8 
3 0.05 100 98.8 88.8 
4 0.10 98.6 90.5 84.9 
5 0.15 98.8 93.2 82.0 
6 0.20 97.7 90.0 79.2 
7 0.50 98.6 90.2 76.5 
8 1(完全随机) 97.6 89.1 75.6 

从表 2 中可以看出:在绝大多数情况下,本文的在线策略比 doubling 策略具有更小的竞争比;特别是当价格

偏移量小且租赁选项个数小时,本文策略可以达到 100%的优越性.而规则价格偏移量小和租赁选项个数小这两

个性质符合自然规律,生活中绝大多数数据都满足这样的性质. 

5   总  结 

本文通过对多折扣租赁问题的深入分析,给出了该问题及其规则价格子问题的一些性质;基于这些性质,对
这些问题设计了高效的离线和在线算法.具体包括:对离线的规则价格子问题设计了一种线性时间的算法,对在

线的规则价格子问题设计了一个竞争比为 2的在线策略,同时证明了该问题竞争比的下界为 2,还对多折扣租赁

问题设计了一个竞争比为 4 的在线策略. 
虽然文献[17]也给出了多折扣租赁问题的基于 doubling 技术的一个 4 倍竞争比在线策略,但是实验数据说

明,本文的策略在绝大多数的情况下可以得到更好的竞争比. 
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