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摘  要: 在大规模状态空间或者连续状态空间中,将函数近似与强化学习相结合是当前机器学习领域的一个研究

热点;同时,在学习过程中如何平衡探索和利用的问题更是强化学习领域的一个研究难点.针对大规模状态空间或者

连续状态空间、确定环境问题中的探索和利用的平衡问题,提出了一种基于高斯过程的近似策略迭代算法.该算法

利用高斯过程对带参值函数进行建模,结合生成模型,根据贝叶斯推理,求解值函数的后验分布.在学习过程中,根据

值函数的概率分布,求解动作的信息价值增益,结合值函数的期望值,选择相应的动作.在一定程度上,该算法可以解

决探索和利用的平衡问题,加快算法收敛.将该算法用于经典的 Mountain Car 问题,实验结果表明,该算法收敛速度

较快,收敛精度较好. 
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Abstract:  In machine learning with large or continuous state space, it is a hot topic to combine the function approximation and 
reinforcement learning. The study also faces a very difficult problem of how to balance the exploration and exploitation in reinforcement 
learning. In allusion to the exploration and exploitation dilemma in the large or continuous state space, this paper presents a novel policy 
iteration algorithm based on Gaussian process in deterministic environment. The algorithm uses Gaussian process to model the 
action-value function, and in conjunction with generative model, obtains the posteriori distribution of the parameter vector of the 
action-value function by Bayesian inference. During the learning process, it computes the value of perfect information according to the 
posteriori distribution, and then selects the appropriate action with respect to the expected value of the action-value function. The 
algorithm achieves the balance between exploration and exploitation to certain extent, and therefore accelerates the convergence. The 
experimental results on the Mountain Car problem show that the algorithm has faster convergence rate and better convergence 
performance. 
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强化学习(reinforcement learning,简称 RL)是在未知的、动态的环境中在线求解最优策略,以获取最大化期

望回报的一类算法.根据算法的执行流程,强化学习算法可以被分为两大类:策略迭代算法(policy iteration,简称

PI)和值迭代算法(value iteration,简称 VI)[1].这两类算法最早可以追溯到动态规划(dynamic programming,简称

DP)中的策略迭代算法和值迭代算法.然而,与动态规划算法相比,强化学习算法具有两个重要的特征:(1) 动态

规划一般是在模型已知的情况进行规划学习,而强化学习却不存在这个限制,它可以用来求解模型未知的最优

化问题;(2) 强化学习算法可以在线求解最优策略,也就是说,它可以在 Agent 与环境的交互过程中进行学习,而
传统动态规划算法却不能在线求解策略[2]. 

维数灾问题一直是制约强化学习,甚至机器学习发展和应用的一个重要问题,主要是指解决问题的复杂度

将随着状态空间维数的增长而呈几何级数增长的现象[3].因此,在大规模状态空间或者连续状态空间问题中,传
统的基于查询表的强化学习算法难以收敛.从 20 世纪 90 年代末开始,将函数近似引入强化学习,利用近似函数

表示值函数,极大地提升了强化学习算法解决问题的能力.近 10 年来,基于函数近似的强化学习算法是当前强

化学习领域的一个研究热点.Tadic 将线性函数逼近器和 TD 学习相结合,用于有限维度状态空间问题,并证明了

算法有效性,但实验结果表明,与传统的 TD 学习相比,该算法的执行效率不高[4].Shah 等人将决策树与强化学习

相结合,利用一种基于决策树的函数逼近器对值函数进行估计,以提高值函数的泛化性能[5].Precup 等人提出了

将函数逼近用于离策略的 TD(λ)算法,并证明了算法收敛性,但该算法对于初始行为策略有一定的要求,算法在

执行过程中,可能因为初始行为策略不满足要求而出现无法收敛的情况[6].Lagoudakis 等人利用最小二乘法求

解近似策略迭代问题,但该算法只能用于环境模型已知的情况[7].Engel 等人结合高斯过程,利用贝叶斯推理方

法改进策略评估方法,降低环境随机性对算法的影响,提高算法的鲁棒性[8].Sutton 等人利用线性函数将 TD学习

与函数逼近相结合,提出了 GTD,GTD2 和 TDC 算法,并在实验和理论上均证明了这几种算法的收敛性[9,10]. 
强化学习的一个重要特征就是可以通过 Agent 与环境的交互在线求解最优策略,因此在 Agent 与环境的交

互过程中,如何平衡探索(学习新的策略)和利用(利用已有的策略)问题就显得极为重要.该问题也是当前强化学

习领域的一个研究难点[2].传统的强化学习算法通常利用ε-greedy 策略或者模拟退火方法选择动作,在选择最优

策略的基础上加入一定的探索信息,但是这类方法却无法合理地平衡探索和利用,在一定程度地保证算法收敛

至最优策略的基础上,却极大地降低了算法的收敛速度.Dearden 在 1998 年首次将贝叶斯推理与强化学习相结

合,提出一种贝叶斯 Q 学习算法.该算法利用概率模型对值函数进行建模,利用贝叶斯推理获取值函数的后验,
确定值函数的置信度,以解决探索和利用的平衡问题,但该方法过于依赖参数的初始值,且只能用于小规模状态

空间问题.近年来,贝叶斯强化学习得到了许多研究者的关注[11].Ghavamzadeh 等人利用高斯过程对策略梯度进

行建模 ,利用贝叶斯推理求解策略梯度的后验 ,提高预测的精度 [12].Dimitrakakis 等人将多任务强化学习

(multitask reinforcement learning)与反转强化学习(inverse reinforcement learning)相结合,利用贝叶斯推理求解

参数后验,提出一种贝叶斯多任务反转强化学习算法[13].Xu 等人将核方法与贝叶斯强化学习方法相结合,提出

一种基于核方法的最小二乘贝叶斯强化学习方法,降低了算法对模型的依赖性[14].Wingat 等人对策略参数建模,
结合贝叶斯推理,提出一种结合策略先验的贝叶斯策略搜索方法[15].Ross 等人提出将贝叶斯强化学习用于部分

感知的 MDP 问题中,并在学习过程中利用采样信息建模,结合规划方法加快算法的收敛速度[16]. 
本文主要针对大规模或者连续状态空间、确定环境问题中的平衡和探索问题,提出一种基于高斯过程的带

参近似策略迭代算法,考虑利用高斯过程对带参的值函数进行建模,结合概率生成模型,通过贝叶斯推理,求解

值函数参数的后验分布,提高预测的精确性.在学习过程中,通过求解动作的信息价值增益,结合动作值函数的

期望值选择相应的动作,以解决学习过程中探索和利用的平衡问题.将基于高斯过程的带参近似策略迭代算法

用于 Mountain Car 问题,实验结果表明,该算法与传统的近似策略迭代算法相比,算法的收敛精度和收敛速度都

有较大的提高. 

1   马尔可夫决策过程 

马尔可夫决策过程(Markov decision process,简称 MDP)一般可用于对顺序决策过程问题建模.MDP 问题可
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用一个四元组〈X,U,f,ρ〉表示,其中,X 是状态集合;U 是动作集合;f 是状态转移函数,f:X×U×X→[0,1];ρ是奖赏函数, 
ρ:X×U× →[0,1].为了简化问题,Z 表示状态动作集合,即 Z:X×U.根据 f 和ρ的输出是否为定值,可将 MDP 问题分 

成确定 MDP 问题和随机 MDP 问题.其中,确定 MDP 问题是指状态的转移及相应的奖赏值是定值;随机 MDP 问

题是指状态的转移及相应的奖赏值不是一个定值,而是满足某一个分布.为不失一般性,考虑随机 MDP 的情况,
假设在时刻 k,状态为 xk,选择动作 uk,策略为 h,状态转移至 xk+1,奖赏值为 rk,为了后续表示方便,记 r(xk)=rk 或者

r(zk)=rk,其中,状态转移函数及奖赏值函数如公式(1)、公式(2)所示. 
 P(xk+1=x′|xk,uk)=f (xk,uk,x′) (1) 
 P(rk+1=r|xk,uk)=ρ (xk,uk,r) (2) 
其中,P(xk+1=x′|xk,uk)表示在状态为 xk,选择动作 uk,转移到状态 x′的概率;P(rk+1=r|xk,uk)表示在状态为 xk,选择动作

uk,获取奖赏值 r 的概率. 
根据不同时刻,选择动作的策略是否一致,策略可以分为稳定策略和不稳定策略.在强化学习中,通常选择

稳定策略为研究对象,本文中出现的策略都属于稳定策略.策略是指在给定状态情况下,动作选择的概率分布,
即 h:X×U→[0,1].对于一个给定的策略 h,可以给出在当前策略下状态转移的概率 Ph(x′|x),如公式(3)所示: 

 ( | ) ( | ) ( | , )dh
u U

P x x h u x P x x u u
∈

′ ′= ∫  (3) 

其中,P(x′|x,u)是指在当前状态 x 下选择动作 u 并转移至 x′的概率,这是由环境本身决定的.对于一个给定的策略

h 以及一组状态序列Ω={x0,x1,x2,…,xt},状态序列的转移概率如公式(4)所示: 

 11
( ) ( | )th h

i ii
P p x xΩ +=

= ∏  (4) 

强化学习的目标是在未知环境中求解一个最优策略,以获取最大化的期望回报.公式(5)给出累积折扣回报

R 的定义: 

 { }00( ) ( ) |i
iiR x r x x xγ∞

=
= =∑  (5) 

其中, 1 ( | , ),i ix P x+ ∼ ⋅ ⋅ γ是折扣因子.在随机MDP中,R(x0)的随机性主要来源于环境中状态转移的随机性以及立即

奖赏的相关的噪声,且这两部分都是由 MDP 本身所决定的.通过对公式(5)变形,可得公式(6):  
 R(x)=r(x)+γR(x′) (6) 

在强化学习中,状态值函数V(x)(或者动作值函数Q(x,u))是指当前状态 x(或者状态-动作对(x,u))下回报值的

期望值,用 Eh{⋅}表示在当前策略 h 下取期望操作.因此在强化学习中,通过值函数对当前策略 h 进行评估,其中,
状态值函数 Vh(x)的定义如公式(7)所示: 
 Vh(x)=Eh{R(x)} (7) 

将公式(6)带入公式(7),得到公式(8): 

 ( ) ( ) { ( )}h h
xV x r x E V xγ ′ ′= +  (8) 

其中, ( ) ( | ) d , { ( )} ( | ) ( )d .h h h
x X

r x p r x r r E V x p x x V x x′ ′ ′ ′ ′= =∫ ∫ 同理,给出 Q 值的 Bellman 公式,如公式(9)所示: 

 ( , ) ( , ) { { ( , )}}h h
x uQ x u r x u E E Q x uγ ′ ′ ′ ′= +  (9) 

其中, ( , ) ( | , ) d , { ( , )} ( | ) ( , )d .h h
u U

r x u p r x u r r E Q x u p u x Q x u u′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= =∫ ∫  

在强化学习中,能够获得最大化期望回报的策略称为最优策略,用 h*表示,与之相对应的最优状态值函数以

及最优动作值函数分别为 V *(x)和 Q *(x,u).因此,对于任意策略 h 及任意状态 x 或者状态动作对(x,u),都存在

V *(x)≥V h(x)或者 Q *(x,u)≥Q h(x,u).对于一个强化学习问题,可能存在多个最优策略,但最优状态值函数或者动

作值函数却是唯一的,其更新公式如公式(10)和公式(11)所示: 

 * *( ) ( ) max ( | , ) ( )dh
Xu

V x r x p x x u V x xγ ′ ′ ′= + ∫  (10) 

 * *( , ) ( ) ( | , )max ( , )d
X u

Q x u r x p x x u Q x u xγ
′

′ ′ ′ ′= + ∫  (11) 

为了便于描述问题,给出有界 MDP 的定义(主要是对状态空间、动作空间、奖赏值以及值函数边界的界定). 
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定义 1(有界 MDP 问题). 假设 Z,X 和 U 都是一个有限集合,其中,|Z|,|X|,|U|分别是集合中元素的个数;立即

奖赏值有界;设β =1/(1−γ ),其中,γ 为折扣因子,则对于∀x∈X 及∀(x,u)∈Z,0≤V(x)≤β C 和 0≤Q(x,u)≤β C 成立,其
中, C 是常数. 

在有界 MDP 问题中,当求得最优状态值函数或者动作值函数时,即 V *或者 Q *,可以根据相应的值函数求得

最优策略 h*.对于任意状态 x,最优动作 h*(x)如公式(12)或者公式(13)所示: 

 * *( ) arg max{ ( , ) ( | , ) ( )d }
Xu

h x r x u p x x u V x x′ ′= + ∫  (12) 

 * *( ) arg max ( , )
u

h x Q x u=  (13) 

2   高斯过程 

高斯过程(Gaussian process,简称 GP)是一组随机变量的集合,每一个随机变量都包含一个输入变量 x(x∈X),
其中,任意有限个随机变量都服从联合高斯分布[17].用 F 表示一个高斯过程,对于任意给定的 x∈X,F(x)就是其中

一个随机变量,且与其他随机变量服从联合高斯分布.公式(14)给出一个高斯过程的形式化表示: 
 F~GP(m,k) (14) 
其中,m 是均值函数,k 是协方差函数,F(x)~N(m(x),k(x,x)). 

在利用高斯过程求解问题的过程中,需要构造合适的概率生成模型,通常需要包含以下 3 个要素: 
(1) 构造一个连接可观测随机过程与不可观测随机过程的等式,且等式中通常还包含一个噪声项. 
(2) 指定噪声项服从某一概率分布.等式中的噪声项也可以理解为一个随机过程. 
(3) 指定不可观测随机过程服从某一先验概率分布,这也是进行贝叶斯推理的前提. 
根据以上分析,给出一个线性概率生成模型的形式化表示,如公式(15)所示: 

 Y=HF+N (15) 
其中,H 是线性操作,F 是不可观测的随机过程,Y 是可观测的随机过程,N 是噪声项.F 和 N 都服从某一高斯分布,
且两者之间相互独立. 

在学习过程中,对于一组给定的样本数据 1{( , )} ,t
i i ix y = 其中,xi∈X 是输入变量,yi∈Y 是可观测变量,可以得到 t 

组等式,如公式(16)所示: 
 Yt=HtFt+Nt (16) 
其中,Yt=(Y(x1),…,Y(xt))T,Ht 是一个 t×t 维的矩阵,Ft=(F(x1),…,F(xt))T,Nt=(N(x1),…,N(xt))T. 

3   基于高斯过程的带参近似策略迭代算法 

本文主要考虑在确定环境问题中,利用带参线性函数对值函数进行建模,再利用高斯过程对值函数空间进

行建模,并给定某一先验信息,构造合适的概率生成模型,根据贝叶斯理论,求得高斯过程的后验,即值函数空间

的后验;并在学习的过程中,利用值函数的后验分布,求得动作的信息价值增益,结合值函数的期望选择相应动

作,平衡学习过程中的探索和利用,加快算法的收敛. 

3.1   基于高斯过程的值函数参数估计 

本文主要是利用线性函数对动作值函数进行建模,公式(17)给出动作值函数的形式化表示方法: 

 1( , ) ( , ) ( , )n T
i jiQ x u x u x u Wφ ω Φ

=
= =∑  (17) 

其中,x 是当前的状态,u 是当前的动作,φi 是第 i 个基函数,ωi 是第 i 个参数,Φ={φ1,φ2,…,φn}T 是由 n 个基函数所构

造的特征向量,W={ω1,ω2,…,ωn}是一个 n 维的参数向量. 
假设 1. 假设 W 中任意两个参数之间相互独立,且 W 先验服从标准 n 维高斯分布,即 W~N(0,I),I 是 n×n 的

单位矩阵. 
利用高斯过程对值函数空间进行建模,为了与强化学习中的符号表示一致,高斯过程用 Q表示,即 Q(z)是当
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前状态动作对 z 的动作值函数,其中,z∈Z.根据假设 1 及公式(17),给出动作值函数的期望以及任意两个动作值函

数的协方差,如公式(18)和公式(19)所示: 
 E{Q(z)}=E{Φ(z)TW}=Φ(z)TE{W}=0 (18) 
 Cov{Q(z),Q(z′)}=Cov{Φ(z)TW,Φ(z′)TW}=Φ(z)TΦ(z′) (19) 
其中, ( ) { ( )}, ( , ) { ( ), ( )} ( ) ( )Tm z E Q z k z z Cov Q z Q z z zΦ Φ′ ′ ′= .即在先验高斯过程中,对于∀z∈Z, 

Q(z)~N(m(z),k(z,z′)). 
因此,关于动作值函数的高斯过程的形式化表示如公式(20)所示: 

 Q~GP(m,k) (20) 
在确定环境问题的在线学习过程中,公式(9)可以改写为公式(21): 

 ( ) ( ) ( )Q z r z Q zγ ′= +  (21) 
其中,z′是在当前策略下,状态动作对 z 的后续状态动作对; ( )r z 是当前状态动作对下立即奖赏 r(z)的期望.因此, 

( )r x 可以用公式(22)来表示: 
 ( ) ( ) ( )r z r z N z= −  (22) 
其中,N 是噪声项.将公式(22)带入公式(21),可得公式(23): 
 r(z)=Q(z)−γQ(z′)+N(z) (23) 

假设 2. 假设各状态动作对的立即奖赏的噪声项相互独立且服从高斯分布,均值为 0,方差为σ 2(z),即 
N(z)~N(0,σ2(z)). 

假设给定一组包含 t+1 个状态的样本序列 1
1 0{ , ( ), } ,i t

i i i iz r z z = −
+ = 其中,zi+1 是 zi 的后续状态动作对,则对于第 i 个

样本, ( ) ( ) ( ).i i ir z r z N z= − 将这一组样本的动作值函数、立即奖赏以及噪声分别写成向量的形式,如公式(24)~公 

式(26)所示: 
 Qt=(Q(z0),Q(z1),…,Q(zt))T (24) 
 rt−1=(r(z0),r(z1),…,r(zt−1))T (25) 
 Nt−1=(N(z0),N(z1),…,N(zt−1))T (26) 

根据假设 2 以及公式(26),噪声向量 Nn−1 的分布形式如公式(27)所示: 

 

2
0

2
1

1

2
1

0 0
0 ... 0

( , )  ,

0 0 ...

t t t

t

N

σ
σ

∑ ∑

σ

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟∼ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

0 其中N  (27) 

其中σ i=σ (zi).根据这组样本序列及公式(23),可得一个包含 t 个等式的线性方程组,如公式(28)所示: 
 rt−1=HtQt+Nt−1 (28) 
其中,Ht 是一个 t×(t+1)的矩阵,如公式(29)所示: 

 

1 0 ... 0
0 1 ... 0

0 0 ... 1

t

γ
γ

γ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

H  (29) 

将公式(17)带入公式(28),可得关于参数向量 W 的线性方程组,如公式(30)所示: 

 1 1
T

t t t tW− −= +r H NΦ  (30) 

其中, T
tΦ 是一个(t+1)×n的矩阵,即 0 2 1 2( ( ), ( ),..., ( )) , ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) .T T T

t t i i i n iz z z z z z zΦ Φ Φ Φ φ φ φ= =Φ 公式(30)是在进行 

贝叶斯推理过程中所用到的概率生成模型. 

定理 1. 在假设 1、假设 2 成立的条件下,对于一组给定的样本序列 1
1 0{ , ( ), } ,i t

i i i iz r z z = −
+ = 其中,立即奖赏向量 rt−1 

的分布满足公式(31): 

 -1 (0, )T T
t t t t t tN ∑∼ +r H HΦ Φ  (31) 
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证明:根据假设 1、假设 2 可知,W~N(0,I ),Nt−1~N(0,Σt).结合公式(30)可知: 

1 1

1 1 1 1

{ } { } 0,

( , ) ( , ) .

T
t t t t

T T T T
t t t t t t t t t t t t t

E E W

Cov Cov W W ∑
− −

− − − −

= + =

= + + = +

r H N

r r H N H N H H

Φ

Φ Φ Φ Φ
 

因此, 1 (0, ).T T
t t t t t tN ∑− ∼ +r H HΦ Φ  □ 

定理 2. 假设 A 是一个 n×m 的矩阵,B 是一个 m×n 的矩阵,且 BA+I是非奇异矩阵,那么 AB+I也是非奇异矩

阵,且 A(BA+I)−1=(AB+I)−1A. 
证明:利用反证法证明.假设 AB+I是奇异矩阵,则存在一个向量 a≠0,使得公式(32)成立: 

 (AB+I)a=0 (32) 
在公式(32)两边同时左乘 B,得到公式(33): 

 B(AB+I)a=(BA+I)Ba=0 (33) 
令 ,b Ba 根据公式(32)可知,a=−ABa=−Ab.若 b=0,则 a=0,因此,b≠0.再根据公式(33)可知,BA+I 也是奇异矩 

阵,与条件不符.因此,如果 BA+I是非奇异矩阵,则 AB+I也是非奇异矩阵. 
当 AB+I是非奇异矩阵,即 AB+I存在逆矩阵时,可得: 

1 1 1

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

                   ( ) ( )( )

                   ( ) .

A BA AB AB A BA

AB A BA BA

AB A

− − −

− −

−

+ = + + +

= + + +

= +

I I I I

I I I

I

 

因此,A(BA+I)−1=(AB+I)−1A. □ 

定理 3. 在假设 1、假设 2 成立的条件下,对于一组给定的样本序列 1
1 0{ , ( ), } ,i t

i i i iz r z z = −
+ = 参数向量 W 与立即奖 

赏向量 rt−1 的联合概率分布如公式(34)所示,且参数向量的后验 W|rt−1 满足公式(35): 

 
1

,
T

t t
T T T

t t t t t t t t

W
N

∑−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∼ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

0
0

I H
r H H H

Φ
Φ Φ Φ

 (34) 

 1 1 1 1 1
1 1| (( ) ,( ) )T T T T T

t t t t t t t t t t t t t t tW N ∑ ∑ ∑− − − − −
− −∼ + +r H H I H r H H IΦ Φ Φ Φ Φ  (35) 

证明:根据 W 的先验以及概率生成模型公式(30)可知: 

1 1( , ) ( , ) .T T
t t t t t tCov W Cov W W− −= + =r H N HΦ Φ  

结合定理 1,可得: 

1

, .
T

t t
T T T

t t t t t t t t

W
N

∑−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∼ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

0
0

I H
r H H H

Φ
Φ Φ Φ

 

因此,公式(34)得证. 
根据公式(34)、条件高斯分布的后验形式以及定理 2,可知: 

1 1 1 1
1 1 1{ | } ( ) ( ) ,T T T T T T

t t t t t t t t t t t t t t t t t tE W ∑ ∑ ∑− − − −
− − −= + = +r H H H r H H I H rΦ Φ Φ Φ Φ Φ  

1 1 1
1 1( | , | ) ( ) ( ) .T T T T T T

t t t t t t t t t t t t t t t tCov W W ∑ ∑− − −
− − = − + = +r r I H H H H H H IΦ Φ Φ Φ Φ Φ  

因此, 1 1 1 1 1
1 1| (( ) ,( ) ).T T T T T

t t t t t t t t t t t t t t tW N ∑ ∑ ∑− − − − −
− −∼ + +r H H I H r H H IΦ Φ Φ Φ Φ  □ 

3.2   基于VPI的动作选择方法 

探索的目的是为了找到更好的策略,因此在学习过程中,需要格外关注能够改变动作选择策略的信息.通常

有两种情况能够导致策略发生变化: 
1) 新信息显示当前状态下的非最优动作要优于最优动作; 
2) 新信息显示当前状态下的最优动作要劣于次优动作. 
对于第 1 种情况,假设动作 u1 是最优动作,即∀u′≠u1,E{Q(x,u1)}≥E{Q(x,u′)},且新信息显示动作 u 可能是一

个更优的动作,即 E{Q(x,u1)}≤Q(x,u),其中,Q*(x,u)是在状态 x 下可能获得的较优动作值函数.因此,在执行动作 u
时,可以获得额外的奖励,即 Q*(x,u)−E{Q(x,u1)}. 
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对于第 2 种情况 ,假设动作 u1 是最优动作 ,u2 是次优动作 ,即∀u′≠u1,u′≠u2,E{Q(x,u1)}≥E{Q(x,u2)}≥
E{Q(x,u′)},且信息显示当前的最优动作 u1 可能会劣于次优动作 u2.即在动作 u1 下,可能获得某一次的值函数

Q′(x,u1),Q′(x,u1)<E{Q(x,u2)},即通过执行动作 u2 可以得到额外的奖励,即 E{Q(x,u2)}−Q′(x,u1).因此,根据以上两

种情况,可以得到公式(36): 

 

*
1 1 1

, 2 1 2

( , ) { ( , )}, , ( , ) ( , ) { ( , )}
( ( , )) { ( , )} ( , ), , ( , ) ( , ) { ( , )}

0,
x u

Q x u E Q x u u u Q x u Q x u E Q x u
Info Q x u E Q x u Q x u u u Q x u Q x u E Q x u

⎧ − ≠ = >
⎪ ′= − = = <⎨
⎪
⎩

当 且

当 且

其他

 (36) 

其中,u1,u2∈U,且 u1 是最优动作,u2 是次优动作.然而,强化学习是一种在线的学习方法,在学习过程中,Agent 无法

事先知道所采取的动作可能获取的较优或者较劣的值函数——Q*(x,u)或者 Q′(x,u),因此只能根据先验信息进

行估计,计算当前动作下的额外奖赏的期望,即信息价值增益(value of perfect information,简称 VPI). 
定义 2(信息价值增益). 信息价值增益是指针对所考虑的动作,根据先验信息所能获取关于该动作的额外

信息,并可以利用该额外信息指导动作的选择.信息价值增益的计算如公式(37)所示: 

 ,( , ) ( ) ( ( , ) )dx uVPI x u Info y P Q x u y y
∞

−∞
= =∫  (37) 

其中,P(Q(x,u)=y)是当前状态动作对(x,u)的值函数为 y 时的概率密度. 
在在线学习的过程中,信息价值增益主要用于指导动作的选择,不参与任何值函数的修正.在获取信息价值

增益的情况下,动作的选择需满足公式(38): 
 arg max{ { ( , )} ( , )}

u
u E Q x u VPI x u= +  (38) 

3.3   GPPAPI 

结合第 3.1 节的参数估计方法以及第 3.2 节的动作选择策略,给出基于高斯过程的带参近似策略迭代算法

(Gaussian process-based parametric approximation policy iteration,简称 GPPAPI).由于所设计的生成模型具有局

限性,算法只能用于确定环境下的问题求解.接下来将详细介绍算法的求解方法.为了便于计算,做如下定义,令: 
1 1

1 1
1 1 1

1 1

( | , | ) ( ) ,

{ | } ( ) ,

T T
t t t t t t t t

T T T
t t t t t t t t t t t

P Cov W W

W E W

∑

∑ ∑

− −
− −

− − −
− −

= = +

= = +

r r H H I

r H H I H r

Φ Φ

Φ Φ Φ
 

其中,Φt 是 n×(t+1)的矩阵, 0 1( ( ),..., ( )) , ( ) ( ( ),..., ( )) ,T T T
t t i i n iz z z z zΦ Φ Φ φ φ= =Φ Ht 是(t+1)×n 的矩阵. 

再令 1 1 2( ) ( ), ( , ,..., ),T
t t t t t t tz zΦ Φ γΦ Φ Φ Φ−Δ = − Δ = = Δ Δ ΔHΦ Φ 则 Pt,Wt 可分别由公式(39)、公式(40)表示: 

 1 1( )T
t t t tP ∑ − −= Δ Δ +Φ Φ I  (39) 

 1
1 1{ | } t t t t t tW E W P ∑ −

− −= = ΔΦr r  (40) 

再分别令: 
1

2 211
1 1

1
2 21 1 1 11

1 1

1 1 ,

1 1( ) ( ),

tT T T
t t t t i i t t ti

i t
t

t t t t i t t t ti
i t

B B

b r z b r z

∑ Φ Φ Φ Φ
σ σ

∑ Φ Φ
σ σ

−
−=

− −

−
− − − −=

− −

= Δ Δ = Δ Δ = + Δ Δ

= Δ = Δ = + Δ

∑

∑r

Φ Φ

Φ
 

则公式(39)、公式(40)可以写成公式(41)、公式(42): 
 Pt=(Bt+I)−1 (41) 
 Wt=Ptbt (42) 

对公式(41)做如下变化: 
1

1 2 1
21 1 1 1 1 1

1

1( ) ( ) ,T T T
t t t t t t t t t t t t t t

t
P B B P P P PΦ Φ σ Φ Φ Φ Φ

σ

−
− −

− − − − − −
−

⎛ ⎞= + = + + Δ Δ = − + Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

I I  

令 2 1
1 1 1( ) ,T T

t t t t t t t tk P Pσ Φ Φ Φ Φ−
− − −= + Δ Δ Δ Δ 则公式(41)可以写成公式(43): 

 Pt=Pt−1−ktPt−1 (43) 
对公式(42)做如下变化,可以写成公式(44): 
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 2 21 1 1 1 1 1
1 1

1 1)( ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t t t t t t
t t

W Pb P k P b r z I k W P r zΦ Φ
σ σ− − − − − −

− −

⎛ ⎞= = − + Δ = − + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (44) 

接下来,给出完整的 GPPAPI 算法.算法的执行流程如算法 1 所示. 
算法 1. GPPAPI 算法. 

Step 1. 初始化.令 W0=0,P0=I,且 2, .ii σ σ∀ ∈ =  

Step 2. 令当前的采样序号为 t,初始 t=1,且当前初始状态为 xt−1=x0. 
Step 3. 根据公式(37)以及当前参数向量的分布,计算当前状态 xt−1 下所有动作的 VPI,并根据公式(38)选择 

相应的动作 ut−1. 
Step 4. 执行动作 ut−1,立即奖赏 r(xt−1,ut−1),后续状态 xt.计算 xt 下所有动作的 VPI,并选择相应的动作 ut. 

Step 5. 计算ΔΦ t=Φ (xt−1,ut−1)−γ Φ (xt,ut)及 2 1
1 1 1( ) .T T

t t t t t t t tk P Pσ Φ Φ Φ Φ−
− − −= + Δ Δ Δ Δ  

Step 6. 根据公式(43)、公式(44)计算 Pt 和 Wt. 
Step 7. 令 t=t+1,并跳转至 Step 4. 

4   实验结果分析 

为了验证算法的有效性,将 GPPAPI 算法、最小二乘策略迭代算法以及基于函数近似的 Sarsa 算法用于强

化学习中的 Mountain Car 问题.Mountain Car 是强化学习中一个经典的连续状态空间、情节式任务,如图 1 所示. 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Mountain Car problem 
图 1  Mountain Car 问题 

Mountain Car 描述的是一个动力不足的小车爬坡的过程,如图 1 所示.假设小车处于坡底,由于动力不足,无
法再直接加速冲上坡顶,因此必须借助惯性到达坡顶,即图 1 中最右侧星形标记的位置.其中,状态包含两个维 
度——位置和速度(为了简化问题,仅考虑小车的水平位置),用 p和 v 表示,则状态 x=[p,v]T;在任意时刻,小车存在

3 个可选动作,分别是向右加速,向左加速和不加速,分别用+1,−1 和 0 表示,即动作 u={+1,−1,0};路面可以用函数

h=sin(3p)表示;状态转移函数如公式(45)所示: 

 1

1

[ 0.001 cos(3 )]
[ 1]

t t t t

t t

v bound v u g p
p bound p

+

+

= + +⎧
⎨ = +⎩

 (45) 

其中,bound 是限界函数,即 bound(vt)∈[−0.07,+0.07],bound(pt)∈[−1.2,+0.5];g 是重力加速度,且 g=−0.0025. 
在情节开始时,给定小车一个随机位置和速度,然后进行交互,当小车到达目标位置或者当前执行的时间步

超过 1 000 时,情节终止并开始新的情节.当小车到达目标位置时,立即奖赏是 1;在其他情况下,小车的立即奖赏

是 0.具体的奖赏函数如公式(46)所示: 

 
*

1
1 *

1

0,     
( , , )

1,  1.2
t

t t t t
t

p p
x u x

p p
ρ +

+
+

⎧ =⎪= ⎨
− − < <⎪⎩

 (46) 

在实验过程中,利用高斯径向基函数进行编码,将状态的两个维度分别分成 6 份,一共包含 6×6 个径向基函

数,其中,高斯径向基函数如公式(47)所示: 

 2
( )( )( , ) exp

2
i i

i
p p v vx xφ

τ
− −⎛ ⎞= −⎜ ⎟×⎝ ⎠

 (47) 
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其中, ix 是第 i 个基函数的中心,即 [ , ] ,T
i i ix p v= 且τ 2=0.82. 

图 2 是将 GPPAPI,LSPI 和 Sarsa(λ)用于 Mountain Car 问题的性能比较.为了增加算法比较的合理性,实验中

3 种算法都采用高斯径向基函数进行编码,且都包含 6×6 个径向基函数,基函数如公式(47)所示.此外,在 GPPAPI
中,σ 的值是 1;在 LSPI 中,α ,ε的值分别是 0.05 和 0.3;在 Sarsa(λ)中,α ,ε以及λ的值分别是 0.1,0.3 和 0.9.从图中

可以看出,GPPAPI 和 LSPI 的收敛性能要明显优于 Sarsa(λ).其中,GPPAPI 收敛后,小车到达目标位置所需要的时

间步大约是 83 步;在 LSPI 中,小车大约需要 87 步到达目标位置,而 Sarsa(λ)收敛后,小车到达目标位置所需的时

间步稳定在 135 步.另外,GPPAPI 大约在 47 个情节之后,算法可以收敛;LSPI 大约在 73 个情节之后,算法可以认

为收敛(该算法在收敛后,依然会出现一定的波动);而 Sarsa(λ)大约在 97 个情节之后才能收敛.因此,从收敛性能

和收敛速度的角度来看,GPPAPI 算法都要优于 LSPI 以及 Sarsa(λ).另外,GPPAPI 在收敛前期,算法的波动比较

大,主要是由于动作选择策略以及值函数的方差较大导致的,当值函数的方差较大时,可以认为对于值函数的估

计不够准确,且 VPI 值的波动较大.因此,根据公式(38)选择的动作具有较大的探索性能,反映在算法的收敛曲线

上,就是曲线的波动性比较大;但是当算法趋于收敛时,值函数的估计趋于准确,VPI 的值将逐渐减少到 0,算法的

动作选择策略趋于贪心,因此在算法收敛后,具有较为平稳的收敛性能. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Convergence performance of algorithms on Mountain Car problem 
图 2  算法在 Mountain Car 问题上的收敛性能 

表 1 主要用于分析 GPPAPI,LSPI 以及 Sarsa(λ)在 Mountain Car 问题上的计算性能.表中主要列举两个性能

指标——算法收敛所需的时间以及计算每个样本所需的时间.通过多次重复实验,GPPAPI 大约需要 47 个情节

可以收敛,总计约有 10 293 个样本,算法收敛大约需要 20s,平均每个样本的计算时间是 0.00 2s;LSPI 大约需要

73 个情节可以收敛,总计约有 8 660 个样本,算法收敛大约需要 44s,每个样本的平均计算时间是 0.005s;而
Sarsa(λ)大约需要 97 个情节可以收敛,总计约有 37 985 个样本,每个样本的平均计算时间是 0.000 05s.因此,在计

算性能的角度上考虑,GPPAPI 要优于 LSPI,劣于 Sarsa(λ),但是结合图 2 可以得出,与 LSPI 相比,GPPAPI 在需要

较少计算量的情况下,可以获得更优的收敛性能.从算法执行的角度分析各个算法的计算性能,LSPI 在算法执行

过程中需要进行矩阵的求逆操作;GPPAPI 仅需要进行矩阵的乘法;而 Sarsa(λ)是利用梯度下降的算法更新参数.
因此,从计算量的角度分析,Sarsa(λ)要优于 GPPAPI,而 GPPAPI 要优于 LSPI.此外,在实验的过程中发现:当径向

基函数的数量超过 10×10 时,LSPI 的计算速度已经远远不能满足收敛要求,而 GPPAPI 依然可以收敛. 

Table 1  Computation performance comparison of algorithms on Mountain Car 
表 1  算法在 Mountain Car 问题上的计算性能比较 

 收敛所需时间(s) 计算每个样本所需时间(s) 
GPPAPI 20 0.002 

LSPI 44 0.005 
Sarsa(λ) 2 0.000 05 

图 3 主要通过与传统ε-greedy 方法比较(其中,ε 的值是 0.3)来分析基于 VPI 的动作选择方法对算法收敛性

能的影响.从图 3 中可以直观地看出:利用基于 VPI 的动作选择方法的 GPPAPI 算法收敛所需要的情节数较少,
而利用ε-greedy 的 GPPAPI 算法大约需要 86 个情节才能收敛;且收敛之后存在一定的波动,而前者的收敛曲线
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相对平稳.在算法的执行过程中,需要计算参数向量的期望以及协方差矩阵,而在算法收敛前期,参数向量的期

望以及协方差矩阵的变化较大,在算法收敛后期,期望趋于稳定,且每个参数的方差逐渐趋于 0.根据 VPI 的计算

规则可以得出:在算法收敛前期,VPI 的值相对较大,有利于探索;而在算法收敛后期,VPI 的值也将逐渐趋于 0,动
作选择策略也逐渐趋于贪心策略,因此在该阶段,策略相对比较稳定,小车达到目标位置所需要的时间步也趋于

稳定.与ε-greedy 方法相比,基于 VPI 的动作选择方法对于平衡探索和利用的问题是一种更好的解决方案,其中, 
ε-greedy 方法本质上是一种盲目、随机的动作选择方法,而基于 VPI 的动作选择方法可以看成是一种自适应的

动作选择方法.因此,与基于ε-greedy 的 GPPAPI 相比,基于 VPI 的动作选择方法的 GPPAPI 算法能够在需要较少

情节数的情况下达到收敛,且收敛曲线相对更为稳定,收敛性能更为理想. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Effect of action selection based on VPI on GPPAPI 
图 3  基于 VPI 的动作选择方法对 GPPAPI 算法的影响 

5   结  论 

本文主要针对值函数的参数估计以及学习过程中的探索和利用问题,提出一种基于高斯过程的带参近似

策略迭代算法.该算法利用高斯过程对带参的值函数进行建模,并根据 Bellman 公式建立确定环境问题下的概

率生成模型,利用贝叶斯推理求解值函数参数的后验分布.与传统的点估计方法相比,该方法具有更优的计算性

能,不仅可以获得参数向量的期望,而且可以给出参数向量相应的协方差矩阵,提高计算的精确性.同时,在算法

执行过程中,通过求解动作的信息价值增益指导动作的选择,在一定程度上可以解决探索和利用的平衡问题.以
Mountain Car 问题作为实验平台,从多个角度对 GPPAPI 算法的收敛性能进行分析,通过与 LSPI 以及 Sarsa(λ)
进行比较,得出 GPPAPI 算法具有较优的收敛性能.与 LSPI 方法相比,GPPAPI 方法具有更好的计算性能,且参数

较少,对于不同的问题具有更好的鲁棒性. 
本文主要关注确定环境、连续状态空间且离散动作空间的强化学习问题的求解,但在很多实际问题中需要

考虑随机环境的问题,因此,下一步的工作就是要考虑在随机环境中如何建立合理的概率生成模型,利用基于高

斯过程的值函数估计方法求解.另外,本文考虑的动作空间是离散的,因此,给出的策略也是基于离散动作空间

的.如何将本文提出的方法进一步延伸至连续动作空间问题,也是下一步需要做的工作. 
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