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Abstract:  To solve leakages as complex subdivision structures, high nodes overlap probability and poor 
supporting on multi-dimensional entity object retrievals and the computation of existing spatial indexes. This paper 
presents a boundary restricted non-overlapping sphere tree for a unified multidimensional solid object index. By 
using the outer product expression of a sphere in Geometric Algebra, an approach is explored for intersection 
judgments and point extractions between lines and planes and lines and spherical surfaces based on meet operators. 
The element subdivision of multi-dimensional object voxelization and the boundary restricted non-overlapping 
sphere-filling algorithm is developed to balance the conditions (e.g. granularity, non-overlapping subdivision of 
object voxelization), the duplication and approximate degrees of approaching objects. Furthermore, generating and 
updating minimum boundary sphere and batch Neural Gas hierarchical clustering algorithm is also presented, and 
contains a volume adjusted, index level system steady with the balance of each branch of a sphere tree. Next, with 
the advantage of a clear geometric meaning, simple geometric relations calculation among spheres and dynamical 
updateable parameters, index structure can be dynamically generated and updated. Finally, the unified 
multidimensional solid object index, a query mechanism of any location and range on and in the solid objects is 
proposed. The updated minimum boundary sphere construction, algorithm, and the volume adjusted adaptive batch 
Neural Gas hierarchical cluster algorithm are defined to quickly, robustly, relatively, and uniformly classify the 
filling sphere. The simulation of different physical objects and performance comparison with a commonly used 
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sphere tree indexes suggest that the proposed index can effectively query any position or regions on and in the solid 
objects, and support the nearest linkage distance and dynamical overlapping query under limited time restrictions 
with high precision. 
Key words: multi-dimension unified spatial index; non-overlapping sphere tree; space partition; spatial cluster; 

solid object index 

摘  要: 针对现有空间索引剖分结构复杂、节点重叠率高及对多维实体对象检索及运算支撑较弱等问题,构建了

一种边界约束的非相交球实体对象多维统一空间索引;利用球的几何代数外积表达,提出了基于求交算子的直线-
平面和直线-球面的相交判定与交点提取方法,建立了多维实体对象体元化剖分方法及包含边界约束的非相交离散

球实体填充算法,实现了实体对象空间均匀、非重叠的分割,并在填充球的个数、重叠率以及对象逼近近似度等约

束条件上获得了较好的平衡.定义了最小外包球生成与更新的迭代算法与包含球体积修正的批量 Neural Gas 层次

聚类算法,在尽可能保证球树各分支平衡性的前提下,实现了索引层次体系的稳健构建.利用几何代数下球对象间几

何关系计算的内蕴性与参数更新的动态性,实现了索引结构的动态生成与更新,进而设计了实体对象表面及其内部

任意位置及区域的检索策略及基于实体索引的空间关系计算方法.基于不同实体对象的模拟实验显示,基于几何代

数的实体对象索引可以有效实现多维实体对象表面及其内部任意位置及区域的快速检索,并能在有限时间内以较

高的精度实现多维实体对象最近邻距离和动态实体对象相交状态的检索.相对于常用球树索引,所提出的索引方法

在填充率、节点重叠率、填充误差、体元个数、层次球个数、体积百分比和时间占用等方面均具有明显优势,且不

同分辨率剖分条件下的索引结构及空间关系计算精度具有更高的稳健性,可运用于具有较强时间约束下复杂多维

动态场景中对象检索与空间关系计算. 
关键词: 多维统一空间索引;非相交球树;空间剖分;空间聚类;实体对象索引 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

随着海量空间数据库建设以及 LBS 等服务的不断发展,面向多维、海量、动态数据的空间关系研究日渐

增多[1,2].GIS 研究对象的日趋复杂化、多维化与动态化,增加了空间关系计算与分析的难度与复杂度.可支持大

规模时空数据快速检索和存取的多维空间索引,是多维复杂地理场景建模、管理、操作以及支撑复杂空间分析

运算的关键.现有空间索引自适应性和动态可更新性不强,在向三维以及更高维空间扩展时,面临着数据量的激

增,并需处理更复杂的空间剖分结构、空间编码结构、检索顺序以及空间关系等问题.同时,现有索引对空间关

系运算支撑相对较弱,难以在有限时间内实现复杂、动态场景中空间关系快速检索与运算[3,4].引入具有多维统

一表达与运算能力的新型数学工具、发展可支撑多维复杂地理对象快速检索与运算的新型索引机制与分析方

法,是促进多维 GIS 表达与运算能力、实现复杂地理分析的可行途径. 
几何代数是一种有效连接代数和几何、统一描述抽象空间和现实空间的通用几何表达与分析语言[5−7].以

维度运算为基本运算的几何代数构建与运算体系,使多维对象统一表达与运算统一于几何积,并利用多重向量

结构实现多维对象的统一表达与存储.几何代数运算的坐标无关性与维度无关性,使得对象间不依赖坐标的相

对几何关系计算变得简洁、清晰,从而为几何对象的自适应表达、动态更新与关系计算提供了有利的条件[6−9].
我们在前期研究中所完成的基于几何代数的多维对象表达与场景建模等工作,也显示了几何代数在多维对象

表达与运算上所具有的独到优势[8,9].因此,借鉴几何代数理论,发展新型的多维统一的空间索引机制,进而利用

几何代数的算子与算法构建依托于该索引的空间关系计算方法,可为现有多维空间索引适用性与计算效率的

提升提供有益的参考. 
本文对现有且常见的二、三维以及高维空间索引进行简要的回顾,探讨制约现有多维索引构建、检索及分

析能力的可能问题(第 1 节).进而,从多维空间对象的剖分与填充、空间聚类及层次关系构建、索引构建与更新

以及基于索引的检索与计算等视角,论述多维统一索引的构建思路,给出多维实体对象索引构建的整体框架与

计算流程(第 2 节).基于几何代数中球表达的简明性、直观性、几何意义明确性和可直接计算特性,定义并构建
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多维实体对象的体元剖分算法、边界约束的实体对象非相交球填充算法、可动态更新的实体对象 小外包球

生成算法、球半径修正的批量 Neural Gas 层次聚类算法以及实体对象内部及表面任意位置及区域检索方法(第
3 节、第 4 节),实现对象空间均匀、稳健、非重叠的分割及近似均匀的索引层次体系构建,以有效降低现有空

间索引的节点重叠率、填充误差、体元个数、层次球个数、体积百分比和时间占用等指标.以多个三维实体对

象为例进行实验分析,从不同剖分分辨率条件下索引结构与空间关系计算精度等视角,探讨本文索引的主要性

能指标及其优劣特性,并与常见的基于球树结构的空间索引进行性能对比(第 5 节). 后给出本文的主要结论,
并探讨本文所建索引可能的改进途径与发展方向(第 6 节). 

1   相关工作 

空间索引是实现 GIS 海量数据管理与处理、提升 GIS 分析效率的关键所在.在二维、三维空间索引方面,
已发展了包括四/八叉树、R 树族、KD-树、M-树等诸多索引[10−13].现有的三维及高维空间索引多是基于二维

索引进行维度扩展而来,在复杂空间查询优化、索引评价等方面仍具有较大的改进空间[14].从数据结构与对象

更新方法上看,现有空间索引多基于平衡树结构,且直接基于初始空间对象及空间位置关系一次性构建而成[15].
索引结构通常很难进行动态及快速更新,当对象发生高频连续变化、自身存在形变以及整个对象空间结构发生

较大范围变化时,常引起索引效率大幅下降或导致检索错误[16].构建结构上具有一定自适应性和动态性的新型

索引结构,实现索引自身的动态、快速更新,是有效提升现有多维空间索引检索及分析能力的重要途径,也是增

强现有空间索引实用性的可行途径. 
空间索引的应用主要集中在对象检索及支撑空间分析计算等方面[1−4].对象检索方面主要包括矩形区域和

球形区域查询[17].矩形查询实现简单、规则性强,已被 R 树及其变体、AABB 树等索引广泛使用.然而,高维矩形

重叠率增加较快,影响了算法高维检索效率与索引存储的空间占用.基于矩形查询结构的索引 KNN 检索效率均

相对较低,难以实现空间关系的实时、快速计算[18].球形检索使用球心和半径描述节点,节点空间占用与维度无

关,且可以直接支撑 KNN 检索.但欧氏空间中实体对象无法被非相交球填满,不同节点间重叠严重,导致了球树

的范围查询(矩形查询)效率相对不高.近年来,不少学者从球树生成算法、优化规则、对象剖分、形态逼近与动

态检索方法等诸多视角对球树索引进行改进[19,20].综合矩形索引与球树索引的优劣,构建同时适用于实体对象

检索与计算的索引结构,也是提升多维 GIS 分析能力的可行途径. 
在基于索引的空间关系计算方面,二维空间索引的计算支撑相对完备,被广泛应用于空间关系计算、移动

对象运动参数计算与预测、相交检测等领域.由于三维及更高维对象结构与空间关系较为复杂,使得现有索引

对高维空间关系计算的支撑仍明显不足.层次包围体结构的三维索引一般具有较高的检索效率,但在对象表达

的近似性、复杂对象碰撞检测精度以及动态环境下连续碰撞检测的时间复杂度等方面仍有待改进[20].基于体元

规则剖分或八叉树等剖分结构的索引,很难在剖分粒度与计算精度之间取得较好的平衡,难以提升基于体元索

引的计算效率[11].无论是基于包围盒还是实体对象剖分的索引结构,均难以同时兼顾对象表面与内部特征,实现

空间关系的快速、精确计算[21,22].面向可视化的索引,主要是通过 LOD 或启发式算法等实现复杂表面快速可视

化[10,23],由于缺乏良好的实体对象逼近与剖分机制,现有实体索引对空间实体的空间分布特征关注不够,仍不足

以实现对同时包含多种不同类型复杂多维地理场景精确、快速的逼近. 
针对现有空间索引存在的不足,理想的多维统一索引应包括:① 兼顾精度与效率的实体对象空间优化剖

分机制;② 不同空间的均衡聚集/聚类与层次体系构建机制;③ 基于索引结构的可支撑多维统一空间关系计算

的运算方法.在实体对象空间剖分方面,需要进行实体对象分块与标定,并需兼顾剖分粒度与表达精度的平衡问

题[14,15].规则剖分实现了空间均质、有序的剖分,适用于对象空间顺序标定;而基于特定对象的空间剖分更有助

于逼近对象自身的形状特征,凸显其自身的几何特征.索引层次关系构建多是通过特定的聚类算法加以实现,聚
类算法的优劣直接决定了索引构建的平衡性、构建的时间、空间开销以及检索的效率[15].常见的包括基于主导

方向或影响范围的聚类算法[19]如 K-Means、Medial Axis、主成分方法等以及诸如 GDBSCAN,OPTICS 等基于

密度的层次聚类算法[24].为方便处理具有噪音的数据以及索引的动态更新,聚类算法应具有鲁棒性与自适应性,
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并满足快速收敛、均匀剖分和较少的空间重叠率.通过聚类算法对对象空间以及空间对象进行分类后,即可构

建出索引所需的层次关系. 
我们在前期工作中,基于共形几何代数实现了多维复杂地理场景的统一建模、表达与运算.几何代数对象

表达的多维统一、坐标无关与自适应性等优势以及对象表达几何意义的明确性和直接可计算性,为基于几何代

数的多维统一索引的构建提供了基础.在共形几何代数空间中,球作为共形几何代数的基本形体之一,可以在几

何结构上统一点、平面以及圆环等几何对象,其空间关系计算与更新方式直接、简单,并可以直接应用共形几

何代数的算子、算法进行复杂的算法构建.因此,可采用球作为对象剖分的基本几何对象,综合利用体元剖分和

球体填充实现对象剖分,并利用对象边界对填充球进行约束.借鉴现有各类索引尤其是球树索引的相关思路,建
立适用于多维对象检索与计算的实体对象多维统一索引结构,实现多维统一的检索与计算.几何代数中表达形

式上的简洁性、几何意义明确性、参数更新的动态性以及几何关系运算的便捷性,有望简化多维索引结构构建

与维护的复杂性,并可能大幅提升检索及空间关系运算的效率与精度. 

2   多维实体对象索引构建与计算过程 

多维地理实体对象统一索引整体上包括多维空间对象体剖分、边界约束的实体对象球填充、BNG 快速聚

类[25]及层次关系构建、索引构建、维护与更新以及基于索引的检索与计算 5 个有机组成部分: 
① 利用规则体元剖分的有序空间标定形成高精度的空间参考,利用实体对象填充逼近对象的形状特征,

凸显其自身的几何特征,实现剖分粒度与表达精度的平衡; 
② 为满足对象内部填充的均质、对称性以及简单性、易更新、平衡性和体积 大性等需求,引入边界约

束的非相交球填充,在保持原有实体对象几何特征的基础上实现以较小数量的叶子节点对实体对象进行分区

与标定,在填充球的个数、重叠率以及对象逼近程度之间取得平衡; 
③ 建立实体对象动态 小外包球生成与多维球集的 BNG 快速聚类算法,实现填充球的层次性聚类与球

树层次关系构建,实现实体对象空间及节点的均匀、稳健分割,并在算法实现与运算复杂度以及聚类效果之间

取得平衡; 
④ 基于上述层次关系,构建适当的数据组织与存储策略,实现索引的构建与存储,建立索引的维护与更新

机制,实现索引的快速、动态更新; 
⑤ 基于上述索引结构,利用几何代数算子、算法构建基于索引的检索与空间分析算法,实现对实体对象表

面与内部的单一位置与范围检索以及基于索引的实体体积与对象间 近邻距离的动态计算等算法. 

3   边界约束的多维实体对象剖分与填充 

3.1   多维实体对象的体元化剖分 

首先,对空间中实体对象进行规则的空间离散化,利用离散化对象对实体对象的结构与顺序进行粗标定,并
标记每个规则格网的中心点及其到边界的距离,作为边界约束的非相交球填充的坐标参考. 

定义 1(多维实体对象的几何代数统一表达). 利用几何代数的多重向量结构与几何对象的内、外积表达[8],
定义基于多重向量的几何对象/场景如下: 
 GeoObjMv=Obj.Points⊕Obj.Lines⊕Obj.Planes⊕…⊕Obj.Sphere (1) 
其中,“⊕”表示不同 Blade 之间的连接符,Obj.Points,Obj.Lines 等为不同维度 Blade 的集合. 

定义 2(实体对象体元剖分). 给定任意实体对象 O 及给定的体元(voxel)V,其体元化剖分定义为 O={V1, 
V2,…,Vn},满足 O≈V1⊕V2⊕…⊕Vn−1⊕Vn,且任意 Vi⊂O(任意 V 在 O 内部,且所有 V 的组合近似逼近 O). 

以 Simple Flooding 算法为基础[26],首先任意选定一种子体元,基于种子体元依次向 4 个方向填充,通过虚拟

光线遮挡法确定边界处体元并进行标定.依次迭代所填充的体元,直至完整填充整个实体(如图 1(a)、图 1(b)所
示).为后续计算方便,构建 AABB 树辅助各段距离关系计算[26],标识所填充的体元序号,同时记录该体元到对象
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表面 近点的距离以及用于标识该距离的三角形.其中,点-面距离可以通过计算点与平面的内积获取. 
定义 3(虚拟光线与对象边界面). 给定起点 A 和方向 d 的射线方程的几何代数表达为 L=A∧d(L∈(A→d)),

为简化体元化坐标的计算 ,计算虚拟光线与表面的交点 B,利用任意给定两点 AB 确定的有向线段表达为

L=A∧B∧e∞(L∈(A,B));实体对象的边界包括由 3 点构成的平面边界与由 4 点构成的球面边界,其中,A,B,C 这 3 点

构成的平面边界面:P=A∧B∧C∧e∞(P∈(A,B,C));由 A,B,C,D 这 4 点构成的球面边界为 S=A∧B∧C∧D.L,P 和 S 均为

Blade,可利用几何代数的运算与算子进行直接计算. 

 

(a) 初始光线                                  (b) 体元填充 

 

(c) 初始填充                                 (d) 二次填充 

Fig.1  Object voxelization and sphere-filling algorithm based on virtual ray method 
图 1  基于虚拟光线法的体元剖分与球填充算法示意 

定义 4(线-面相交判定与交点计算). 用虚拟光线法实现体元填充的关键是线-面求交及交点的判定.对于笛

卡尔坐标系及球面坐标系下的二维/三维对象,主要是直线-平面和直线-球面的相交判定.定义求交算子(meet)
实现对直线-平面和直线-球面相交的判定与交点提取,其公式为 
 f=p*⋅l (2) 
其中,p 为平面或球面的 CGA 表达,l 为直线的 CGA 表达. 

由于共形几何代数表达中包含了无穷远点,即使在现实空间中线-面间实际不存在交点的情况下,Meet 运

算也可以返回结果,其几何意义为两者相交在无穷远点处,因此需对此进行判定.实际上,若线面相交,则其必定 

存在两个交点:实际交点 Q 以及无穷远点 Inf.共形空间交点 Q=(e0⋅f)e∞(e0⋅f)−1,标准化后的交点 n
QQ

e Q∞

=
⋅

,其 

中,e0⋅f 为中心在 Q 点的对偶球,e∞经过该对偶球反射后,其坐标即为 Q 点.对其进行标准化后,即可得到欧氏空间

中线面的实际交点.对于球面情况,可以通过计算其相交获得的点对所对应的圆的半径确定其是否具有实际交 

点,其半径公式为
2

2
2( )

r
e r

ρ
∞

=
∧

. 
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当ρ2>0 时,两者具有两个交点: .r r rQ
e r±

∞

± ⋅ +
=

⋅
 

定义 5(基于线段距离的体元剖分). 根据虚拟光线与边界交点 A,B 间线段的距离 1/ 2( )d A B= − ⋅ ,根据体 

元剖分的分辨率对其进行等分,即可获得该虚拟光线上各体元的顶点坐标.从种子体元开始,当 4 个方向上虚拟

光线获得的体元剖分都完成时,分别往四周再选取 4 个点,向各自剩余的 3 个方向发射虚拟光线,依次迭代完成

对象的体元剖分. 

3.2   边界约束的实体对象的非相交球填充方法 

非重叠球无法充满整个空间、重叠球对复杂形体逼近失真大且重叠率高,是基于球树结构的索引机制的主

要问题.现有球树索引及其优化方法多集中在重叠球树的分析与构建上[19],力图在填充球的个数、重叠率以及

对象逼近程度之间取得平衡.然而对于具有动态变化特性的对象,非重叠球树具有更好的动态性与鲁棒性.采用

了非重叠的球填充结构,需要在确定填充球的个数与对象覆盖程度之间取得平衡,要求:① 以尽可能少的球填

充尽可能多的体积,以提升索引效率;② 兼顾实体对象形态特征. 
以 小外包球作为球树根节点,构建出可完整剖分整个空间的层次关系,将非重叠填充球作为叶节点,则可

实现对整个空间及实体对象的有效剖分[27].为此,首先选取所有体元与对象表面距离 大的体元中心为球心,做
大内切球;而后,标定所有体元中心在球内部的体元对象,在实际计算过程中将不再考虑已标记对象;比较其

他体元到球面距离及其到表面距离大小,取两者距离 小者更新该体元距离.持续迭代此过程,直至所有体元均

被标定为止.利用共形几何代数框架下, 小外包球以及内部填充球构建与更新的参数化特性简化边界约束的

球填充的过程. 
定义 6(边界约束的最大体积初始填充内切球). 给定任意实体对象 O 的体元剖分 O={V1,V2,…,Vn},定义各

体元中心距实体边界的 邻近距离集合为 D={d1,d2,…,dn};为尽可能减少叶子节点个数,每次填充需保证填充

球体积 大.第 1 次填充选距边界 近邻距离 大的体元为圆心, 大近邻距离为半径进行填充;设该体元中心 

为 Vmaxd,其 近邻距离为 Dmax=max{D},则初次填充球定义为 1 max max m x
2

axa m( , ) 0( , .5 .)d dS O R V D DV e∞= = = −  

初始球填充后,后续球的填充规则需要同时满足填充体积 大以及与初始填充球不相交的条件.为此,对比

初始填充球外部各体元中心距边界距离 d B 与填充球面距离 d S 大小 ,更新该体元的边界距离集合

dnew=min(dB,dS).由于在前一算法中已经记录了所有体元到对象表面的距离,而体元中心点到球心的距离 R 可以

直接通过两点的内积加以求解.距离的更新则可以通过对包含体元 ID 和距离链表的排序加以快速实现.从距离

更新后的填充球外部体元集合中选取 大近邻距离的体元中心作为新的填充球的球心,进行二次填求.依次迭

代,直至所有体元均被填充完毕,得到非相交填充球集合 S={S1,S2,…,Sn}.该算法中,距离的动态更新保证了每次

填球时各球不相互重叠,而每次选取所有距离中 大的距离,则保证了每次填的球都是相对体积 大的.所有体

元处理完毕后,整个实体对象被一系列包含在对象内部半径不一的球所填充.上述球即为所构建球树的叶子 
节点. 

定义 7(体积一致性约束下的球修正填充半径). 由于整个索引的叶节点无法充满整个空间,使得整个实体

空间中存在一定空白区域.为保证在检索及空间关系计算过程中空间拓扑及空间关系的一致性,需要对上述空

白进行处理.通过缩放各球半径,使所有球体积总和等于原始对象体积.那么,当两者体积相等时,放大后的各球

半径即是使得整个对象充满的球的半径 .对任意叶子节点赋予第二半径 ,使得该叶子节点体积与该叶子 
节点所包含的所有体元的体积总和相等 .即

( )
( ) ( );

j i

i j
V Leaves S

Vol S Vol V
∈

= ∑ 该半径主要用于进行体积相关计算 . 

至此,每个球树的叶子均同时包含了距离 短的稀疏填充球及其所辖区域以及完全覆盖整个实体对象的

填充球及其所辖区域(如图 1(c)、图 1(d)所示). 

3.3   实体对象剖分与边界约束的非相交球优化填充算法 

基于上述流程,构建基于多维体元的实体剖分与边界限制的非相交球填充算法的伪码如下: 
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算法. 实体对象剖分与边界约束的非相交球优化填充算法. 
输入:Obj3d(实体对象),SeedVox(种子体元),Tol(剖分分辨率); 
输出:Spherelist(球树队列). 
1) Initlization VolList, SeedVox, SphereList;  //数据结构初始化; 
2) AABBTree=buildAABBtree(Obj3d,Tol);  //根据剖分分辨率构建实体对象 AABB 树; 
3) VirturalRay=getRoundingPlaces(Obj3d,SeedVox);  //以种子体元为中心向四周生成虚拟光线; 
4) VolList=getVoxelsWithFilling(AABBTree,Tol,VirturalRay);  //利用虚拟光线及 AABB 树判定对象边界 

并进行体元填充; 
5) BoundaryVoxel=getBoundaryVoxel(VolList);  //获得边界体元; 
6) SurfaceDistance=getVoxelDist(VolList);  //计算体元距 近邻边界的距离; 
7) Do While (Voxels.GetSize(⋅)>0){ 
8) MaxDistVoxel=buildDistanceQueue(Voxels,SphereList);  //选取距离 大的体元 MaxDistVoxel; 

9) tmpSphere=findMaxSphere(MaxDistVoxel);  //以体元 MaxDistVoxel 为球心、距对象表面的 近距离

d 为半径构球 S1,标定所有中心在球 S1 内部的所有体元

VS1,从体元队列中删除 VS1; 
10) SphereList.Push_Back(tmpSphere); 
11) UpdateDistance(SurfaceDistance);  //判定剩余体元中心距 S1 球面与距表面距离大小,若与 S1 球面距 

离 dS1<di,则更新该体元的距离 d=dS1; 
12) } 

4   基于填充球聚类的实体对象层次结构构建与检索 

对所填充的稀疏球进行层次性聚类,构建出各类别球的 小外包球,直至达到可包括整个实体对象的 小

外包球为止.上述逐次聚类过程既可实现对整个实体对象空间的概括,也可实现整个球树层次关系的构建.聚类

算法设计需要具有较高的效率和支撑多维的能力,也要求尽可能地减少不同类别间的体积重叠.为支持索引快

速构建与动态更新,复杂形体内部不同区域填充球的半径可能存在明显差异,因此,聚类算法构建必须能够有效

综合球半径的大小.综合考虑索引效率和精度,对填充球的分类应尽量均衡,且可以反映其本身的构型特征.为
此,首先基于共形几何代数定义并构建了可动态更新的实体对象 小外包球的动态生成与更新算法,进而构建

球半径修正的批量 Neural Gas 层次聚类算法,实现对索引结构层次的构建与生成. 

4.1   可动态更新的实体对象最小外包球生成 

索引算法的根节点为原始对象的 小外包球,为此需首先构建点集的 小外包球.基于上述空间剖分方法,
同时考虑数据动态更新需求及后期处理的便捷性,对于 小外包球的求解必须满足如下 3 个条件:① 快速求解

一批点集的 小外包球;② 小代价地动态更新 小外包球;③ 可快速求解多个不相交球的 小外包球.采用

Hildenbrand 和 Hitzer 提出的支撑动态更新的点云 小外包球的构建算法进行 小外包球的动态、快速生成.
其构建思想是利用新增点构建一个新球,而后构建多个相切球的 小外包球[28].因此,采用该算法实现可动态更

新的 小外包球求解. 
定义 8(点集最小外包球). 假设对于点集 P={p1,p2,…,pn}及球 S,若存在球 S 满足点集中任意点 pi 到其圆心

的距离小于半径 r,且满足 r=0.5max{Dij},Dij 为任意两点 pi,pj 间的距离,则称 S 为点集 P 的 小外包球. 
引入基于点集的 小外包球生成算法.这里,通过半径替换的方法,首先通过构建初始半径为 0 的球表达,而

后逐步引入点集,更新 小外包球半径,直至包含所有点集(如图 2(a)、图 2(b)所示).其算法如下: 

1) 任取一点 C 作为圆心,初始化 r=0,构建初始球 21
2

S C r e∞= − ; 

2) 任取另一点 P,计算该点与原始球心距离: 2d P C= − ⋅ ; 
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3) if (d>r),计算从 C 指向 P 的多维向量:CP=(P−C)∧e∞; 

4) 构建 Translator: 1 11 1
2 2

rT CP e
d ∞

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

,获得新球心:C1=TCT−1; 

5) 获得新半径:r1=(d+r)/2,构建新球: 2
1 1 1

1
2

S C r e∞= − ; 

6) 用 S1 替换 S,迭代第 1)步~第 7)步直至每个点遍历完毕. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 点集迭代 小外包球更新       (b) 球合并的 小外包球更新 

Fig.2  Iterative updating algorithm of minimum boundary sphere 
图 2  小外包球的迭代更新算法 

定义 9(球集的最小外包球). 将上述点集的 小外包球定义推广至球集:对于球集 S={s1,s2,…,sn}存在球 SS
满足球集中任意球 si 到 SS 圆心的距离加 si 的半径小于 SS 的半径,且 SS 半径 小,则称 SS 为球集 S 的 小外

包球. 
对于支节点聚类获得的各球类别,可以通过合并已有球来直接获得各球的 小外包球.根据上述球集的

小外包球的定义,构建基于任意球集的 小外包球的动态更新算法如下: 
1) 任意选定两球,定义连接两球中心直线的对偶表达:g*=(C1∧C2∧e∞)*; 

2) 计算新 小外包球的南极点和北极点: 1 1 2 2
1 2

1 2

| | | |,g C g C g C g CQ Q
g C e g C e∞ ∞

⋅ +
⋅

⋅ ⋅ − ⋅
=

⋅ ⋅
=

⋅
; 

3) 新外包球的对偶表达为 1
*
12 2QS Q+= ; 

4) 添加新球,迭代至所有球均得到遍历. 
可动态更新的实体对象 小外包球的引入,不仅可以方便地计算实体对象索引的根节点,同时还可实现不

同非相交填充球集外包球的计算,便于从叶子节点向上逐层构建父节点.由于采用了动态更新的方法进行外包

球构建,使得上述方法可以较好地适用于具有动态变化或对象形变的分析应用.而几何代数下球表达的简洁性,
则可以有效降低算法的计算复杂度.同时,无论是原始点集、所填充的非相交球还是基于上述算法生成的 小

外包球,均可直接支撑几何代数运算与算子计算,为后续基于索引的检索与空间分析提供了基础. 

4.2   球体积修正的批量Neural Gas层次聚类算法 

对所填充稀疏球进行层次性聚类,并构建各类别球的 小外包球,直至达到可有效包括整个实体对象的

小外包球为止.逐次聚类过程在实现整个实体对象空间概括的同时,可构建整个球树的层次关系.借鉴 R-树中所

采用的 K-Means 聚类的思想,综合考虑算法在几何代数框架下实现的结构复杂度、聚类效果及算法复杂度,选
取批量 Neural Gas 算法[25]作为本文的聚类算法,并在聚类算法权重函数构建过程中引入球体积修正,以保证对

对象的整体形状的有效逼近,并保证了对象分割的整体性和稳健性.其算法主要流程如下: 
1) 输入各球心集合 xj,随机确定 n 个分类中心 wi; 
2) 将球心随机分配到初始确定的 n 个分类中,对距离第 k 个分类中心距离小于到当前分类中心距离的 

r2
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C 
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T 
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P S12

S2
Q2

Q1

S1

g=C1∧C2∧e∞



 

 

 

2754 Journal of Software 软件学报 Vol.23, No.10, October 2012   

 

 每个球心重新赋权,赋权函数为
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
m m

ij j j ij j
j j

i h k v x x h kw v xλ λ
= =

= ∑ ∑ .其中,v(xj)为球 j的体积,hλ为衰减

 函数,
max

0
0

0.01( ) exp

t
t

h k kλ λ
λ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

,其中, 0 2
nλ = 为初始衰减值,t 为当前迭代步长,tmax 为 大迭 

代次数; 
3) 对更新权值后的球心进行重排序与重分类,计算新的坐标中心; 
4) 迭代第 1)步~第 3)步,直至算法收敛. 
该算法的思路与 K-Means 较为类似,均通过不停迭代移动聚类中心点至算法收敛.与 K-Means 相比,该算法

受初始随机分类中心点的影响较小,聚类结果具有稳健性;且通过对球体积的加权处理,使得聚类结果对对象构

型的把握相对较好, 终的聚类结果分布也相对均匀.在实际处理过程中,为降低数据结构创建、索引更新以及

维护的复杂度,分类数 好是 2 的整数次幂,经测试,常见几何单体选取分类数为 4 时即可获得较好的分类结果;
且当分类数为 4 时,该索引在数据结构上与四叉树索引类似,其各支节点与叶节点所辖为三维区域.基于上述聚

类算法构建的索引层次关系构建索引树,上述索引结构即可实现对实体对象上任意部分的检索. 

4.3   实体对象内部及表面任意位置及区域检索方法 

由于球体积修正的批量 Neural Gas 层次聚类算法所获得的索引结构相对均匀,所构建的树近似一个平衡

树,因此可以构建与基于四叉树的空间对象检索类似的实体对象内部及区域的索引检索结构.考虑到检索精确

性与算法效率之间的平衡,可以首先对球树进行类四叉树的快速近似检索,确定检索的空间位置(区域)所在叶

子节点(叶子集合),从而实现对检索对象的初步定位.由于采用了稀疏的填充球策略,所构建的非相交球树节点

数量相对较少,可以实现快速的初步定位.对于需要进行精确定位的情况,利用检索获得的叶子节点(叶子集合)
中所包含的体元对象进行分方向的顺序检索,可以实现对待检索对象的精确定位.由于采用了混合检索策略,在
球树粗定位步骤中可以剔除绝大部分体元对象.上述检索策略与直接顺序遍历结果的算法相比,其复杂度有显

著降低(如图 3 所示),且有助于支撑基于类似索引结构的空间关系计算[29]. 

 

(a) 类四叉树的快速近似检索             (b) 基于体元的顺序检索 

Fig.3  Hierarchical search strategy of non-overlapping sphere tree for solid object 
图 3  非相交实体球树的层次检索策略 
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5   实验与分析 

5.1   实验方案 

为了对所构建矢量索引的特性与性能进行分析,选取 6 个基准的三维几何实体对象进行剖分和球树索引

构建(如图 4 所示).对索引结构的特征指标主要从对象大小、体元个数、层次球个数、填充体积比和时间占用

等角度进行分析(见表 1).由于在同等表面积情况下,球体积大于立方体体积,因此即使是包含在层次关系构建

过程中生成的所有球的个数,在总量上也明显少于原始体元剖分的体元个数.对于任意形状的几何对象,无论是

填充球(叶节点)还是层次关系构建的非叶节点的个数,均较为稳定,表明所构建索引具有较好的稳定性和适用

性.由于节点个数的减少,索引的效率相对基于体元的效率可以得到大幅的提升,并可以实现实体对象内部的检

索.从算法的时间效率上看,层次关系构建所占用的时间耗费 大,进行更优化的聚类算法构建或利用诸如并行

等技术对索引构建过程进行优化,是有效提升索引效率的可能途径. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.4  Sphere tree construction results of the six standard objects 
图 4  6 个基准对象球树构建的结果图示 

Table 1  Performance indexes of the sphere trees constructed based on six standard objects 
表 1  6 个基本几何对象球树构建的基本性能指标 

对象 Vas Tank Car Horse Glovehi Cosmicgun 
文件大小 1 861 290 2 706 374 1 625 422 785 864 356 579 270 788 
边个数 13 965 18 782 9 218 5 412 2 146 949 
面个数 16 780 33 966 15 497 10 144 4 272 1 890 

体元个数 3 681 5 834 2 888 2 728 5 144 1 922 
球个数 2 890 2 512 1 752 1 429 2 655 1 382 

球体积占体元体积百分比 40 67 53 60 59 46 
叶节点个数 2 858 2 467 1 724 1 408 2 626 1 350 

球填充耗时(s) 11 28 7 7 22 3 
层次关系构建耗时(s) 58 49 33 26 52 25 

总耗时(s) 69 77 40 33 74 28 

Tank Car 

Horse Glovehi 

Cosnicgun Vas 
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5.2   与常用球树索引的对比 

从填充率(各层球树节点总体积与原始对象的体积比)、节点重叠率、填充误差等角度进行算法对比[30].不
失一般性,以手套(glovehi)数据为例进行 7 层分解,同时,分别选取分辨率为 10~50 的体元化方案进行索引构建,
以验证不同体元化分辨率对结果的影响.测试环境为:CPU:Intel Core i3-2330M,2.20GHz,2.00GB 内存,操作系

统:64 位 Windows 7.对比算法选取 Sphere-Tree Construction Toolkit(http://isg.cs.tcd.ie/spheretree/)中提供的 5 种

球树索引算法[19,30−32](Octree,Grid,Hubbard, Spawn 和 Medial Axis 方法)(如图 5 所示).除 Octree 方法外,其余方

法均需要在先期填充基础上进行球位置及个数的优化来得到 终结果,计算复杂度均相对较高.受运行时间及

内存占用限制,Medial Axis 方法无法计算 6 层后结果.由于采用了非相交球树的填充思路,本文所建索引构建的

填充率低于现有常用球树索引.随着剖分层次的增加,本文方法的填充率曲线相对较为平缓,不同的体元化分辨

率获得的不同层次填充率曲线之间结构一致性较强,显示了本文的球填充算法具有较强的稳定性. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig.5  Performance comparison 

图 5  性能对比 

从填充球个数与叶子填充误差上看:随着体元剖分分辨率的增加,填充球数量基本呈线性增加趋势,但仍远

小于基于八叉树方法生成的球树.同时,不同体元剖分分辨率条件下叶子填充误差的变化呈缓慢下降趋势.当分

辨率为 50 时,叶子填充误差已小于基于八叉树算法生成的球树的叶子填充误差.相对而言,本文方法虽然在填

充球数量上略高于其他 4 种方法,但即使是 粗分辨率的叶子填充,其误差也远小于上述 4 种算法.从而可以有

效提升一次检索的精度,降低检索和计算的复杂度. 
由于现有多维实体对象索引对计算的支撑能力仍相对较弱,所选 5 种对比的索引均难以实现对 近邻距

离以及相交体积等快速计算,因此仅对不同分辨率下本文算法计算的误差及时间复杂度进行对比分析.从平均

平均体积误差 运行时间
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体积与平均距离的计算误差结果看,除分辨率 10 和 20 两个计算的平均误差相对略大外,其余 3 种方案无论是

距离还是相交体积,计算的相对误差均在 1%以内,显示了本文算法具有较高的计算精度.从运行时间上看, 近

邻距离的检索除 50 分辨率的运行时间在 1ms 以上外,其余均在 1ms 以内,而相交体积的计算则多在 8ms 以内.
上述结果显示,本文算法具有较好的实时性,可用于具有较强时间约束的多维动态场景中的空间关系的检索与

计算. 

6   结论与讨论 

本文基于几何代数实现了边界约束的非相交球树多维统一空间索引,提出的体元剖分和边界约束的非相

交球树填充与剖分算法在实体稀疏剖分的前提下保持了原有对象构型特征,实现了剖分粒度与表达精度的有

效平衡;基于球体积修正的批量 Neural Gas 层次聚类算法,实现了填充球快速、稳健以及相对均匀的分割.该索

引可以有效实现多维实体对象表面及其内部任意位置及区域的快速检索,并可支撑多维实体对象 近邻距离

和动态实体对象相交体积的检索,其计算精度及算法复杂度可满足复杂多维地理场景的检索与运算. 
共形几何代数通过外积方程对多维空间的球、超球予以统一结构表达,并利用多重向量结构实现对多维对

象统一的存储结构,其存储结构与球/超球的表达方程具有直接对应性,满足多重向量的分解机制[33],因而无需

频繁计算球空间的具体范围;由于共形几何代数中对象表达和空间关系表达的一致性,各层对象的空间关系叠

加检索可仅基于基本关系算子采用类似于符号计算的方式进行逐层判定与求解.因此,基于上述索引对复杂对

象的空间关系算法进行优化,可以构建运算速度更快、检索效率更高的空间分析方法,满足实时、动态空间分

析的需求. 
在本文算法中,实体对象非相交球填充需要计算各体元与表面的距离值,并需要在球填充的过程中进行迭

代更新.同时,基于聚类的球树层次体系的构建也是本文算法较为耗时的部分.本算法可能的优化途径包括: 
① 借鉴几何学以及计算几何等领域的空间填充的理论与方法[34,35],构建非相交球填充的快速优化算法;② 构
建更稳健、更高效的非相交球的快速聚类算法;③ 构建适用于非相交球树多维统一索引构建、更新与计算的

并行数据结构与体系架构,实现算法的并行化. 
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