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Abstract:  The study of new types of dominance mechanisms is a key point in current evolutionary multi- 
objective optimization community and ε dominance is a representative among them. However, their ability in 
diversity maintaining is sensitive to different shapes of Pareto fronts. This paper proposes an improved ε dominance 
mechanism by Isomap, which employs Isomap to embed the original population to low dimensional manifold space. 
The intrinsic geometric structure of them is discovered and ε dominance is adopted to select data in the embedding 
space. Compared with traditional ε dominance, the mechanism does not lose valid solutions and can maintain a set 
of uniform-distributed solutions. In addition, the extreme solution-check operator is proposed to enhance the ability 
of holding extreme solutions of ε dominance. The detailed experimental comparison with NSGAII, SPEA2, NNIA 
and εMOEA shows that the two strategies in this study are beneficial to uniformity and spread maintenance, which 
are in the enhanced version of traditional ε dominance. 
Key words: evolutionary algorithm, multi-objective optimization, ε dominance, Isomap 

摘  要: 新型支配机制的研究是进化多目标优化领域中的热点和难点之一,其中,ε支配最具代表性.但是,它的缺

点在于对于不同几何形状的Pareto前沿十分敏感.提出了一种改进ε支配机制的等度规映射方法,采用等度规映射把

解映射到低维流形空间,发现隐藏于非支配解的几何分布,在低维流形空间进行ε支配的剪枝操作.与传统的ε支配相

比,该机制不会丢失部分有效解,能够较好地保持解分布的均匀性.另外,为了克服传统ε支配丢失部分极端解的不足,
设计了极端解校验算子.与 NSGAII,SPEA2,NNIA 和εMOEA 相比,所提出的ε支配和极端解校验算子能够较好地保

持解分布的均匀性和宽广性,改进了传统的ε支配. 
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优化问题是工程实践和科学研究中的主要问题形式之一,仅有一个目标函数的 优化问题被称为单目

标优化问题 ,目标函数超过一个并且需要同时处理的 优化问题被称为多目标优化问题 (multi-objective 
optimization problems, 简称 MOPs). 近年来 , 基于进化计算的多目标优化 (evolutionary multi-objective 
optimization,简称 EMO)已经发展成为一个很热的研究方向.在进化计算的权威期刊《IEEE Transactions on 
Evolutionary Computation》从 1997 年创刊至 2010 年发表的文章中,被 SCI 引用次数 多的两篇文章均是关于

EMO 的研究成果[1,2];根据进化多目标领域的著名学者 Coello Coello 的统计,进化多目标优化的文章逐年增加,
近 5 年的研究成果占总文献的 55.49%.截止到 2011 年 6 月,总的文献达到了 6 103 篇(http://www.lania.mx/ 

~ccoello/EMOO/EMOOstatistics.html). 
Coello Coello 等学者把进化多目标优化算法的发展分为两代:第一代算法以非支配排序和基于小生境的

多样性保持为其主要特点;第二代算法以精英保留机制为主要特征,NSGAII[1],SPEA2[2]和 PESAII[3]是该时期代

表性的算法.在文献[4,5]中,我们系统地总结和实验对比了当代多目标优化算法及其特点,对当前算法面临的新

问题和多目标优化的进一步发展提出了自己的见解.其中,新型支配机制的研究是进化多目标优化领域中的热

点和难点之一,非 Pareto 支配和松弛形式的 Pareto 支配开始被一些学者所重视.ε支配就是一种有效地保持解均

匀分布的松弛形式 Pareto 支配机制.但是,Hernández-Díaz 等学者在文献[6]中指出,由于没有考虑到多目标问题

的 Pareto 前沿的几何分布形式,ε支配可能丢失许多有效解和部分极端解,这种情况出现在多目标问题的 Pareto
前沿分布接近垂直和水平的情况下. 

根据流形学习可以发现高维观测数据中嵌入的子流形,能够找到数据的内在几何分布.本文研究了改进ε支
配机制的等度规映射方法[7],该方法首先把当前代的 Pareto 非支配解映射到低阶子流形空间,在该空间进行ε支
配的个体剪枝操作,通过每一代种群的进化来不断更新外部个体种群.此外,为了克服传统ε支配易丢失极端解

的情况,本文设计了极端解校验算子来保留丢失的极端解.通过系统地实验、分析,与 NSGAII,SPEA2,NNIA 和

εMOEA 相比,本文提出的基于等度规映射的ε支配和极端解校验算子克服了传统ε支配的不足,取得了较为理想

的实验效果. 

1   问题与定义 

多目标优化问题又称为多标准优化问题.不失一般性,一个具有 n 个决策变量、m 个目标变量的多目标优化

问题[8,9]可表述为 
 miny=F(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x))T s.t. gi(x)≤0(i=1,2,…,q),hj(x)=0(j=1,2,…,p) (1) 
其中:x=(x1,…,xn)∈X⊂Rn 称为 n 维的决策向量,X 为 n 维的决策空间;y=(y1,…,ym)∈Y⊂Rm 称为目标向量,Y 为 m 维

的目标空间.目标函数 F(x)定义了由决策空间向目标空间的映射函数,g(x)定义了 q 个不等式约束,h(x)定义了 p
个等式约束.下面给出 Pareto 支配和ε支配的定义. 

定义 1(可行解). 对于某个 x∈X,如果 x 满足公式(1)的约束条件 gi(x)≤0(i=1,2,…,q)和 hj(x)=0(j=1,2,…,p),
则 x 称为可行解.X 中所有可行解构成可行解集合,记为 Xf,且 Xf⊆X. 

定义 2(极端解). 对多目标优化问题的某一可行解集 FS,某个解 xA∈FS 如果在某一维目标∃i=1,2,…,m,对于

该解集中任意解∀xB∈FS,满足条件 fi(xA)=max(fi(xB)) or min(fi(xB)),则 xA 便是集合 FS 的一个极端解.所有极端解

构成该解集的极端解集合,记为 E. 
定义 3(有效解). 对多目标优化问题的某一可行解集 FS,除去极端解得到剩余解的集合即是该解集的有效

解,记为 V=FS−E. 
定义 4(Pareto 支配). 假设 xA,xB∈Xf 是公式(1)的两个可行解,称 xAPareto 支配 xB,当且仅当 

 ∀i=1,2,…,m fi(xA)≤fi(xB)∧∃j=1,2,…,m fj(xA)<fj(xB) (2) 
记作 xA xB,也叫做 xA 支配 xB. 

定义 5(Pareto 最优解集). Pareto 优解集是所有 Pareto 优解的集合,定义如下: 

 * * *{ | : }fP ¬∃ ∈x x X x x  (3) 
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定理 1. 任何连续多目标优化问题的 优 Pareto 前沿端由无穷多个不可数的解组成[10]. 
该定理说明,多目标 优解集的势是无穷大的.不同的算法由于初始条件的不同、迭代次数的不同以及进

化的随机性,每次只能得到该集合的一个不同的子集,这对于决策者来说,可能运行多次还无法得到包含满足要

求解的子集.为了能够得到一组可控制地逼近 Pareto 优解的集合,ε支配被提了出来,其定义如下: 
定义 6(ε支配). 假设 xA,xB∈Xf 是公式(1)所示多目标优化问题的两个可行解,xA 是ε支配 xB,记作 xA εxB,当且 

仅当 
 ∀i=1,2,…,m fi(xA)−εi≤fi(xB)∧∃j=1,2,…,m fj(xA) −εj<fj(xB) (4) 

定义 7(ε最优解集). 所有ε 优解的集合构成ε 优解集,定义如下: 

 * * *{ | : }fEP ε¬∃ ∈x x X x x  (5) 

ε支配把目标函数空间划分为不同的区域,不同的区域内只允许一个解存在.这样,决策者可以控制区域的

大小和解在区域的存在规则来获得不同的解.一般规定,根据距离超格左边界、右边界或超格坐标点的远近来

删除超格中的解.下面研究 Pareto 支配和ε支配的关系. 
定理 2. 假设 xA,xB∈Xf,且 xA xB,则 xA εxB

[11]. 

定理 3. 假设 xA,xB∈Xf,且 xA εxB,则 xA xB 未必成立. 
证明:为了证明该命题成立,不妨取一个反例证明之.令 fi(xA)=0.5εi+fi(xB),i=1,2,…,m.根据等式(4)对ε支配机

制的定义,满足 xA εxB.但是对于任意的εi>0,i=1,2,…,m,等式(2)无法满足,即 xA xB 不能够成立.证毕. □ 

定理 4. 假设 xA,xB,xC∈Xf,且 xA xB,xB εxC,则 xA εxC
[11]. 

由以上定理可知,ε支配是 Pareto 支配的松弛形式,松弛的裕量是εi>0,i=1,2,…,m.结合这两种支配机制,在
Pareto 支配的前提下再进行ε支配,就是给解的目标向量一个松弛裕量.松弛裕量构成了解的目标生存空间,该解

所有目标的松弛裕量构成一个空间超格.若空间超格的划分是均匀的,则 终解的分布就会是均匀的.但是空间

超格的均匀划分往往较难保证,它对 Pareto 前沿的形状十分敏感. 

2   改进ε支配机制的等度规映射方法 

2.1   传统ε支配的不足 

在传统的ε支配中,如果两个或多个解的某个目标函数差值小于相应的ε取值,则这些解只能被保留一个.因
为如果这些解的在某个目标上的差值小于相应的ε值,对决策者来说,那么这些解是无区别的.当然,决策者可以

根据自己的需要设定相应大小的ε取值,ε的取值决定着空间超格的粒度.Hernández-Díaz 等学者在文献[6]中指

出,由于没有考虑到实际问题的 Pareto前沿的几何分布,当 Pareto前沿分布接近水平或垂直时,ε支配机制将不能

较好地保持非支配解的均匀性 .如图 1 所示 ,对于两目标优化问题 ,其极端解只有两个 (如图中的箭头所

示,extreme point),而除去极端解剩余的所有以空心圆圈标识的解全是有效解.可以看出,极端解对应解的极值,
有利于解的综合评价和选择,有效解的存在有利于解的均匀性保持.对于文献[6]所指出的传统的ε支配的缺点,
通过分析,其原因在于,传统的ε支配在 Pareto 前沿分布接近水平或垂直的区域内不能有效地保持有效解和极端

解,造成了它们的大量丢失.为验证上述结论,考虑下列多目标优化问题,n=30,xi∈[0,1],i=1,2,…,n: 
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该问题的 Pareto 优前沿满足{xp+yp=1:0≤x,y≤1,0<p<∞},当 p 分别取 3/4,1/2 和 1/3 时,对应 Pareto 前沿的

曲率变化逐渐加剧.为了测试传统ε支配的性能,本文采用 Deb 等学者提出的基于ε支配的多目标进化算法: 
εMOEA[12].图 1 给出了等式(6)定义的 3 个问题的 优 Pareto 前沿和εMOEA 得到的 终结果.从图中可以看出,
当问题的 Pareto 前沿的分布接近水平或垂直时,基于ε支配机制的多目标算法会丢失许多有效解和极端解,从而

不能获得较好的均匀性.并且 p 值越小,在这些区域丢失的解就越多. 
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Fig.1  True Pareto fonts of equation (6) (denoted by real line) and the distributions of nondominated solutions by 

εMOEA (denoted by hollow circles) are presented when p is 3/4, 1/2 and 1/3 respectively 
图 1  当 p 分别取 3/4,1/2 和 1/3 时,等式(6)代表问题的 Pareto 优前沿分布情况(图中的实曲线) 

以及εMOEA 得到的非支配解的分布情况(图中的空心圆圈) 

2.2   改进ε支配机制的等度规映射方法 

2.2.1   等度规映射(Isomap) 
由传统ε支配的不足可知,如果多目标优化问题的 Pareto 优前沿是直线或平面,那么基于ε支配的多目标

算法就能够得到均匀分布的解.但是现实中的问题往往是复杂多变的,它们的 Pareto 优前沿的分布形式是多

种多样的.本文受流形学习能够把曲线或曲面伸展的启发,首先把它们伸展到低维流形空间,然后在伸展的对象

上进行基于ε支配的选择操作. 
流形定义为满足 Hausdorff 公理的拓扑空间,每个点的局部都同胚于高维欧式空间.流形学习主要研究数据

的降维,流形学习能够发掘高维数据的几何结构和相关性,揭示其流形分布.数据降维的方法包括线性和非线性

降维方法,其中,后者更具有普遍性.当今,流形学习研究的焦点也集中在非线性降维.其中,等度规映射(isometric 
mapping,简称 Isomap)[7]是一种具有代表性的、十分有效的非线性数据降维方法.该算法参数设定简单、能够保

证得到全局 优、可以计算出低维嵌入的维数,且计算速度较快.图 2 是用 Isomap 解决瑞士卷问题的图例.算法

1 是等度规映射的算法流程. 
算法 1. 等度规映射. 
输入:X=(x1,x2,…,xe)是原始流形空间的样本集合,e 是样本个数;K 是预先设定的近邻的个数;d 是低维嵌入 

的本征维数; 
输出:Y=(y1,y2,…,ye)是流形伸展后得到的结果. 
步骤 1.构建近邻图 G.对于 X 中的每个点,计算距离其 近的 K 个近邻点,连接这 K 个近邻点与该点,连接 

权值定义为该点与这些近邻点的欧式距离 d(xi,xj). 
步骤 2.计算图 G 中点的测地线距离.对于近邻图 G 中的两点 xi,xj,dG(xi,xj)=d(xi,xj).如果 xi,xj 不属于各自的 K 

近邻点,则 dG(xi,xj)=∞.然后,对于 k=1,2,…,e,dG(xi,xj)=min{dG(xi,xj),dG(xi,xk)+dG(xk,xj)}.所有点之间的 
短路径值构成 短路径矩阵 DG={dG(xi,xj)},i,j=1,2,…,e. 

步骤 3.计算低维流形嵌入.应用多维尺度变换,获得 短路径矩阵 DG的特征值和特征向量,前 d个大的特征 
值记为λi,i=1,2,…,d,对应的特征向量记为 vi,i=1,2,…,d.那么,嵌入在高维空间的低维流形坐标表示 

为 i vλ ,i=1,2,…,d.这 d 个特征向量构成矩阵 Y. 

Isomap 是一种保持数据点成对测地距离的方法.测地距离是流形上的两点沿流形曲线或曲面的 短距离.
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本文采用带标记(landmark)的 Isomap 算法,该算法选取 h(h<<e)个标记点来估计它们的 短路径矩阵.测地线距

离的计算采用 Dijkstra 算法,它的时间复杂度是 O(Kheloge),多维尺度变换的时间复杂度是 O(h2e),Isomap 算法

的时间复杂度是 O(h2e)(参看文献[7]中的第 3 部分). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Distribution of original Swiss roll        (b) Swiss roll stretched by Isomap in low dimensional manifold space 
(a) 原始瑞士卷的分布形式              (b) 采用 Isomap 伸展得到的瑞士卷嵌入到低维空间的分布 

Fig.2 
图 2 

2.2.2   改进ε支配机制的等度规映射方法 
改进ε支配的等度规映射方法考虑到原始数据的流形几何分布,在流形嵌入空间进行解的ε支配操作.流形

嵌入空间内的样本分布已经伸展开,不会丢失相应的有效解.从理论上分析,改进ε支配的等度规映射方法能够

克服传统ε支配的缺点. 
假设当前代外部种群的非支配解集为 A=(a1,a2,…,ac),c 是当前代外部种群中非支配解的数目.算法 2 是本

文提出的改进ε支配的等度规映射方法(Isomap based ε-dominance,简称 IED).本文采用文献[12]中为解分配辨

识向量的ε支配计算方法.为每一个解分配一个辨识向量,也就是给该解分配了一个空间超格或生存区域,这种

划分超格的机制可以根据解本身的取值来自适应地分配. 
算法 2. 改进ε支配机制的等度规映射(IED). 
输入:A=(a1,a2,…,ac)是当前代种群的非支配解,c 是解的个数;K 是预先设定的近邻个数;d 是低维嵌入的本 

征维数;ε的取值; 
输出:A′=(a1,a2,…,ac′)是经过 IED 的选择后得到的解. 
步骤 1.等度规映射.令 X=A,e=c,调用算法 1,得到映射到低维空间 Rm−1(m 是目标空间的维数)的坐标表示: 

Y=(y1,y2,…,yc). 
步骤 2.分配辨识向量.根据 Y=(y1,y2,…,yc),给 yi,i=1,2,…,c 分配辨识向量 Bi=(b1,b2,…,bm−1),其定义为 

, 1,2,..., 1.
j

i
j

j

yb j mε
⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

步骤 3.超格内的个体选择.根据 Y 中每个元素的辨识向量,找到辨识向量相同的元素.辨识向量相同的元素 
表明这些元素位于同一超格内.对于每一组辨识向量相同的元素,计算它们的嵌入向量距离共同的 
辨识向量的欧式距离,欧式距离小的元素被作标记.这些被作标记的元素对应的原始高维空间的解 
被保留下来,未作标记的解被删除.保留下来的解构成集合 A′=(a1,a2,…,ac′). 
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2.2.3   极端解校验算子 
图 1 中,εMOEA 会丧失部分极端解,这是因为现有的基于ε支配的多目标算法大多采用如下策略:距离共同

的辨识向量较近的个体被保留,较远的个体被删除.如图 3 所示,个体‘1’,‘2’和‘3’位于同一个超格内,个体‘1’距离

它们共同的辨识向量‘B’较近,所以被保留;而‘3’和极端解‘2’被删除.而极端解对应着某一目标函数的极值,对于

整个解集的分布和 终决策的选择具有重要意义,极端解不应该被删除.为了解决这个问题,本文提出了极端解

检验算子.如下所示: 
算法 3. 极端解检验算子. 
输入:A=(a1,a2,…,ac)是当前代种群的非支配解集,c 是解的个数;A′=(a1,a2,…,ac′)是经过 IED 的选择后得到

的解集. 
输出:A″=(a1,a2,…,ac″)是极端解检验之后得到的解集. 
步骤 1:找到 A=(a1,a2,…,ac)所有的极端解.对于等式(1)定义的多目标优化问题,m 个目标函数就对应着 m 个 

极端解.如果某个解的某一维函数值是所有解中的相应维的目标函数值的 大值或 小值,那么该

解一定是一个极端解. 
步骤 2:检验 A′中是否存在这些极端解,如果不存在,就加进 A′中.操作完毕之后的集合 A′定义为 

A″=(a1,a2,…,ac″). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

注意,本文设计的极端解检验算子对均匀性保持有一定程度的削弱.因为每个超格内部只允许存在一个解,
而极端解所在的超格可能存在两个解.但是,由于极端解的重要性,付出这种代价是值得的.此外,这种情况只发

生在极端解所在的超格,并且极端解的个数与目标函数值是相等的,所以这种削弱较为微弱. 

2.3   改进ε支配的等度规映射算法分析 

由于本文提出的是一种解的均匀性保持机制、一个外部种群的更新策略,不是一种新的多目标进化算法,
所以需要与其他多目标算法相结合来研究基于等度规映射的ε支配机制(IED)的有效性.为此,本文采用 Gong 等

学者[13]提出的 NNIA 作为 IED 的算法载体,采用 NSGAII[1],SPEA2[2],εMOEA[12],NNIA[13]作为比较算法.NNIA
受免疫响应中多样性抗体共生、少数抗体激活的启发,采用了一种基于非支配邻域的个体选择方法,只选择少

数相对孤立的非支配个体作为活性抗体,根据活性抗体的拥挤程度进行比例克隆复制,对克隆后的抗体群采用

了有别于 GA 的重组操作和变异操作,以此加强对当前 Pareto 前沿面中较稀疏区域的搜索.NNIA 是一种非常有

效的进化多目标范例.为了有效地比较本文提出的支配机制,我们采用等度规映射ε支配来替代 NNIA 中的基于

拥挤距离的多样性保持机制,替代后的算法记为 INNIA. 

1

2 
B

3

f2

f1

ε2 

ε1

Fig.3  Analysis of extreme solutions in ε dominance
图 3  ε支配机制中极端解的分析图例 
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3   实验仿真 

3.1   度量标准 

现有的度量标准多采用 优 Pareto 解的参考集合.一方面,当一个问题的 优 Pareto 前沿的曲率变化较大

时,一般较难获得均匀分布的 优解;另一方面,Pareto 优解的个数对 终的评价指标的影响较大,评价指标的

精度往往受 优参考解个数的制约.所以,本文采用非参考集合的度量标准:两个解集之间的覆盖率(coverage of 
two sets,简称 C)[14]用来度量不同算法得到的解的相互支配关系,用间距(spacing)[15]来度量解分布的均匀性,用

大展布(maximum spread,简称 MS)[8]来度量解分布的宽广性.这些指标已被进化多目标优化领域的学者所广

泛采用,并获得了一致的认可. 
间距(spacing,简称 S):间距度量指标用于衡量 PFknown 上抗体分布的均匀性,其定义如下: 

 2

1

1 ( )
1

PFn

i
iPF

S d d
n =

′≅ −
− ∑  (7) 

其中,
1

1 PFn

i
iPF

d d
n =

′= ∑ ,nPF 为 PFknown 上解的数目; id ′为 PFknown 上的第 i 个解与 PFknown 中 近的解之间的欧式距离. 

如果 S=0,则表示 PFknown 中的所有解呈均匀分布;相反地,S 越大,表明解分布越不均匀. 
大展布:该度量指标用于衡量 PFknown 上解分布的宽广性,如果 优参考解集为 PFtrue,则其定义如下: 

 
2max max min min

max min1

1 min( , ) max( , )m i i i i
i

i i

f F f FMS
m F F=

⎧ ⎫−⎪ ⎪≅ ⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  (8) 

其中, max
if 和 min

if 分别是集合 PFknown 中个体的第 i 维目标函数的 大值和 小值; max
iF 和 min

iF 分别是集合 

PFtrue 中个体的第 i 维目标函数的 大值和 小值,m 为目标函数维数.直观而言, 大展布为参考集合中的极端

解和算法估计解集的极端解所形成的空间超立方体,该空间超立方体越大,估计解集越能够逼近 优解集;相反

地,该值越小,说明算法的多样性越差. 
解集之间覆盖率:该度量指标用于衡量两个估计解集之间的相互支配关系,其定义如下: 

 | { ; : } |( , )
| |

x X x X x xC X X
X

′′ ′′ ′ ′ ′ ′′∈ ∈′ ′′ ≅
′′

 (9) 

其中, 表示 Pareto 不劣于,X′和 X″分别是两个估计集合. 

从定义可知,C(X′,X″)∈(0,1).C(X′,X″)=1 表示对于集合 X″中的所有解而言,均能在集合 X′中找到一个解不劣

于它;C(X′,X″)=0 表示对于集合 X″中的所有解而言,无法在集合 X′中找到一个解不劣于它的解. 
值得注意的是,C(X′,X″)≠1−C(X″,X′),二者不存在严格的数量互补关系,在度量两个解集之间相互支配关系

时,需要同时考虑它们[16]. 

3.2   测试函数 

为了测试 IED 的有效性,本文设计了 5 个两目标测试问题:F2,F3,F4,F5 和 F6.如下所示: 

 
1 1 2 1 1

2

2

( ) ,  ( ) ( )[1 ( ( )) ],  [0,1]

( ) 1 10( 1) [ 10cos(4 )],  [ 5,5],  2,..., ,  10

q

n

i i i
i

f x f g x x g x x

g n x x x i n n
=

= = − ∈

= + − + − π ∈ − = =∑

x x

x
 (10) 

当 q=0.5,2,5,0.2 时,对应的问题定义为 F1,F2,F3 和 F4.F2,F3 和 F4 是 ZDT4[14]测试函数的变形.F1 和 F4
问题的 Pareto 优前沿是凹的,而 F2 和 F3 问题的 Pareto 优前沿是凸的;F3 和 F4 的 Pareto 前沿的曲率变化

分别比 F2 和 F1 的要剧烈.F5 和 F6 是等式(6)定义的 p 分别等于 1/2 和 1/3 时的问题,F6 的 优 Pareto 前沿的

曲率变化比 F5 要剧烈.DTLZ1,DTLZ2 和 DTLZ3 是经典的测试多目标算法的三目标优化问题[17],详细数学定义

见表 1.通过参考文献[17],对于 DTLZ1,我们设定|x|=5;对于 DTLZ2 和 DTLZ3,|x|=10.研究 EMO 的学者已经提出

很多测试函数[18,19]及其变形[20],并被广泛用于测试 新的优化算法.这些新的测试函数大多是根据传统的 ZDT
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和 DTLZ 提出的变形形式. 
Table 1  Test instances 

表 1  测试函数 
Test problems Number of variables Variable boundary Objective functions (minimize) 

F1~F4 10 
1 [0,1]

[ 5,5]
2,...,

i

x
x
i n

∈
∈ −

=

 
1 1 2 1

2

2

( ) ,  ( ) ( )[1 ( ( )) ],

where ( ) 1 10( 1) [ 10cos(4 )]

1: 0.5;  2 : 2;  3 : 5;  4 : 0.2

p

n

i i
i

f x f g x x g x

g n x x

F p F p F p F p
=

= = −

= + − + − π

= = = =

∑

x x

x  

F5 30 [0,1] 
0.5 2

1 1 2 1

0.25
2

( ) ,     ( ) { ( )[1 ( ( )) ]}

where ( ) 1 9(( ) ( 1))n
ii

f x f g x x g x

g x n
=

= = −

= + −∑
x x

x
 

F6 30 [0,1] 
1/ 3 3

1 1 2 1

0.25
2

( ) ,  ( ) { ( )[1 ( ( )) ]}

where ( ) 1 9(( ) ( 1))n
ii

f x f g x x g x

g x n
=

= = −

= + −∑
x x

x
 

DTLZ1 k+|x|−1 [0,1] 

1 1 2

2 1 2

3 1
2

( ) 0.5 (1 ( ))  
( ) 0.5 (1 )(1 ( ))
( ) 0.5(1 )(1 ( ))

where ( ) 100[| | (( 0.5) cos(20 ( 0.5)))]
i M

M i i
x X

f x x g
f x x g
f x g

g x x
∈

= +
= − +
= − +

= + − − π −∑

x x
x x
x x

x x

DTLZ2 k+|x|−1 [0,1] 

1 1 2

2 1

3
2

2

3 1

( ) cos(0.5 )cos(0.5 )(1 )    
( ) cos(0.5 )sin(0.5 )(1 )
( ) sin(0.5 )(1 )    

where ( ) ( 0.5)n
ii

f x x g
f x x g
f x g

g x
=

= π π +
= π π +
= π +

= −∑

x
x
x
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DTLZ3 k+|x|−1 [0,1] 

1 1 2

2 1 2

3 1

2
3

( ) cos(0.5 )cos(0.5 )(1 )    
( ) cos(0.5 )sin(0.5 )(1 )
( ) sin(0.5 )(1 )    

where ( ) 100[| | (( 0.5) cos(20 ( 0.5)))]n
M i ii

f x x g
f x x g
f x g

g x x
=

= π π +
= π π +
= π +

= + − − π −∑

x
x
x

x x
 

3.3   实验设置 

本文采用 NSGAII,εMOEA,NNIA,SPEA2 与 INNIA 进行实验比较,其参数设置如下:对于 NSGAII,εMOEA, 
SPEA2,在线进化种群大小是 100,外部种群大小是 100;对于 NNIA 和 INNIA,抗体种群大小是 100,非支配活性

抗体种群的大小是 20.对于这 5 种算法,其进化代数均是 500.为了下文实验结果表示得简洁和有效,本文采用简

单的阿拉伯数字来表示不同的算法,见表 2.在后文所示的图 5~图 7 中,横坐标的阿拉伯数字均表示表 2 中的相

应算法. 
Table 2  Indexes of the different algorithms 

表 2  不同算法的索引值 
Index number 1 2 3 4 5 

Algorithms NSGAII εMOEA NNIA INNIA SPEA2
 

3.4   实验测试结果与分析 

对于等式(6)定义的函数,当 p 分别取 3/4,1/2 和 1/3 时,INNIA 的实验结果如图 4 所示.为了清楚而不重叠地

观察基于 IED的算法得到解的均匀性和极端解保留情况,本文把部分问题的Pareto前沿坐标轴进行了一定量的

平移,同时采用较小的外部种群.从图 4 可以看到,基于 IED 的 NNIA 算法不受问题的 Pareto 前沿曲率变化的影

响,具有较好的均匀保持性和极端解保留能力,与图 1 相比,它克服了传统ε支配的不足. 
5 种算法的统计实验结果比较如图 5~图 7 所示.实验结果是 30 次独立实验的统计平均,采用盒须图来表示

实验的结果.盒须图是经济学领域的统计分析的有效工具.盒图中的凹口可以有效地估计样本分布的中位数.这
些中位数可以描述样本的统计平均分布,而‘+’和盒图分布的长短可以有效地描述样本分布的稳定性. 
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图 5 是 NSGAII,εMOEA,NNIA,INNIA 和 SPEA2 对 9 个测试函数的运算结果的 Spacing 度量的盒须图分

布.Spacing 指标是衡量解分布均匀性的重要指标.由于

本文研究的是如何保持解分布的均匀性问题,因此该

指标对于评价改进的ε支配至关重要.首先比较改进ε
支配的 NNIA 与传统ε支配的进化多目标算法εMOEA
的均匀性统计结果.可以发现,对于 优 Pareto 前沿曲

率变化较小的问题(图 5 中的 F1),传统的ε支配能够取

得较好的均匀分布度量值.但是,随着曲率的增大(图 5
中的 F3,F4,F5 和 F6),盒须图的统计均值较大.这说明

传统的ε支配得出了较差的结果,这是由于它不能保持

有效解的均匀性所致 .也就是说 ,传统的ε支配对于

Pareto 前沿曲率较大的问题丢失了部分有效解.基于等

度规映射的改进型ε支配,对于具有不同曲率的 Pareto
前沿的多目标问题,表现出较好且稳定的性能. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.5  Statistical values of spacing for nine test problems by NSGAII (‘1’), εMOEA (‘2’), NNIA (‘3’), INNIA 
(‘4’), and SPEA2(‘5’) respectively. Box plots are used to illustrate the distribution of these samples 

图 5  NSGAII(‘1’),εMOEA(‘2’),NNIA(‘3’),INNIA(‘4’)和 SPEA2(‘5’)对 9 个测试函数的运算结果的 
间距度量的盒须图统计分布,盒须图用来描述样本的统计分布 
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图 4  INNIA 用于解决等式(6)定义的多目标问题

而得到的非支配解的分布情况(图中的空心圆圈)
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此外,通过对比图 5 中的 INNIA 和 NNIA 统计盒须图分布,对于 F1,F2,F3,F4,F5,F6 和 DTLZ2,INNIA 获得

了更加优秀的均匀性统计分布指标,说明基于改进ε支配的 NNIA 比基于经典拥挤距离的 NNIA 能够更好地保

持解分布的均匀性.对于 DTLZ1 和 DTLZ3,二者具有十分接近的统计分布结果,这是由于它们对于这两个问题

获得了明显优越的收敛性,图中无法在更加精细的数量级比较二者的均匀性指标.需要说明的是,对于 F1,F2, 
F4,F5,F6 和 SPEA2 获得 好的盒须图统计分布结果,这说明 SPEA2 在本文 5 种算法中的均匀性保持能力

好.SPEA2 算法在当前进化多目标优化领域已获得公认的均匀性保持能力,但是该算法的缺点在于需要进行一

个复杂的个体选择操作,其时间复杂度是 O(N3),N 是种群的大小.如果不考虑该算法,本文提出的基于等度规映

射ε支配的均匀性保持能力 好,均优于 NSGAII,εMOEA,NNIA. 
图 6 是 NSGAII,εMOEA,NNIA,INNIA 和 SPEA2 对 9 个测试函数的运算结果的 大展布度量盒须图分布.

大展布可以检验解集分布的宽广程度. 终得到的解分布越宽广,越能给决策者更多的选择,有利于发现更加

适合实际工程需要的解.从图 6 中可以得到,对于 F1,F3,F4,F5,F6,DTLZ1 和 DTLZ3 问题,εMOEA 的宽广程度不

如其他算法,原因是该算法丢失了极端点处的解.而加入极端解检验算子的 IED 可以较好地保留极端解,并且对

于实验中的 9 个问题,基于 IED 算法均获得较好的统计结果. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Statistical values of maximum spread for nine test problems by NSGAII (‘1’), εMOEA (‘2’), NNIA (‘3’), 
INNIA (‘4’), and SPEA2(‘5’) respectively. Box plots are used to illustrate the distribution of these samples 
图 6  NSGAII(‘1’),εMOEA(‘2’),NNIA(‘3’),INNIA(‘4’)和 SPEA2(‘5’)对 9 个测试函数的运算结果的 

大展布度量的盒须图统计结果,盒须图用来描述样本的统计分布 

图 7 是 NSGAII,εMOEA,INNIA 和 SPEA2 对 9 个测试函数的运算结果的集合之间覆盖率度量盒须图分布.
集合之间覆盖率能够定量地反映出两个集合相互之间的支配关系,能够衡量解的相对收敛性.本文并未给出
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INNIA 与 NNIA 的支配关系,这是因为 NNIA 是 IED 的算法载体,IED 从 NNIA 得到当前代的非支配解集而未

影响 NNIA,所以 INNIA 的收敛性与 NNIA 是一致的. 
一个多目标算法要获得均匀分布的解,不仅要有较好的均匀性保持策略,还要有较好的收敛性.如果算法不

能收敛到或接近 Pareto 优前沿,那么该算法要么不能得到均匀分布的解,要么得到的也是无意义的均匀解.图
7 中,除了 F5 和 F6 问题对应的 C(1,4)大于 C(4,1)和 C(2,4)大于 C(4,2)以外,对于其他 7 个问题的解集之间覆盖

率度量 ,与其他 3 种算法相比 ,INNIA 均获得了较好或近似的结果 ,这说明 INNIA 的收敛性优于或等于

NSGAII,εMOEA 和 SPEA2 的收敛性.特别地,对于 DTLZ3 问题,NSGAII,εMOEA 和 SPEA2 均获得了较差的均

匀性度量值.这是因为这些算法不能收敛该问题的 优 Pareto 前沿附近,而 NNIA 可以收敛到该问题的 优

Pareto 前沿,所以 INNIA 对该问题具有较好的收敛性和均匀性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.7  Statistical values of Coverage of two sets for nine test problems by NSGAII (‘1’), εMOEA (‘2’), NNIA 
(‘3’), INNIA (‘4’), and SPEA2(‘5’) respectively. Box plots are used to illustrate the distribution of these samples 
图 7  NSGAII(‘1’),εMOEA(‘2’),NNIA(‘3’),INNIA(‘4’)和 SPEA2(‘5’)对 9 个测试函数的运算结果的集合之间 

覆盖率度量的盒须图统计结果,盒须图用来描述样本的统计分布 

总而言之,通过实验比较,可以得出如下结论: 
(1) 当两种算法具有比较接近的收敛性能时,解集的均匀性由该算法的均匀性保持策略来支配,均匀性

保持策略好的算法能够得到较均匀的解集;如果两种算法具有较悬殊的收敛性能,那么,收敛性能较

差的算法一般不能得到均匀分布的解集或得到不收敛的均匀解; 
(2) 本文提出的改进ε支配机制的等度规映射方法克服了传统ε支配对于 Pareto 前沿形状敏感的缺点,本
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文的策略能够较好地维持解分布的均匀性,有利于解的有效进化和后期决策; 
(3) 极端解检验算子能够保持极端解的存在,克服了传统ε支配丢失极端解的不足,能够较好地维持解分

布的宽广性.虽然多目标优化算法给决策者提供的是一组折衷解集,但是极端解往往对于折衷解的

比较和选择有重要的参考价值.一旦决策者得到一组折衷解,他往往想知道这组解在对于所有目标

的 值,然后做出合适的选择,并且决策者也很可能选择极端解.所以,保持极端解对于多目标决策有

很大的参考和选择价值. 

3.5   本征维数的估计 

本征维数就是嵌入到流形空间的维数,在流形学习中,本征维数的估计问题是流形学习中的重要问题.对于

本文所要解决的两目标和三目标问题,定性地看,需要考虑原始问题分别嵌入到一维和两维空间的集合分布情

况,因为对于两目标问题,直观地把曲线伸展成一条直线;对于三目标问题,把曲面伸展成一个平面.所以,本文采

用了 m−1 作为问题的本征维数.在此,我们用嵌入向量的重构残差[5]来验证本文的做法. 
图 8 是 F5 和 DTLZ2 问题的本征维数-残差曲线图(不同的嵌入维数为横坐标,残差为列坐标得到的残差曲

线图).对于两目标优化问题(F5),IED 的残差较小;当维数大于 1 时,残差的变化已不明显.这说明,对于两目标问

题,取本征维数为 1,残差已经很小.对于三目标优化问题(DTLZ2),IED 的残差比两目标问题的残差要大;当维数

大于 2 时,残差已经相对较小.所以,本征维数取 2 已经可以满足要求.这说明,我们把由两目标和三目标优化问题

得到的两维曲线和三维曲面 Pareto 前沿端分别伸展成一维直线和两维平面是有效的. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) F5                                               (b) DTLZ2 

Fig.8  Graphs of corresponding dimension-residuals of F5 and DTLZ2 
图 8  F5 和 DTLZ2 问题的本征维数-残差曲线图 

4   结束语 

ε支配机制是较新的一种松弛形式的 Pareto 支配机制,根据ε支配机制的不足和流形学习特点,本文提出了

基于等度规映射的ε支配机制和极端解检验算子.实验分析表明,基于等度规映射的ε支配具有较好的均匀保持

性,极端解检验算子具有较好的极端解保持能力,它较好地克服了传统ε支配机制的不足.把每一代的非支配解

影射到变换空间是一种很好的保持解均匀性的思路.但是,等度规映射只是非线性变换的一种方法,需要指出的

是,如何设计出简单而有效的非线性变换或映射,是改进传统的ε支配机制的一个可行而有效的方法. 
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