
 

软件学报 ISSN 1000-9825, CODEN RUXUEW E-mail: jos@iscas.ac.cn 
Journal of Software,2011,22(7):1538−1550 [doi: 10.3724/SP.J.1001.2011.03859] http://www.jos.org.cn 
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel/Fax: +86-10-62562563 

 

求解 QBF 问题的启发式调查传播算法
∗

 

殷明浩 1,3,  周俊萍 1,2+,  孙吉贵 2,3,  谷文祥 1 

1(东北师范大学 计算机学院,吉林 长春  130117) 
2(吉林大学 计算机科学与技术学院,吉林 长春  130012) 
3(吉林大学 教育部符号计算与知识工程重点实验室,吉林 长春  130012) 

Heuristic Survey Propagation Algorithm for Solving QBF Problem 

YIN Ming-Hao1,3,  ZHOU Jun-Ping1,2+,  SUN Ji-Gui2,3,  GU Wen-Xiang1 

1(College of Computer Science, Northeast Normal University, Changchun 130117, China) 
2(College of Computer Science and Technology, Jilin University, Changchun 130012, China) 
3(Key Laboratory of Symbolic Computation and Knowledge Engineering of Ministry of Education, Changchun 130012, China) 

+ Corresponding author: E-mail: zhoujp877@nenu.edu.cn 

Yin MH, Zhou JP, Sun JG, Gu WX. Heuristic survey propagation algorithm for solving QBF problem. 
Journal of Software, 2011,22(7):1538−1550. http://www.jos.org.cn/1000-9825/3859.htm 

Abstract:  This paper presents a heuristic survey propagation algorithm for solving Quantified Boolean Formulae 
(QBF) problem. A QBF solver based on the algorithm is designed, namely HSPQBF (heuristic survey propagation 
algorithm for solving QBF). This solver is a QBF reasoning engine that incorporates Survey Propagation method for 
problem solving. Using the information obtained from the survey propagation procedure, HSPQBF can select a 
branch accurately. Furthermore, when handling the branches, HSPQBF uses efficient technology to solve QBF 
problems, such as unit propagation, conflict driven learning, and satisfiability directed at implication and learning. 
The experimental results also show that HSPQBF can solve both random and QBF benchmark problems efficiently, 
which validates the effect of using survey propagation in a QBF solving process. 
Key words: artificial intelligence; quantified Boolean formulae problem; QBF(quantified Boolean formulae) 

solver; factor graph; survey propagation; conflict driven learning; satisfiability directed implication 
and learning 

摘  要: 提出了一种启发式调查传播算法,并基于该算法设计了一种 QBF(quantified Boolean formulae)求解器—

—HSPQBF(heuristic survey propagation algorithm for solving QBF)系统.它将 Survey Propagation 信息传递方法应用

到 QBF 求解问题中.利用 Survey Propagation 作为启发式引导 DPLL(Davis,Putnam,Logemann and Loveland)算法,选
择合适的变量进行分支,从而可以减小搜索空间,并减少算法回退的次数.在分支处理过程中,HSPQBF 系统结合了

单元传播、冲突学习和满足蕴涵学习等一些优秀的 QBF 求解技术,从而能够提高 QBF 问题的求解效率.实验结果

表明,HSPQBF 无论在随机问题上还是在 QBF 标准测试问题上都有很好的表现,验证了调查传播技术在 QBF 问题

求解中的实际价值. 
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量化布尔公式(quantified Boolean formulae,简称 QBF)是指带有存在和全称量词前缀的命题逻辑公式.当
QBF 公式的量词中只含有存在量词时,QBF 问题就转化为命题可满足(SAT)问题.因此,QBF 问题通常可以看作

是 SAT 问题的泛化.Garey 等人证明 QBF 问题的计算复杂性高于 SAT 问题,是 PSPACE(polynomial space)完备

的[1],它可以在多项式时间内与一致性规划、验证、非单调推理、知识推理等问题进行相互转换[2−4].由于其重

要的理论价值和应用价值,QBF 问题的研究受到了广泛的重视. 
Gent 等人设计了第一款不完备的 QBF 求解器 WalkQSAT,该求解器在启发式设计中利用了 SAT 问题求解

器 Walksat 的启发式方法[5].Rowley 等人设计了 QBF 求解器 WATCHEDCSBJ,它扩展了 SAT 求解器 ZChaff 中
的监视文字这种放松的数据结构[6].Giunchiglia 等人设计了 QBF 求解器 QuBE,该求解器使用了子句学习技术,
它采用的数据结构与 WATCHEDCSBJ 一样,通过使用监视文字这种放松的数据结构而得到的[7].Rintanen 等人

设计了 QSAT 求解器,它使用了 MOMS 启发式方法[8].Zhang 等人设计了 Quaffle 求解器,该求解器采用了变量状

态独立衰退总和的启发式方法,并把子句学习技术融入到求解器中[9]. 
事实上,几乎所有高效的 QBF 问题求解器都是基于 DPLL(Davis,Putnam,Logemann and Loveland)算法设计

的,影响 DPLL 算法效率的最主要的因素之一是分支的选取.为此,研究人员采用了各种方法来确定 DPLL 算法

的选择分支.Cadoli 等人设计的 Evaluate 求解器采用了一种最朴素的方法——随机选取方法,该系统也是最早

将 SAT 问题的求解方法引入到 QBF 的求解方法的系统之一[10].Zhang 等人设计的 Quaffle 求解器借鉴了 Zchaff
求解器中使用的变量状态独立下降的启发式方法[9].Rowley 等人设计的 WALKQSAT 求解器借助的是 Walksat
启发式方法:通过 Walksat 求解器找到一个文字来确定分支[2].Giunchiglia 等人设计的 QuBE 求解器采用的是

bohm 和 jw2 的启发式方法:根据在最短的子句中出现次数最多的文字来确定分支[7]. 
近年来 ,命题可满足问题(SAT)的求解能力有了很大程度的提高 ,但依然存在一些开放性问题 .1999 年 , 

Zecchina 等人在《Nature》杂志上发表的论文指出,在求解随机 K-SAT 问题时,存在着从可满足到不可满足的相

变,当αcluster<α<αc(αc≈4.27,αc 为子句个数与变量个数的比值)时,SAT 问题会出现求解困难的区域[11].2002 年, 
Mezard 等人在《Science》杂志上给出了调查传播(survey propagation,简称 SP)算法,该算法源于统计物理学,可
以在稍高于线性时间内判断具有 1 000 000 变量规模的处于难解区域的 SAT 问题[12]. 

从本质上说,SP 算法可以看作是一种基于 DPLL 的 SAT 回退搜索算法.它首先计算一组满足变量赋值的概

率边缘分布,并逐步确定具有最大分布值的变量.令人惊奇的是,SP 算法几乎很少回退,换言之,以 SP 启发式来引

导搜索在大多数情况下都是高效的.本文的主要工作之一即是将 SP 方法应用于求解 QBF 问题的分支选择上,
利用 SP 方法作为启发式引导搜索来减少搜索过程中的回退次数,从而加速求解过程. 

与目前大部分 QBF 求解器相同,HSPQBF(heuristic survey propagation algorithm for solving QBF)系统也是

一款基于 DPLL 算法的 QBF 求解器.该系统综合利用多种方法来提高 QBF 问题的求解效率.在分支选择过程

中,HSPQBF 使用 SP 方法提供的全局信息确定分支,以缩小搜索空间,从而减少算法回退次数.同时,分支处理过

程中 HSPQBF 利用冲突推理、冲突学习、满足蕴涵学习等技术来减小搜索空间,加速了问题求解. 

1   相关概念 

为了讨论方便,首先介绍本文需要的相关概念. 
定义 1(量化布尔公式). 设 PS 是一个有限的命题符号集合,PS 上的量化布尔公式集合 QPROPps 是如下递

归定义的最小符号集合: 
(1)  T,⊥,v 属于集合 QPROPps(其中,T 表示真,⊥表示假,v∈PS 且 v 是变量); 
(2) 若φ,ϕ属于集合 QPROPps,则¬(φ),(φ∧ϕ),(φ∨ϕ),(φ⇒ϕ),(φ⇔ϕ),(φ⊕ϕ)属于集合 QPROPps; 
(3) 若φ属于集合 QPROPps 且 x 属于 PS,则∀x(φ),∃x(φ)属于集合 QPROPps. 
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由定义可以看出,一个量化布尔公式是一个抽象的命题符号集合,没有什么意义,更无真假可言.但如果对

PS 中的每个命题符号给以真或假的解释,那么量化布尔公式 F 就变成一个有真假意义的命题了.将这个解释记

为 I,公式 F 在解释 I 下的真值记为 F(I),递归的计算方法如下: 
(1) 若 F=∀x(φ),则 F(I)=min({φx←0(I),φx←1(I)}); 
(2) 若 F=∃x(φ),则 F(I)=max({φx←0(I),φx←1(I)}). 
一般地,量化布尔公式 F 可以表示为 Q1x1…Qnxnφ,其中,Qi∈{∀,∃},i=1,…,n,φ既可以用合取范式表示,也可以

用析取范式表示.文中φ采用合取范式,Var(φ)={x1,x2,…,xn},对于任意的布尔变量 xi(i=1,…,n),有且仅有一个量词

对它进行约束.由全称量词约束的变量称为全称变量,由存在量词约束的变量称为存在变量. 
定义 2(量化布尔公式的可满足性问题). 量化布尔公式的可满足性问题是指:给定一个量化布尔公式,判断

是否存在一个解释,使得该量化布尔公式在该解释下为真.如果存在该公式的一个解释使得该公式为真,则该公

式是可满足的(SAT);否则,是不可满足的(UNSAT). 
需要注意的是,对于一个 QBF 公式 Q1x1…Qnxnφ,如果相邻的量词是不同的,则其量词顺序不可改变.例如,

公式∀x1∃x2(x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2)和公式∃x2∀x1(x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2)是逻辑不等价的;但是如果相邻的量词是相同的,
则可以交换量词的顺序.例如,∃x1∃x2φ≡∃x2∃x1φ,∀x1∀x2φ≡∀x2∀x1φ.因此,通常将相邻的相同量词合并,这样,公式

可表示为 
 Q1X1…QkXkφ (1) 
其中,Xi(i=1,…,k)是具有相同量词的变量集.由于相邻的相同量词都在一组,这时,公式(1)中的全称量词和存在量

词是交替出现的,每个量词约束一个变量集,文中采用如公式(1)所示的 QBF 公式.如果公式(1)的量词个数为 k,
称该公式为 kQBF 公式.同时,将公式(1)中最外层的量词层定义为第 1 层,依次类推,最内层的量词层为第 k 层. 

由于当最内层为存在量词且 k 为奇数时,问题是 P
kΣ -完全的;当最内层为存在量词且 k 为偶数时,问题是 P

kΠ -完

全的;当最内层为全称量词且 k 为奇数时,问题是 P
kΠ -完全的;当最内层为全称量词且 k 为偶数时,问题是 P

kΣ -完 

全的.它们都是多项式级别的,因而,本文只研究最内层是存在量词的 QBF 问题. 

2   HSPQBF 算法框架 

DPLL 算法是求解 SAT 问题的最为高效的算法之一,目前几乎所有的 QBF 求解器都是基于 DPLL 算法设

计的,图 1 给出了求解 QBF 问题的 DPLL 算法的基本框架. 
在 DPLL算法中,C∅表示空子句,Call∀表示由全称文字组成的子句,lv表示变量 v所对应的文字,l∃表示存在文

字集合,l∀表示全称文字集合,Q.E|v=true 表示将变量 v 赋值为真后得到的公式集合,Q.E|v=false 表示将变量 v 赋值为

假后得到的公式集合.在预处理阶段(preprocess),DPLL 算法首先使用纯文字规则、单元文字规则等推理规则简

化 QBF 公式,从而判断算法是否满足终止条件:如果化简后得到的公式集合为空,则原 QBF 公式可满足;否则,
若化简后得到的公式集合包含空子句或者存在一个仅由全称文字组成的子句,则原 QBF 公式不可满足.若经过

预处理阶段无法判断该 QBF问题是否可满足,则选择被 QBF公式的最外层量词层约束的一个变量拆分与或树,
得到两个公式集合 Q.E|v=true 和 Q.E|v=false.若该变量对应的文字是存在文字,只要其中的一个公式集合是可满足

的,就可以保证原公式集合可满足;若该变量对应的文字是全称文字,那么原公式集合可满足当且仅当 Q.E|v=true

和 Q.E|v=false 均为可满足的.由 DPLL 算法可以看出,选择一个合适变量来拆分与或树是影响整个算法效率的最

关键因素之一. 
我们在基本的 DPLL 算法的基础上设计了 HSPQBF 算法,算法的整体框架如图 2 所示.算法中记号的含义

与 DPLL中的相同,C∅表示空子句,Call∀表示由全称文字组成的子句,lv表示变量 v所对应的文字,l∃表示存在文字

集合,l∀表示全称文字集合,Q.E|v=true 表示将变量 v 赋值为真后得到的公式集合,Q.E|v=false 表示将变量 v 赋值为假

后得到的公式集合 .在预处理阶段 ,HSPQBF 算法使用单文字规则对 QBF 公式进行化简 .在分支选择阶

段,HSPQBF 算法采用 SP 方法作为启发式(SP_choosevariable),该方法通过提供全局信息确定分支,缩小了搜索

空间,从而减少了算法的回退次数,这部分内容将在第 3 节中给出详细介绍.在分支处理阶段,首先利用冲突推理
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规则对 QBF 公式进行推导,该推理有 3 种返回值,分别为 conflict,satisfaction 和 undetermined.如果 E 在当前赋

值下为假,即返回值为 conflict,则进行冲突分析;如果 E 在当前赋值下为真,即返回值为 satisfaction,则进行满足

分析;如果 E 在当前的赋值下不能判断其真值,返回值是 undetermined,继续分支选择.在这个阶段,利用冲突学

习、满足蕴涵学习等技术减小搜索空间,加速了问题求解,第 4 节将主要介绍这些方法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  DPLL algorithm                          Fig.2  HSPQBF algorithm 
图 1  DPLL 算法                              图 2  HSPQBF 算法 

3   基于 Survey Propagation 方法的分支选择 

SP 算法可以看作是一种基于 DPLL 的 SAT 回退搜索算法,它首先计算一组满足变量赋值的概率边缘分布,
并逐步确定具有最大分布值的变量.令人惊奇的是,SP 算法几乎很少回退,换言之,SP 算法在启发式引导中大多

数情况下都是高效的.SP 算法在计算边缘分布的过程中,采用一种消息传递技术,并利用调查迭代函数反复地

计算传递的消息.一旦传递的消息收敛,就利用启发式消解过程找到发生“冻结”的变量,并确定这些“冻结”的变

量逐步简化布尔公式.本节将讨论如何利用 SP 方法在 QBF 求解过程中进行分支选择. 

3.1   利用Survey Propagation进行分支选择 

在求解 QBF 问题时,使用 SP 方法进行分支选择.在计算边缘分布的过程中,SP 方法在因子图上传递消息,
它通过计算边缘分布从全局的角度给出相应的信息,使QBF求解器可以更准确地选取分支,缩小搜索空间,减少

算法回退的次数,提高算法的效率. 
3.1.1   因子图(factor graph) 

因子图是一个无向图 G=(V,E),其中,V 为节点集合,E 为弧集合.因子图包含两类节点:变量节点(图中用圆圈

表示)和子句节点(图中用方块表示).若变量 i 出现在子句 a 中,就用一条弧连接变量节点 i 与子句节点 a.根据变

量 i 在子句中出现的形式,因子图包含两类弧:若变量 i 以正的形式出现在子句 a 中,则称该弧为正弧,用一条实

线连接节点 i 与节点 a;若变量 i 以负的形式出现在子句 a 中,
则称该弧为负弧,用一条虚线连接节点 i 与节点 a.对每一个变

量节点 i,用 V(i)表示与变量节点 i 相连的所有子句节点的集

合,用 V+(i)表示与文字 i 相连的所有子句节点的集合,用 V−(i)
表示与文字¬i 相连的所有子句节点的集合.V(i)\b 表示除去子

句节点 b 的所有与变量 i 相连的子句节点的集合.类似地,对每

一个子句节点 a,用 V(a)=V+(a)∪V−(a)表示邻接变量节点的集

合.例如,对于 QBF 公式∀x1∃x2(x1∨x2)∧ (¬x1∨¬x2),可以用因子

图(如图 3 所示)表示它的命题公式部分 .其中 ,a 子句表示

x1∨x2,b 子句表示¬x1∨¬x2. 

Procedure HSPQBF(Q.E) 
1.   preprocess(Q.E); 
2.   if (E=∅) then return SAT; 
3.   if (C∅∈E)∨(Call∀∈E) then return UNSAT; 
4.   result=deduce(); 
5.   if (result=conflict) 
6.   then analyze_conflict(); 
7.   if (result=satisfaction) 
8.   then analyze_satisfaction(); 
9.   v←SP_choosevariable(Q.E); 
10.  if (lv∈l∃) 
11.  then return HSPQBF(Q.E|v=true) or HSPQBF(Q.E|v=false) 
12.  if (lv∈l∀) 
13.  then return HSPQBF(Q.E|v=true) and HSPQBF(Q.E|v=false)

Procedure DPLL(Q.E) 
1.   preprocess(Q.E); 
2.   if E=∅ then return SAT; 
3.   if (C∅∈E)∨(Call∀∈E) then return UNSAT; 
4.   v←choosevariable(Q.E); 
5.   if (lv∈l∃) 
6.   then return DPLL(Q.E|v=true) or DPLL(Q.E|v=false) 
7.   if (lv∈l∀) 
8.   then return DPLL(Q.E|v=true}) and DPLL(Q.E|v=false)

1

2

a b 

Fig.3  An simple example of a factor graph
图 3  一个简单的因子图示例 
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3.1.2   消息传递 
SP 算法中传递的消息分为两种:一种是子句向变量传递的消息,另一种是变量向子句传递的消息.消息的

更新是利用调查迭代函数来实现的. 
(1) 子句 a 向变量 i 传递消息的迭代函数:子句向变量传递的消息称为调查,用ηa→i 表示(其中,ηa→i∈[0,1]). 

 0
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其中,若 V(a)\i 为空,则ηa→i=1. 

(2) 变量 i 向子句 a 传递消息的迭代函数:变量向子句传递的消息是一个三元组 ( , ,u s
i a i a i a∏ ∏ ∏→ → →=  

0 )i a∏ → .它们的迭代函数分别是 
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其中: ( )u
aV i 表示与 i 连接的所有使变量 i 不满足子句 a 的子句节点的集合(除了节点 a 以外).如果 ( )u

aV i 是空集,

那么相应的乘积是 1; ( )s
aV i 表示与 i 连接的所有使变量 i 满足子句 a 的子句节点的集合(除了节点 a 以外).如果

( )s
aV i 是空集,那么相应的乘积是 1. 

图 4 给出上述消息传递函数的直观解释.它包含两种消息:一种是子句向变量发送的消息,表示变量的赋值

满足子句的概率.例如图 4 中左图所示,子句 a 包含 3 个变量 x,y,z,假设子句 a 获得来自变量 y 和 z 的消息,知道

变量 y 和 z 不能满足子句 a,那么,要想满足子句 a,就必须向变量 x 发送调查(ηa→x>0);另一种是变量向子句发送

的消息,表示变量的赋值不能满足子句的概率.例如图 4 中右图所示,5 个子句 a,b,c,d,e 都包含变量 x,其中,子句

a,b,c,e 包含文字 x,子句 d 包含文字¬x.子句 a,b,c,e 向变量 x 发送调查,因为变量 x 以否定的形式出现在子句 d
中,根据这些调查,那么,变量 x 的赋值不能满足子句 d. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Two types of messages passed 
图 4  两种消息传递类型 

3.1.3   基于 Survey Propagation 的分支选择 
首先给出 SP 算法,如图 5 所示.SP 算法的输入参数为最大迭代次数 tmax 和要求精度ε.算法首先在 t=0 时随

机初始化所有调查,然后反复地利用调查迭代函数(Update_SP())依次更新调查(第 3 行),当连续两次迭代得到的

所有调查差的绝对值小于要求精度时,表明算法收敛,得到所有的调查.SP 算法得到的调查可用于估计每个变

量在所有解中的统计特性(称为偏量),这种偏量分为正偏量和负偏量.正偏量是指,当随机选取一个簇时,变量 i
被约束(“冻结”)到 xi=1 的概率.类似地,负偏量是指,当随机选取一个簇时,变量 i 被约束(“冻结”)到 xi=0 的概率.
下面给出正偏量和负偏量的计算公式. 

x
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根据变量的正偏量和负偏量,可以得到变量的偏量值为 

 ( ) ( )max( , )i i iW W W+ −=  (11) 

在求解 QBF 公式时,SP 方法可以为求解提供全局信息,该信息可用于估计每个变量在所有解中的统计特

性,进而指导 DPLL 过程的分支选择.在选择分支的过程中,首先根据 QBF 公式的量词层按照从小到大的顺序选 

择变量 . 对于同一量词层的变量 , 通过调用 S P 过程可以得到变量的正偏量 ( )
iW + 和负偏量 ( )

iW − . 

根据偏量值,可以将变量分为 3 类:偏向变量( ( )
iW + ~1 或 ( )

iW − ~1)、平衡变量( ( ) ( )~i iW W+ − 且 (0)
iW 很小)、约束不

足变量( (0)
iW ~1).由于选择平衡变量会改变问题的解簇的结构,损失大量解簇;约束不足变量不能提供足够的求

解信息,因此选择已经“冻结”的偏向变量作为待分支的变量,即那些具有最大| ( ) ( )
i iW W+ −− |值的变量.根据约束变 

量的量词的不同,对变量采用的赋值方式也不同.如果约束当前分支变量的量词是存在量词,首先考察将变量赋

值为其偏向值的分支.这是因为,对于存在变量,只要与或树的一个分支是可满足的就可以保证原公式可满足,
因此,应该选择有较多满足解的子空间;如果约束当前分支变量的量词是全称量词,因为这时只有当该变量对应

节点的两个分支都是可满足的才可以保证原公式可满足,所以首先考察将变量赋值为其偏向值的反的分支;如
果该分支不可满足,则不需要继续考察另一个分支.实验结果表明,上述方法可以显著提高 DPLL 方法的求解 
效率. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4   分支处理 

在选择好待处理的 QBF 子公式后,进入分支处理阶段.分支处理的目的在于判断搜索树当前分支所对应的

QBF 子公式的可满足性.在这一阶段采用了冲突推理、冲突学习和满足蕴涵学习等技术对搜索空间进行剪枝,
以提高分支处理的效率. 

Fig.5  Survey Propagation algorithm
图 5  Survey Propagation 算法 

Procedure Survey Propagation(tmax,ε) 
1.  if (t=0) then initialize_ηa→i; 
2.  for t=1 to t=tmax 
3.    ηa→i(t)=Update_SP(); 
4.    if (|ηa→i(t)−ηa→i(t−1)|all<ε) 
5.    then Goto 7 
6.  endfor 
7.  if (t=tmax) then return UN-CONVERGED;
8.  else return *

a iη → =ηa→i(t). 
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4.1   冲突推理 

在判断给定 QBF 公式的可满足性之前,先利用冲突推理技术对该公式进行化简.这一过程主要采取单文字

规则和冲突规则. 
定义 3(单元子句). 给定一个 QBF 公式 F,C 为 F 中的子句,称 C 是一个单元子句当且仅当:(1) C 中有且仅

有一个存在文字 l;(2) C 中所有全称文字的量词层都大于 l 的量词层.其中,称存在文字 l 为单元文字. 
定义 4(单文字规则). 如果 QBF 公式 F 中存在单元文字 l,则将 l 赋值为真,得到一个新公式 F ′. 
给定 QBF 公式 F,C 为单元子句,若 l 为 C 中的单元文字,显然,在所有使 C 为真的赋值中,l 的真值都应该为

真,因此可以得到如下结论: 
命题 5. 给定 QBF 公式 F,设 F ′为在 F 上应用单文字规则后得到的新的 QBF 公式,则 F 可满足当且仅当 

F ′可满足. 
定义 6(赋值冲突). 给定一个 QBF 公式 F,C 为 F 中的子句,如果在赋值过程中 C 满足:(1) C 中所有存在文

字的赋值都为假;(2) C 中所有全称文字的赋值都不为真.这时,称 F 出现赋值冲突,称 C 为冲突子句. 
定义 7(冲突规则). 给定一个 QBF 公式 F,在赋值过程中,如果当前分支存在冲突子句,则在该分支中 F 不可

满足. 
在应用单文字规则和冲突规则后,需要根据推理的结果作进一步的处理.当推理的结果是 conflict 时,表示

当前分支不可满足,需要进行冲突学习,具体内容在第 4.2 节中加以讨论;当推理结果为 satisfaction 时,表示当前

分支可以满足,需要进行满足蕴涵学习,具体内容在第 4.3 节中加以讨论. 

4.2   冲突学习 

如果当前 DPLL 分支出现冲突,就表明当前分支下的子 QBF 公式是不可满足的.这时可以进行冲突学习,
冲突学习的主要目的是记录当前存在的冲突分支.这样,当随后的搜索过程中遇到同样的情况时,就可以不用继

续搜索而直接判断当前的搜索分支是不可满足的.在阐述这部分内容之前,先给出该部分所涉及的定义以及 
命题. 

定义 8(决策层). 变量 a 的决策层是 a 在与或树中所对应节点的层数,这里规定与或树根节点的层数是 1. 
定义 9(先行子句). 变量 a 的先行子句是应用单文字规则确定 a 真值的子句. 
定义 10(归结子句). 设子句 C1 包含文字{l1,l2,…,lm,a},子句 C2 包含文字{lm+1,lm+2,…,lm+n,¬a},则子句 C1 与

C2 关于变量 a 的归结子句包含文字{l1,l2,…,lm,lm+1,lm+2,…,lm+n}. 
命题 11. 给定 QBF 公式 F,设 F ′是在公式 F 中添加 F 的归结子句后得到的,则 F 与 F ′的满足性相同. 
冲突学习主要是由冲突分析过程实现的,图 6 给出了该过程的算法框架.该过程首先判断当前 QBF 公式是

否存在冲突子句(find_conflicting_ clause()),如果存在,则利用 generate_clause()过程生成新的学习子句(new_cl).
将生成的新子句加入到数据库中(add_clause()),这实际上就是冲突学习过程.然后判断新子句的决策层是否为

0,如果是,则算法结束;否则,回退到新子句对应的决策层.这样,在下次搜索到同样的分支时无需继续向下搜索,
从而缩小了搜索空间. 

 
 
 
 
 
 
 

4.3   满足蕴涵学习 

如果当前 DPLL 分支为可满足,则进行满足蕴涵学习.满足蕴涵学习的主要目的在于记录当前存在的满足

Fig.6  Analyze conflict routine
图 6  冲突分析子过程 

Routine analyze_conflict() 
1.  conflictcl=find_conflict_clause(); 
2.  newcl=generate_clause(conflict_cl);
3.  add_clause(new_cl); 
4.  if (dl(new_cl)≠0) 
5.  then backtrack(dl(new_cl)); 
6.  end 
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分支.这样,当在随后的搜索过程中遇到同样的情况时,也可以不用继续搜索而直接判断当前的搜索分支是可满

足的,进而直接搜索全称变量的另一个分支.在说明满足蕴涵学习之前,首先给出相关的定义和命题. 
定义 12(扩展的合取范式). 给定一个 CNF 范式φ,扩展的合取范式φ′=φ∨EN1∨EN2∨…∨ENm,其中 ,EN1, 

EN2,…,ENm 表示短语(即文字的合取). 
命题 13. 若命题公式φ分别用 CNF 和 DNF 表示并且其真值相同,即φ=C1∧C2∧…∧Cn=EN1∨EN2∨…∨ENt,则

量化布尔公式 F=Q1X1…QkXkφ=Q1X1…QkXk(C1∧C2∧…∧Cn)等价于 F′=Q1X1…QkXkφ′=Q1X1…QkXk(C1∧C2∧…∧ 
Cn∨ 1 2 ... mEN EN EN′ ′ ′∨ ∨ ∨ ),其中,Ci(1≤i≤n)表示子句,ENi(1≤i≤t)和 iEN ′ (1≤i≤m)表示短语. 

定义 14(单元短语). 给定一个以扩展合取范式表示的 QBF 公式 F=Q1X1…QkXkφ′=Q1X1…QkXk(φ∨EN1∨ 
EN2∨…∨ENm),设 ENi(1≤i≤m)为 F 中的短语,称 ENi 是一个单元短语当且仅当:(1) ENi 中有且仅有一个全称文

字 l;(2) ENi 中所有存在文字的量词层都大于 l 的量词层. 
定义 15(蕴涵规则). 如果以扩展合取范式表示的 QBF 公式 F 中存在单元短语 EN,则将仅有的全称文字 l

赋值为假,得到一个新公式 F ′. 
给定以扩展合取范式表示的 QBF 公式 F,EN 为单元短语,若 l 为 EN 中仅有的全称文字,显然,在所有使 C

为真的赋值中,l 的真值都应该为真,因此可以得到如下结论: 
命题 16. 给定 QBF 公式 F,设 F′为在 F 上应用单文字规则得到的新的 QBF 公式,则 F 可满足当且仅当 F ′

可满足. 
满足蕴涵学习是由满足分析子过程实现的,图 7 给出了满足分析子过程的基本框架.与冲突学习存储的单

元子句不同,满足蕴涵学习存储的是单元短语.满足分析子过程首先判断当前公式是否存在满足短语(find_sat_ 
entity()),如果存在,则子过程执行第 4 行;否则,根据当前的赋值生成相应的短语(generate_sat_induced_entity()).
该过程的基本思想为:当扩展合取范式中的每个子句的真值都为 1 时,可以从每个子句中任意选出一个文字,用
合取符号把它们连接起来就生成了相应的短语.例如,合取范式(x1∨¬x2)∧(¬x2∨x3)∧(x3∨x4)的一个满足赋值为

{x1=0, x2=0,x3=1,x4=0}.可以从每个子句中挑选一个文字,假设选择了文字¬x2 和 x4,则生成的短语是¬x2∧x4.显然

可以看出,生成的短语不唯一.接下来,根据得到的短语反复进行短语学习过程(consensus_generate_entity()).最
后,满足分析子过程把生成的短语加入到数据库中(add_newentity()),这实际上就是满足学习过程.判断新短语的

决策层是否为 0:如果是,则算法结束;否则,回退到新短语所对应的决策层.这样,当随后的搜索过程中遇到同样

的情况时,也可以不用继续搜索而直接判断当前的搜索分支是可满足的,进而直接搜索全称变量的另一个分支.
它实现了算法的非顺序回退,使搜索向着一个有解空间进行,从而缩小了搜索空间. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.7  Analyze SAT routine 
图 7  满足分析子过程 

5   实验比较 

我们在 Linux 环境下用标准 C++语言实现了 QBF 问题求解器 HSPQBF 系统,其基本的算法即 HSPQBF 算

法如图 2 所示.为了比较 QBF 求解器的求解效率,我们在有关 QBF 问题研究的网站上下载了目前公认的求解效

率最高的几个 QBF 求解器,如 2ClsQ,SQBF,QuBErel1.3 等.所有的实验在一台 DELL PowerEdge 2650 上运行,实
验的运行环境如下:CPU:2×Intel Xeon 2.00GHz,内存:1G,操作系统:RedHat ES3.0. 

Routine analyze_SAT() 
1.  entity= find_sat_entity(); 
2.  if (entity= NULL) 
3.  then entity = generate_sat_induced_entity(); 
4.  if (!termnate_condition(entity)) 
5.  then newen= consensus_generate_entity(entity);
6.  add_newentity(newen); 
7.  if (dl(newen)≠0) 
8.  then backtrack(dl(newen)); 
9.  end 
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5.1   DPLL算法与HSPQBF算法比较 

第 1 个实验主要考察第 3 节中介绍的 Survey Propagation 分支选择技术和第 4 节中介绍的冲突学习等分支

处理技术在加速 DPLL 算法效率中的作用.在该实验中,所有的问题实例都是由著名的 Gent & Walsh 随机问题

产生器生成的[13]. 
表 1 给出了具体的实验结果(时间单位是 s,“－”表示在 1 200s 内执行失败的求解器),表中第 1 列中以

1qbf,2qbf 和 3qbf 开头的问题实例分别对应为 1qbf 问题、2qbf 问题、3qbf 问题,5cnf 表示问题的每个子句的最

大长度为 5,160var 表示最多有 160 个变量,2560cl 表示子句最大个数为 2 560 个.我们用标准 C++语言实现了图

1 中介绍的基于 DPLL 的 QBF 求解算法,表中的第 2 列给出了该算法的实验结果.第 3 列是在 DPLL 算法的基

础上融入分支处理技术后的实验结果.可以看到,几乎在所有的问题上,算法的效率都有 4 倍以上的提高,对于一

些问题(如 3qbf-5cnf-20var-80cl.3),甚至有 1 000 倍以上的提高.第 4 列给出在 DPLL 的基础上融入调查传播技

术后的实验结果,可以看到,这时在除了 2qbf-5cnf-20var-80cl.0 问题和 3qbf-5cnf-20var-80cl.1 问题外的几乎所有

问题上,系统效率都有很大提高.第 5 列为最终系统的实验结果,可以看到,相对于 DPLL 算法,HSPQBF 算法在所

有的问题上效率都有所提高,对于很多问题,甚至有 105 规模以上的加速. 
上述实验结果说明,基于 Survey Propagation 的分支选择技术和冲突学习等分支处理方法在提高 DPLL 算

法的效率方面有着显著的效果. 
Table 1  Comparisons of HSPQBF and DPLL in random problems 

表 1  HSPQBF 与 DPLL 在随机问题上的实验比较 
Problem DPLL DPLL+learning DPLL+SP HSPQBF 

1qbf-5cnf-160var-2560cl.0 293.08 65.27 0.15 0.08 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.1 649.04 15.6 1.01 0.86 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.2 1014.52 25.56 0.08 0.04 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.3 － 176.41 0.09 0.13 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.4 11.15 0.45 1.76 0.94 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.5 － － 0.7 0.37 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.6 904.43 6.22 0.12 0.06 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.7 250.63 12.7 0.04 0.02 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.8 374.41 68.84 11.87 12.06 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.9 7.19 0.73 3.82 5.9 

2qbf-5cnf-20var-80cl.0 8.27 13.43 10.58 8.09 
2qbf-5cnf-20var-80cl.1 2.75 1.38 2.17 1.72 
2qbf-5cnf-20var-80cl.2 4.47 8.28 1.53 1.23 
2qbf-5cnf-20var-80cl.3 3 1.68 0.65 0.51 
2qbf-5cnf-20var-80cl.4 11.2 3.11 2.21 1.85 
2qbf-5cnf-20var-80cl.5 4.92 0.86 2.41 1.89 
3qbf-5cnf-20var-80cl.0 － 581.46 54.27 42.26 
3qbf-5cnf-20var-80cl.1 227.52 8.52 265.65 163.08 
3qbf-5cnf-20var-80cl.2 1007.78 636.82 847.08 629.66 
3qbf-5cnf-20var-80cl.3 95.55 0.22 3.57 4.92 
3qbf-5cnf-20var-80cl.4 － 908.35 349.51 354.24 
3qbf-5cnf-20var-80cl.5 － 597.41 43.45 32.18 

 

5.2   HSPQBF与参赛QBF求解器的效率比较 

2ClsQ,SQBF,QuBErel1.3 是目前公认的几个求解效率最高的 QBF 问题求解器,第 2 个实验是将 HSPQBF
系统和上述求解器进行比较.实验的测试用例包括由 Gent & Walsh 随机问题产生器生成的随机问题和我们在

QBFLib[14]上下载的一些标准测试问题. 
表 2 给出了上述 4 个系统在随机问题中的表现(时间单位是 s,“－”表示在 1 200s 内执行失败的求解器).从

表中可以清楚地看出,只有 Quberel1.3 和 HSPQBF 能够求解所有问题.除了在 1qbf-5cnf-160var-2560cl.8 问题中

HSPQBF 差于 Quberel1.3 外,在其他大部分问题中,HSPQBF 的表现要远优于其他 3 个求解器. 
表 3 给出了上述 4 个系统在 Miscellanea 域中的 impl 问题中的实验比对(单位是 s,“－”表示在 1 200s 内执

行失败的求解器).可以看出,除了 2ClsQ 外,其他 3 个系统都能够很快地解决上述问题. 
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表 4 给出了 4 个求解器对 Planning 域中的 ev-pr 问题求解的测试结果(单位是 s,“－”表示在 1 200s 内执行

失败的求解器).从表中可以看出,HSPQBF 要明显好于 2ClsQ 和 Quberel1.3,但略差于 SQBF. 
表 5给出了 4个QBF求解器对Miscellanea域中的 k_ph_p问题求解的测试结果(单位是 s,“－”表示在 1 200s

内执行失败的求解器).从表中可以看出,HSPQBF 要明显好于其他 3 个求解器.在有些问题上,HSPQBF 甚至有

10 倍以上的加速. 

Table 2  The solving effect list of random QBF problems 
表 2  随机 QBF 问题的求解效果列表 

Solver 2ClsQ SQBF Quberel1.3 HSPQBF
1qbf-5cnf-160var-2560cl.0 － － 20.69 0.08 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.1 － － 97.14 0.86 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.2 － － 0.94 0.04 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.3 － 43.25 28.93 0.13 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.4 15.33 － 57.22 0.94 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.5 － － 46.57 0.37 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.6 149.32 27 33.82 0.06 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.7 22.91 72.09 36.01 0.02 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.8 120.25 － 0.78 12.06 
1qbf-5cnf-160var-2560cl.9 253.01 694.84 123.97 5.9 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.0 0.08 － 0.04 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.1 0.05 － 0.05 0.01 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.2 0.08 － 0.07 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.3 0.07 － 0.05 0.01 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.4 0.05 － 0.04 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.5 0.06 － 0.04 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.6 0.07 － 0.03 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.7 0.05 － 0.04 0.01 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.8 0.09 － 0.04 0 
2qbf-5cnf-160var-5120cl.9 0.07 － 0.04 0 

Table 3  The solving effect list of impl problems in the Miscellanea domain 
表 3   Miscellanea 域中的 impl 问题的求解效果列表 

Solver 2ClsQ SQBF Quberel1.3 HSPQBF 
impl02 0 0 0 0 
impl04 0 0 0 0 
impl06 0.01 0 0 0 
impl08 0.04 0 0 0 
impl10 0.12 0 0 0 
impl12 0.45 0 0 0 
impl14 2.09 0 0 0 
impl16 27.88 0 0 0 

Table 4  The solving effect list of ev-pr problems in the Planning domain 
表 4   Planning 域中的 ev-pr 问题的求解效果列表 

Solver 2ClsQ SQBF Quberel1.3 HSPQBF 
ev-pr-4x4-5-3-0-0-1-lg － 1.55 1.06 1.22 
ev-pr-4x4-7-3-0-0-1-lg 36.48 3.43 86.72 11.06 
ev-pr-4x4-9-3-0-0-1-lg 547.45 5.79 － 117.08 
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Table 5  The solving effect list of k_ph_p problems in the Miscellanea domain 
表 5  Miscellanea 域中的 k_ph_p 问题的求解效果列表 

Solver 2ClsQ SQBF Quberel1.3 HSPQBF 
k-ph-p-1 － 0 0 0 
k-ph-p-2 0.01 0 0 0 
k-ph-p-3 0.01 0.01 0 0 
k-ph-p-4 0.02 0.07 0.02 0.01 
k-ph-p-5 0.09 1.04 0.17 0.13 
k-ph-p-6 0.73 4.15 1.29 0.45 
k-ph-p-7 5.17 27.55 9.40 3.1 
k-ph-p-8 76.52 653.04 206.57 16.78 
k-ph-p-9 1 080.45 － － 84.52 

表 6 给出了 4 个 QBF 求解器对 Formal Verification 域中的 counter 问题求解的测试结果(单位是 s,“－”表
示在 1 200s 内执行失败的求解器).从表中可以看出,只有 HSPQBF 和 SQBF 可以求解上述问题.其中,HSPQBF
要明显好于 2ClsQ 和 Quberel1.3,有些问题的求解速度甚至提高了近 300 倍,但略差于 SQBF. 

Table 6  The solving effect list of counter problems in the Formal Verification domain 
表 6  Formal Verification 域中的 counter 问题的求解效果列表 

Solver 2ClsQ SQBF Quberel1.3 HSPQBF 
cnt01 0 0 0 0 
cnt02 0.01 0 0.01 0 
cnt03 0.13 0.05 0.02 0.01 
cnt04 11.81 0.07 0.49 0.04 
cnt05 － 0.21 28.71 2.22 
cnt06 － 1.27 － 0.98 
cnt07 － 0.89 － 11.55 
cnt08 － 3.46 － 79.96 
cnt09 － 34.34 － 348.74 
cnt10 － 43.64 － 237.86 

 
综合上述两个实验可以看出,由于 Survey Propagation 方法确定 QBF 问题中的 backbone 变量主要依赖于计

算变量赋值的概率边缘分布,所以得到正确的概率边缘分布显得尤为重要.对于QBF问题,随机问题实例的产生

是由各个变量通过一定的概率形成的,因此,得到各个变量正确的概率边缘分布的几率更大;而结构化问题实例

是通过实际问题转换产生的 ,因此 ,得到的各个变量的概率边缘分布往往有一定的错误 ,而错误的结果导致

Survey Propagation 方法不能提供有效的信息.所以,HSPQBF 算法在求解 QBF 随机问题实例上的表现更突出一

些.另外,HSPQBF 不仅比原有的基于 DPLL 方法的 QBF 求解算法在效率上有了很大的提高,相对于目前最好的

QBF 求解器,同样具有竞争力.这是因为,对于大部分测试问题,SP 方法可以从局部信息的“陷阱”中跳出来,能够

较早地找到 QBF 问题中的 backbone 变量,加速了 QBF 问题的简化,从而使得问题能够快速地得以解决.可见,SP
方法是可行的、有效的,因而在 DPLL 算法中融入 SP 方法后有效地提高了问题的求解效率. 

冲突学习能够记录当前存在的冲突分支,当随后的搜索过程中遇到同样的情况时,可以不用继续搜索而直

接判断当前的搜索分支是不可满足的.因而它能够对搜索空间进行剪枝,减小了搜索空间的大小.但是冲突学习

的效率依赖于搜索过程中遇到的冲突数量,而在某些测试问题上,相应搜索树的叶节点几乎都是可满足的.在这

种情况下,冲突学习在提高搜索效率上所起的作用很小.满足蕴含学习能够记录当前存在的满足分支,当随后的

搜索过程中遇到同样的情况时,可以不用继续搜索而直接判断当前的搜索分支是可满足的,进而直接搜索全称

变量的另一个分支.因而它同样缩小了搜索空间,进而提高了分支处理的效率.但该方法在有效减少搜索空间的

过程中存在一定的时间消耗,这主要从两个方面体现出来:首先,在数据库中加入短语会降低单文字规则执行的

速度;其次,产生的学习短语会花费一定的时间.因而在 DPLL 算法中融入分支处理技术后,算法的效率有了一定

的提高,但加速的规模有限.因此从总体上讲,HSPQBF 算法在 DPLL 算法中融入 SP 方法以及分支处理等方法后

有效地提高了 QBF 问题的求解效率.需要指出的是,在利用 Survey Propagation 方法确定 DPLL 分支时,步长对
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启发式调查传播算法有着很大的影响,这主要体现在如下两个方面: 
(1) 算法的效率; 
(2) 算法的有效性. 
Zecchina 等人指出,在求解 SAT 问题时,随着步长的递增,启发式调查传播算法的时间耗费快速递减,并且趋

于平缓;同时,随着步长的递增,启发式调查传播算法的有效性快速递减.我们在求解 QBF 问题时发现,步长对系

统的求解效率也有很大的影响,这主要体现在 SP 算法提供信息的量和信息的效率两方面上.在上述实验中,经
过效率比对,将步长统一设置为 30.事实上,如何确定步长的大小,对于我们依然是一个悬而未决的问题.在此,将
其留为一个开放式问题. 

6   总  结 

本文中,我们提出了一种启发式调查传播算法,并基于此算法设计了一种新的 QBF 求解器——HSPQBF 系

统.这种求解器在分支选择时应用了调查传播方法来确定 DPLL 分支的顺序;在处理分支时,该系统利用冲突推

理、冲突学习和满足蕴涵学习等方法对搜索空间剪枝,从而达到提高系统效率的目的.实验结果表明,调查传播

方法作为一种启发式方法,可以有效地确定具有偏向性的变量,进而简化公式.冲突学习等技术也可以有效地加

速 QBF 问题的求解.在大部分标准测试问题上,HSPQBF 要优于现有的 QBF 问题求解系统.然而,虽然本文提出

的启发式调查传播算法可以减小搜索空间,并减少算法回退的次数,但为了证明 Survey Propagation 方法在 QBF
问题中的有效性,我们还需要有更进一步的研究.比如从统计物理学中的自旋玻璃原理入手,研究自旋玻璃与

QBF 问题的关系,在理论上说明该方法在 QBF 问题中的有效性. 
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