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Abstract:  First, this paper establishes an effective partition relationship in the finite integer set and an effective 
splitting relationship in the coalition set, and devises an EOCS (effective optimal coalition structure) algorithm, 
which only evaluates bipartite effective splittings of coalition to find the optimal value from bottom to top, so it 
decreases the number of bipartite splitting. Secondly, the correctness of the EOCS algorithm is proved based on the 
Kleene closure function. Moreover, this paper proves that the EOCS lower bound is Ω(2.818n) by the integration 
limit theorem, and discovers that the EOCS upper bound is O(2.983n) by the time serial analysis technique. Finally, 
this paper compares the EOCS algorithm with other algorithms to point out that the EOCS algorithm can find 
optimal coalition structure in O(2.983n) time whether the coalition values meet which probability distributions or 
not. The DP (dynamic programming) algorithm and the IDP (improved dynamic programming) algorithm proposed 
by Rothkopf and Rahwan can find an optimal solution in O(3n). The EOCS algorithm’s design, correctness proof, 
and time complexity analysis are all improvements of Rothkopf and Rahwan’s related work. 
Key words: optimal coalition structure; effective bipartite splitting; Kleene closure; upper and lower bound of 

time complexity; integration limit theorem; time series analysis 

摘  要: 首先,在有限整数集上建立有效拆分关系,在联盟集上建立有效二部分解关系,并设计了一种 EOCS 
(effective optimal coalition structure)算法.该算法采用自底向上方式,只对具有有效二部分解关系的联盟进行二部分

解来求联盟的优值,从而降低了二部分解的数量.随后,利用函数的克林闭包特性证明了EOCS算法的正确性,利用积

分极限定理证明了 EOCS 算法时间复杂度的下界是Ω(2.818n),用时间序列分析方法求出了 EOCS 算法的上界是

O(2.983n).最后,将 EOCS 算法与其他算法作了对比,指出无论联盟值满足何种概率分布,EOCS 算法都能在 O(2.983n)
时间内找出最优联盟结构.Rothkopf 提出的 DP(dynamic programming)算法和 Rahwan 提出的 IDP(improved dynamic 
programming)算法能够在 O(3n)时间内求出最优联盟结构.所作的 EOCS 算法设计、正确性证明、时间复杂度的上

下界分析都是对 Rothkopf 及 Rahwan 等人相关工作的改进和提高. 
关键词: 最优联盟结构;有效二部分解;克林闭包;时间复杂度的上下界;积分极限定理;时间序列分析 
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中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

多 Agent 系统中,由于单个 Agent 资源和能力的限制,为了高效地完成给定任务,多个 Agent 需要组成联盟

以便进行高效的合作.例如,现实世界的“拼车”一族为了降低自己乘车费用,从而多个人组成联盟,以求得整体和

单个费用的降低;经济学中的组合拍卖,投标者可将多个拍卖品组合在一起集中竞拍,以取得较低的竞拍价钱;
分布式传感器网络中,多个传感器可组成联盟,以共同跟踪感兴趣的目标[1]. 

Agent 联盟的研究问题有 3 类[2].(1) 联盟结构的生成问题.该问题研究如何对多个 Agent 进行划分,使得整

个联盟结构的收益最大化.该问题关注的是整个 Agent 系统的收益,而不是单个或部分 Agent 的收益.(2) 联盟值

的优化问题.该问题描述多个 Agent 组成联盟,合伙经营他们的资源、任务和能力,以使这些 Agent 得到的收益

最大化.它关注自利的小组织的局部收益.(3) 联盟值的分配问题.该问题描述如何在组成联盟的多个 Agent 之

间进行收益分配.它追求 Agent 合作完成并取得收益后,如何公平地分配这些收益,从而使得 Agent 能够建立长

期联盟.本文研究 Agent 联盟的第 1 个问题. 
近年来,有越来越多的学者在研究Agent联盟的第 1个问题[2−14].Sandholm[2]的工作最具开创性,他首次提出

了一种可保证最坏情况下的最优值的求解方法 .但它是 Anytime 算法 ,其求出最优值需搜索 O(nn)的空

间.Rothkopf[3]及刘惊雷等人[4]利用 DP(dynamitic programming)算法求解最优联盟结构,解决了大量重复子问题

的计算.张新良等人在假定联盟值满足合作收益独立(新加入的Agent不影响加入前其他Agent之间的收益大小

关系)[5]的前提下,对联盟结构图进行简化,从而减少搜索量.其本质是在限定条件下的联盟结构生成问题,并且

它是一种Anytime算法.当要找出最优值时,其时间复杂度为O(nn).Dang等人[6]第一个提出了不以层为搜索单位

的任一时间算法.Shehory 等人[7]提出了对联盟大小进行限制,利用贪心算法求最优联盟结构,但它不保证一定

能够得出最优值.Rahwan 等人[8]提出了 IDP(improved dynamitic programming)算法,它可以降低搜索次数.文献

[8]只有实验描述,没有算法的设计和分析,但他们在文献[9]中指出该算法的复杂度为 O(3n).Rahwan 等人还给出

了一种在满足某个质量要求下的算法[10,11].它可以在任一时间得出较优值,但要得到最优值仍需搜索 O(nn)的 
空间. 

最近两年还出现了一些基于正整数拆分的最优联盟结构生成算法[9−14],本质上说,它们都是文献[12]所给

出的整数拆分图和联盟结构图的代数性质的应用.其中,文献[9−11]设计的算法是正整数的 k(k=2,3,…,n−1)部拆

分在 Anytime 算法中的应用.由于这些算法所给出的联盟值都满足某种概率分布,因此最坏情况下需搜索 O(nn)
的空间;文献[12]所给出的算法是利用整数的二部拆分来遍历联盟结构图,该算法所给出的联盟值也满足某种

概率分布 ,但它不是 Anytime 算法 ,最坏情况下只搜索 O(3n)的空间 .本文所设计的 ECOS(effective optimal 
coalition structure)算法是利用正整数的有效二部拆分来遍历联盟结构图.该算法与文献[9−11]的区别在于,无论

联盟值满足何种分布,EOCS 都能够在确定的 O(2.983n)时间内找到最优值. 
目前,联盟结构生成算法的分析大多还停留在仅给出一些实验数据.本文的特色在于: 
(1) 在有限整数集上定义了有效拆分关系,在联盟集上定义了有效二部分解关系,设计了 EOCS 算法,它只

对具有有效分解关系的联盟进行二部分解,从而减少分解次数. 
(2) 借助于函数的克林闭包证明了算法的正确性,利用积分极限定理证明了EOCS算法的下界为Ω(2.818n),

利用时间序列分析方法求出 EOCS 算法的上界为 O(2.983n). 
(3) 对目前求最优联盟结构算法做了对比,阐述了 EOCS 算法的优点在于它对联盟值的概率分布不作任何

假设,因此无论输入数据满足何种统计规律,该算法都能在确定的 O(2.983n)时间内找出最优值. 

1   问题描述及基本定义 

1.1   最优联盟结构的相关概念 

定义 1. 设 Agent 的集合 A={1,2,3,…,n},联盟 S 是 A 的一个非空子集;联盟结构 CS 是 A 的分解,它由 A 的
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互不相交的非空子集蔟组成,且这些子集的并等于 A,即 
CS:=(∪CS=A)∧∀B∀C((B,C∈CS∧B≠C≠∅)→B∩C=∅). 

L 是 A 可能形成的所有联盟结构,即 L=
1

n

k
k

L
=
∪ ,其中,Lk 代表联盟结构图中第 k 层的所有顶点. 

定义 2. 联盟值 V(C)是多个 Agent 组成联盟 C 时产生的可能收益,它映射为一个实数;联盟结构值 V(CS)是 
联盟结构 CS 中所有联盟值的和,即 ( ) ( )C CSV CS V C

∈
=∑ ;最优联盟结构 CS*=argmaxCS∈LV(CS). 

定义 3. 若正整数 m=m1+m2,且 m1≥m2,则称将 m 二部拆分成 m1 和 m2,或者 m 的一个二部拆分是〈m1,m2〉;
若联盟 S=S1∪S2 且 S1∩S2=∅,|S1|≥|S2|,则称将 S 二部分解为 S1 和 S2,或者 S 的二部分解是〈S1,S2〉. 

定理 1. n 个 Agent 可形成 2n−1 个联盟,可形成 2n−1−1 个二部分解[4],整数 n 有⎣n/2⎦个二部拆分. 
例 1:设 A={1,2,3,4},这 4 个 Agent 可形成 15 个联盟,C1={1},C2={2},C3={3},C4={4},C5={1,2},C6={1,3},C7= 

{1,4},C8={2,3},C9={2,4},C10={3,4},C11={1,2,3},C12={1,2,4},C13={1,3,4},C14={2,3,4},C15={1,2,3,4};还可以形成

如图 1 所示的 15 个联盟结构,其中,L2 层含 24−1−1=7 个二部分解.整数 4 的两个二部拆分是〈3,1〉和〈2,2〉. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Coalition structure graph of 4 agents 
图 1  4 个 Agent 的联盟结构图 

联盟结构生成算法是在某种数据模型(主要考虑联盟值 V(C)的特性)前提下求解,目前有两类模型:文献

[13,14]所提出的算法都是在 PFG(partition function games)模型下的最优联盟结构生成算法,而本文和其他文

献[2−12]的算法都是在 CFG(characteristic function games)下的最优联盟结构生成算法.其区别在于,CFG 数

据模型中的联盟值满足独立性(即一个联盟值的大小取决于联盟内部成员的合作方式,而与其他联盟无关)或不

变性(即联盟 C 的联盟值 V(C)在任何一个联盟结构中的值都一样)假设.该特性保证了当联盟 C 确定以后,其联

盟值 V(C)就能确定,不受其他联盟和所处的联盟结构的影响.而 PFG 数据模型下的联盟值则不满足独立性或不

变性假设. 

1.2   整数的有效拆分与联盟的有效分解 

定义 4. 若〈m1,m2〉是正整数 m 的二部拆分,则在有限整数集 M={1,2,3,4,…,n}上定义的三元关系∝为 
∝:={〈m,m1,m2〉|m,m1,m2∈M∧((m=n)∨(m1≤n−m))}. 

它表示当 m 的二部拆分〈m1,m2〉满足 m=n 或者 m1≤n−m 时,m 可二部有效拆分成 m1 和 m2(或者〈m1,m2〉是 m
的有效二部拆分,简称有效拆分),记作 m∝〈m1,m2〉. 

定义 5. 若〈S1,S2〉是联盟 S 的二部分解,则在联盟集上定义的三元关系∝′为 
∝′:={〈S,S1,S2〉||S|∝〈|S1|,|S2|〉}, 

{1},{3},{2,4}

{1},{2,3,4} {1,2},{3,4} {2},{1,3,4} {1,3},{2,4} {3},{1,2,4} {1,4},{2,3} {4},{1,2,3} 

{1,2,3,4}

{3},{4},{1,2} {1},{2},{3,4} {2},{4},{1,3} {1},{4},{2,3} {2},{3},{1,4} 

{1},{2},{3},{4}

L1 

L2 

L3 

L4 
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其中,|S|为联盟 S 包含的 Agent 个数. 
它表示当 S 的二部分解〈S1,S2〉满足|S|∝〈|S1|,|S2|〉时,联盟 S 可二部有效分解为联盟 S1 和 S2(或者〈S1,S2〉是 S 的

有效二部分解,简称有效分解),记作 S∝′〈S1,S2〉. 
由图 1 可知,顶点{{1},{2},{3,4}}向下的实线仅仅保留与顶点{{1,2},{3,4}}的连接,而与其余顶点的边都删

除(用虚线代表).其中,实线就是有效分解连接的边.由于删除许多边,故分解次数降低,但又保证每个顶点至少含

有 1 条连接下层顶点的实线边,因此从根顶点可通到联盟结构图中任何一个顶点,保证了图的连通性. 
例 2:设 A 包含 5 个 Agent,即|A|=n=5,若 S={1,2,3},由于 3∝〈2,1〉,则 S∝′〈{2,3},{1}〉,它表示联盟 S 可有效分解

成{2,3}和{1}.由于¬(4∝〈2,2〉),因此联盟 S′={1,2,3,4}不能有效分解成{1,2}和{3,4};同样,¬(4∝〈3,1〉),因此联盟 S′
不能有效分解成{2,3,4}和{1},即¬(S′∝′〈{2,3,4},{1}〉). 

其实,有效拆分和有效分解概念是一个在联盟结构图中如何画出实线与虚线的方法的形式化描述.在图 1
的联盟结构图中,Lk 的一个顶点{S1,S2,S3,…,Sk}(|S1|≤|S2|≤|S3|≤…≤|Sk|)只与 Lk−1 中的顶点{S1∪S2,S3,…,Sk}用实

线相连,而与 Lk−1 中的其他顶点{Si∪Sj,Sm,…,Sk}(〈i,j〉≠〈1,2〉)用虚线相连.用实线相连的是有效分解,用虚线相连的

不是有效分解. 

1.3   联盟的有效分解性质 

定理 2. 设 S,S1 和 S2 是 A 的联盟,〈S1,S2〉是 S 的二部分解,其中,|A|=n,|S|=m,|S1|=m1,|S2|=m2, 
(1) 若 m∈[2,⎡n/2⎤],则 S 的所有二部分解〈S1,S2〉都是有效分解; 
(2) 若 m∈[⎣2n/3⎦+1,n−1],则 S 的所有二部分解〈S1,S2〉都不是有效分解; 
(3) 若 m∈[⎡n/2⎤+1,⎣2n/3⎦],则 S 的部分二部分解〈S1,S2〉是有效分解; 
(4) 若 m=n,即 S=A 时,则 A 的所有二部分解〈S1,S2〉都是有效分解. 
证明:这里只证明定理 2(1),其他的类似. 
(1) 只需证明|S|∝〈|S1|,|S2|〉,即 m∝〈m1,m2〉. 
(a) 若 n 为偶数,即 n=2k,则由 m≤⎡n/2⎤得 m≤k (1-1) 
因为 m=m1+m2,由步骤(1-1)得 m1<k (1-2) 
又因为 n−m=2k−m,由步骤(1-1)得 n−m≥k (1-3) 
由步骤(1-2)和步骤(1-3)得 m1<n−m (1-4) 
(b) 若 n 为奇数,即 n=2k+1,则由 m≤⎡n/2⎤得 m≤k+1 (2-1) 
因为 m=m1+m2,且 m2≥1,由步骤(2-1)得 m1≤k (2-2) 
又因为 n−m=2k+1−m,由步骤(2-1)得 n−m≥k (2-3) 
由步骤(2-2)和步骤(2-3)得 m1≤n−m (2-4) 
由步骤(1-4)和步骤(2-4)可知,无论 n 为偶数还是奇数,都有 m1≤n−m.由定义 4 得|S|∝〈|S1|,|S2|〉.再根据定义 5

得 S∝′〈S1,S2〉,由 S1 和 S2 的任意性可知,S 的所有二部分解〈S1,S2〉都是有效分解. □ 

2   EOCS 算法的设计和证明 

由定理 2 可知,长度为 m 的联盟 S 以⎡n/2⎤,⎣2n/3⎦和 n 为分界线,将长度为 2 到 n 的联盟分为 4 段:当 m≤⎡n/2⎤
时,联盟 S 的所有二部分解都是有效分解;当⎡n/2⎤+1≤m≤⎣2n/3⎦时,联盟 S 具有部分有效分解,随着 m 的增加,S
的有效分解越来越少;当⎣2n/3⎦+1≤m≤n−1 时,S 的所有二部分解都不是有效分解;但当 m=n 时,即 A 的所有二部

分解都是有效分解. 

2.1   EOCS算法的求解过程 

表 1 给出了 5 个 Agent 系统的 DP 和 EOCS 算法的求解对比.其中,正常字体是 DP 和 EOCS 都执行的过程,
带删除线的只是 DP 执行(EOCS 不执行)的过程,带下划线的只是 EOCS 执行(DP 不执行)的过程. 
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Table 1  Solving example of DP and EOCS algorithm for 5 agents 
表 1  5 个 Agent 的 DP 和 EOCS 算法求解实例 

The length of 
coalition Coalition Solving process for C and F C F Remarks

{1} V．({1})=50．．．．．．．． {1} 50 
{2} V．({2})=40．．．．．．．． {2} 40 
{3} V．({3})=30．．．．．．．． {3} 30 
{4} V．({4})=20．．．．．．．． {4} 20 

1 

{5} V．({5})=60．．．．．．．． {5} 60 
{1,2} V．({1,2})=70．．．．．．．．．．, F[{1}]+F[{2}]=90 {1},{2} 90 
{1,3} V．({1,3})=90．．．．．．．．．．, F[{1}]+F[{3}]=80 {1,3} 90 

… … … … 
2 

{4,5} V．({4,5})=110．．．．．．．．．．．, F[{4}]+F[{5}]=80 {4,5} 110 

{1,2,3} 
V．({1,2,3})=1．．．．．．．．．．．60．．, F[{1}]+F[{2,3}]=140 

F[{2}]+F[{1,3}]=120, F[{3}]+F[{1,2}]=120 
{1,2,3} 160 

{1,2,4} 
V．({1,2,4})=100．．．．．．．．．．．．．, F[{1}]+F[{2,4}]=120 

F[{2}]+F[{1,4}]=120, F[{4}]+F[{1,2}]=110 
{1},{2,4} 120 

… … … … 
3 

{3,4,5} 
V．({3,4,5})=190．．．．．．．．．．．．．, F[{3}]+F[{4,5}]=140 

F[{4}]+F[{3,5}]=110, F[{5}]+F[{3,4}]=110 
{3,4,5} 190 

 

{1,2,3,4} 

V．({1,2,3,4})=180．．．．．．．．．．．．．．．, F[{1}]+F[{2,3,4}]−200 
F[{2}]+F[{1,3,4}]−170, F[{3}]+F[{1,2,4}]−150 
F[{4}]+F[{1,2,3}]−180, F[{1,2}]+F[{3,4}]−140 
F[{1,3}]+F[{2,4}]−160, F[{1,4}]+F[{2,3}]−170 

{1},{2,3,4} 
{1,2,3,4} 

200 
180 

… … … … 4 

{2,3,4,5} 

V．({2,3,4,5})=200,．．．．．．．．．．．．．．．． F[{2}]+F[{3,4,5}]−230 
F[{3}]+F[{2,4,5}]−210, F[{4}]+F[{2,3,5}]−170 
F[{5}]+F[{2,3,4}]−210, F[{2,3}]+F[{4,5}]−200 
F[{2,4}]+F[{3,5}]−160, F[{2,5}]+F[{3,4}]−170 

 
{2},{3,4,5} 
{2,3,4,5} 

 
230 
200 

 

V．({．．1,2,3,4,5})=250, ．．．．．．．．．．．．．．．．F[{1}]+F[{2,3,4,5}]−280 
F[{2}]+F[{1,3,4,5}]−280, F[{3}]+F[{1,2,4,5}]−260 
F[{4}]+F[{1,2,3,5}]−240, F[{5}]+F[{1,2,3,4}]−260 
F[{1,2}]+F[{3,4,5}]−80, F[{1,3}]+F[{2,4,5}]−270 

F[{1,4}]+F[{2,3,5}]−230, F[{1,5}]+F[{2,3,4}]−260 
F[{2,3}]+F[{1,4,5}]−250, F[{2,4}]+F[{1,3,5}]−220 
F[{2,5}]+F[{1,3,4,}]−250, F[{3,4}]+F[{1,2,5}]−220 
F[{3,5}]+F[{1,2,4}]−210, F[{4,5}]+F[{1,2,3}]−270 

{2},{1,3,4,5} 280  
 

5 {1,2,3,4,5} 
V．({1,2,3,4,5})=250,．．．．．．．．．．．．．．．．．． F[{1}]+F[{2,3,4,5}]=250 

F[{2}]+F[{1,3,4,5}]=260, F[{3}]+F[{1,2,4,5}]=220 
F[{4}]+F[{1,2,3,5}]=80, F[{5}]+F[{1,2,3,4}]=240 
F[{1,2}]+F[{3,4,5}]=80, F[{1,3}]+F[{2,4,5}]=270 

F [{1,4}]+F[{2,3,5}]=230, F[{1,5}]+F[{2,3,4}]=260
F[{2,3}]+F[{1,4,5}]=50, F[{2,4}]+F[{1,3,5}]=20 

F[{2,5}]+F[{1,3,4,}]=250, F[{3,4}]+F[{1,2,5}]=220
F[{3,5}]+F[{1,2,4}]=10, F[{4,5}]+F[{1,2,3}]=70 

{1,2},{3,4,5} 280 

 
 
 
 

表 1 的 EOCS 算法以自底向上方式求 C 和 F 的值.下面以例 3 来描述求最优联盟结构值 V(CS*)和最优联

盟结构 CS*的过程. 
例 3:A={1,2,3,4,5},所有的联盟值为 V({1})=50,V({2})=40,…(如表 1 中带着重号的文字所示),求 A 的最优联

盟结构值 V(CS*)及最优联盟结构 CS*. 
解:EOCS 和 DP 算法一样,需要辅助表 C 和 F 存储子问题的解[3,4].C[S](简称联盟 S 的优结构)和 F[S](简称

联盟 S 的优值)分别存储联盟 S 的最优联盟结构和最优联盟结构值.EOCS 采用自底向上方式由以下公式求长度

为 2,3,4,5 的联盟 S 的优值 F[S]和优结构 C[S]: 

11 | | ,
2

[ ] Max [ ] [ ], ( )
S S S m S S S S

F S F S S F S V S
′ ′ ′ ′ ′⊂ ∧ ⎣ ⎦∧ ∝ 〈 − 〉

⎛ ⎞
′ ′= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠≤ ≤
, 

Steps 
for 
DP 
and 
EOCS 

 

Steps 
only 
for 
DP 

Steps
only 
for 
EOCS
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其中,m=|S|.最优联盟结构值保存在 F[A]中,CS*以自顶向下方式由 C 表构造. 
(1) 当 m=1 时,表 F 的值就是对应的联盟值,表 C 的值就是对应的联盟,因此, 

F[{1}]=V({1})=50, 
C[{1}]={1},… 

(2) 当 m=2 时,根据定理 2(1)知,长度为 2 的联盟都需进行二部分解的评估,即 
({1,2}) 70 70

[{1,2}] Max Max Max 90,
[{1}] [{2}] 50 40 90

V
F

F F
⎧ ⎧ ⎧

= = = =⎨ ⎨ ⎨+ +⎩ ⎩ ⎩
 

C[{1,2}]={1},{2},… 
(3) 当 m=3 时,根据定理 2(1)知,长度为 3 的联盟都需进行二部分解的评估,即 

({1,2,3}) 160 160
[{1}] [{2,3}] 50 90 140

[{1,2,3}] Max Max Max 160,
[{2}] [{1,3}] 40 90 130
[{3}] [{1,2}] 30 90 120

V
F F

F
F F
F F

⎧ ⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪+ +⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎨ ⎨+ +⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪+ +⎩ ⎩ ⎩

 

C[{1,2,3}]={1,2,3},… 
(4) 当 m=4 时,由定理 2(2)可知,长度为 4 的联盟 S 都不进行二部分解的评估,因此 F[S]=V(S),C[S]=S,即 

F[{1,2,3,4}]=V({1,2,3,4})=180,C[{1,2,3,4}]={1,2,3,4},… 
(5) 当 m=5 时,即 S=A,由定理 2(4)可知,A 要进行所有二部分解的评估,即 

({1,2,3,4,5}), [{1}] [{2,3,4,5}], [{2}] [{1,3,4,5}], [{3}] [{1,2,4,5}]
[{4}] [{1,2,3,5}], [{5}] [{1,2,3,4}], [{1,2}] [{3,4,5}], [{1,3}] [{2,4,5}]

[{1,2,3,4,5}] Max
[{1,4}] [{2,3,5}], [{1,5}]

V F F F F F F
F F F F F F F F

F
F F F

+ + +
+ + + +

=
+ + [{2,3,4}], [{2,3}] [{1,4,5}], [{2,4}] [{1,3,5}]

[{2,5}] [{1,3,4}], [{3,4}] [{1,2,5}], [{3,5}] [{1,2,4}], [{4 5}] [{1,2,3}]
280,

F F F F F
F F F F F F F F

⎧
⎪
⎪
⎨ + +⎪
⎪ + + + +⎩

=
，

 

C[{1,2,3,4,5}]={1,2},{3,4,5}. 
所以,最优联盟结构值 F[A]=280,采用自顶向下方式构造[3,4]出的最优联盟结构 

CS*={{1},{2},{3,4,5}}, 
V(CS*)=V({1})+V({2})+V({3,4,5})=50+40+190=280=F[A]. 

DP 和 EOCS 都求出 V(CS*)=F[A]=280,CS*={{1},{2},{3,4,5}}.但 DP 搜索次数是 90(10+3×10+5×7+15),而
EOCS 的搜索次数是 55(10+3×10+15),减少了 35 次长度为 4 的联盟的二部分解.随着 n 的增加,EOCS 无需评估

的次数更多. 

2.2   EOCS算法描述 

完整的 EOCS 算法如下: 
Input:所有的联盟值 V(S). 
Output:最优联盟结构 CS*. 

Step 1.  //求联盟长度为 1,[⎣2n/3⎦+1,n−1]间的所有联盟 S 的 C[S]和 F[S]值 
 Construct all S⊂A, where |S|=1 or |S|∈[⎣2n/3⎦+1,n−1] do 
 Set C[S]:=S, F[S]:=V(S) 

Step 2.  //求长度 m∈[2,⎡n/2⎤]的所有联盟 S 的优值 F[S],S 的每个二部分解都要评估 

 For m:=2 to ⎡n/2⎤ do: 
  Construct all S⊂A such that |S|=m do: 

   2.1. 11 | |
2

( ) : Max [ ] [ ]
S S S m

F S F S S F S
′ ′⊂ ∧ ×

⎛ ⎞
′ ′= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠≤ ≤
  //在 S 的所有二部分解中找最大值 

   2.2. If F[S]≥V[S] then Set C[S]:=S* where S* maximizes the right side of equation in Step 2.1. 
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   2.3. If F[S]<V[S] then Set C[S]:=S, F[S]:=V(S) 
 EndFor 

Step 3.  //求长度 m∈[⎡n/2⎤+1,⎣2n/3⎦]的联盟 S 的优值 F[S],S 的部分二部分解需要评估 
 For m:=⎡n/2⎤+1 to ⎣2n/3⎦ do: 
  Construct all S⊂A such that |S|=m do: 

   3.1. 11 | | ,
2

( ) : Max [ ] [ ]
S S S m S S S S

F S F S S F S⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′⊂ ∧ × ∧ ∝ 〈 − 〉⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ′ ′ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠≤ ≤

  //在 S 的有效二部分解中找最大值 

   3.2. If F[S]≥V[S] then Set C[S]:=S* where S* maximizes the right side of equation in Step 3.1. 
   3.3. If F[S]<V[S] then Set C[S]:=S, F[S]:=V(S) 
 EndFor 
Step 4.  //求 A 的优值 F[A],需要评估 A 的所有二部分解 

   4.1. 11 | |
2

( ) : Max [ ] [ ]
S A S n

F A F A S F S⎢ ⎥′ ′⊂ ∧ ×⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ′ ′ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠≤ ≤

  //在 A 的所有二部分解中找最大值 

   4.2. If F[A]≥V[A] then Set C[A]:=S* where S* maximizes the right side of equation in Step 4.1. 
   4.3. If F[A]<V[A] then Set C[A]:=A, F[A]:=V(A) 
Step 5.  //自顶向下基于 C 表构造 A 的最优联盟结构 CS* 
 Set CS*:={A} 
 While (S∈CS*) do: 
  If C[S]≠S then Set CS*:=CS*−{S}∪{C[S]} 
 EndWhile 
 Return CS* 
在 EOCS 算法中, 
Step 1. 设置长度为 1,长度为⎣2n/3⎦+1~n−1 间联盟 S 的 C 表和 F 表的初始值. 
Step 2. 评估长度在 2 与⎡n/2⎤间的联盟 S 的所有二部分解后得出 C[S]和 F[S]. 
Step 3. 评估长度在⎡n/2⎤+1 和⎣2n/3⎦间的联盟 S 的部分二部分解(有效二部分解)后得出 C[S]和 F[S]. 
Step 4. 评估 A 的所有二部分解后得出 C[A]和 F[A],F[A]存的是 V(CS*). 
Step 5. 以自顶向下方式基于 C 表构造 A 的最优联盟结构 CS*. 

2.3   EOCS算法的正确性证明 

定义 6. 对于任意 CS1∈Li,CS2∈Li+1,从 Li 到 Li+1 上的二元关系∝″为 
∝″:={〈CS1,CS2〉|∃!S1∃S2∃S3(S1∈CS1,S2,S3∈CS2∧(S1∝′〈S2,S3〉))}, 

其中 i∈{1,2,…,n−1}. 
(1) 若 CS1 中存在唯一的联盟 S1 能够有效分解成 CS2 中的 S2 和 S3,即〈S2,S3〉是 S1 的有效二部分解,则 CS1

和 CS2 具有联盟结构有效分解关系∝″,记作 CS1∝″CS2. 
(2) 若 CS1∝″CS2,则称 CS1 为 CS2 的一个父亲,CS2 为 CS1 的一个儿子,即 CS1∈Par(CS2),CS2∈Son(CS1). 
(3) Son0(CS)={CS},Son1(CS)=Son(CS)={CS′|CS∝″CS′},Son2(CS)={CS′|∃CS1∧(CS1∈Son(CS)∧CS1∝″CS′)},…,

Sonn−1(CS)={CS′|∃CS1∧(CS1∈Sonn−2(CS)∧CS1∝″CS′)}.其中,Son0(CS)表示 CS 本身,Son1(CS)表示 CS 的儿

子,CS 可以有多个儿子,Son2(CS)表示 CS 的儿子的儿子(孙子). 

(4) 函数 Son 的克林闭包 Son*=
1

0 1 2 1

0
...

n
i n

i
Son Son Son Son Son

−
−

=
= ∪ ∪ ∪ ∪∪ ,Son*(CS)表示包含 CS 及 CS 所有 

 后代的集合. 
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引理 1. 在 A 的联盟结构图中, 
(1) 任何一个顶点 CS 不一定都有儿子; 
(2) 任何一个顶点 CS(CS≠{A})都有父亲. 
从图 1 可看出,顶点{{1},{2,3,4}}没有儿子.联盟结构图中任意一个顶点 CS,向下都有一条实线边与其相连,

与该实线边关联的顶点就是 CS 的父亲. 
引理 2. 在联盟结构有效分解关系∝″下, 
(1) Soni({A})=Li+1(i= 0,1,2,...,n−1); 
(2) Son*({A})=L. 
引理 2(1)表明,A 的儿子是 A 的联盟结构图中 L2 层中的所有顶点,A 的孙子是 A 的联盟结构图中 L3 层中的

所有顶点,…引理 2(2)表明,A 的克林闭包是 A 的联盟结构图的所有顶点. 
引理 3. EOCS 算法在求最优联盟过程中,若访问了某个顶点 CS,则: 
(1) 访问了其所有儿子顶点 Son(CS)(若儿子顶点存在); 
(2) 访问了其所有后代顶点 Son0(CS)∪Son1(CS)∪… 
搜索联盟结构图中某个顶点 CS,本质上是搜索在∝″关系下形成的以 CS 为根顶点的子图,故搜索了其所有

后代. 
定理 3. EOCS 算法结束时,A 的联盟结构图中所有顶点都被遍历,此时, 

F(A)=MaxCS∈Son*({A})V(CS)=MaxCS∈LV(CS). 
证明:根据引理 3(2)知,若 EOCS 算法访问了 CS,则访问了 CS 的所有后代 Son0(CS)∪Son1(CS)∪…,而 EOCS

算法在 Step 4 求 A 的优值 F[A]时访问了顶点{A},因此 EOCS 算法访问了{A}的所有后代 Son0({A})∪Son1({A})∪ 

Son2({A})∪…∪Sonn−1({A}),而 Son0({A})∪Son1({A})Son2({A})∪…∪Sonn−1({A})=
1

0
({ })

n
i

i
Son A

−

=
∪ =Son*({A}),即 

EOCS 访问了 Son*({A}).由引理 2(2)可知,Son*({A})=L,因此 EOCS 算法结束时访问了 L,即 A 的联盟结构图所

有顶点都被遍历.此时,F(A)=MaxCS∈Son*({A})V(CS)=MaxCS∈LV(CS). □ 

2.4   EOCS的有效分解数目 

DP 和 EOCS 算法依次构造包含 m 个 Agent 的联盟 S 求 C[S]及 F[S].从 n 个元素中取 m 个元素的取法为 m
nC , 

m 个 Agent 有 2m−1−1 个二部分解.DP 算法评估所有二部分解,因此 DP 需进行的二部分解次数: 

1 1

2 1
( ) (2 1) (2 1).

n n
m m m m
n n

m m
DP n C C− −

= =
= × − = × −∑ ∑  

而 EOCS 算法只评估有效分解,它的评估次数计算如下: 
若 Nm′,m″表示将大小为 m=m′+m″的联盟二部分解成大小为 m′和 m″的二部分解个数,则 

, / 2, if 
.

,      otherwise

m
m m m

m
m

C m m
N

C

′
′ ′′

′

⎧ ′ ′′=⎪= ⎨
⎪⎩

 

EOCS 算法在 Step 2 中进行的有效分解次数为 

St2(n)=
/ 2 / 2

1 1

2 1
(2 1) (2 1),

n n
m m m m
n n

m m
C C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− −

= =
× − = × −∑ ∑  

在 Step 3 中进行的有效分解次数为 

St3(n)=
/ 3

,

/ 2 / 2 ( )
,

n m
m m m m
n

m n m m m n m
C N

⎣2 ⎦ −1
′′ ′′−

′′ ′′=⎡ ⎤+1 =⎡ ⎤ ∧ −
×∑ ∑

≤

 

在 Step 4 中进行的有效分解次数为 
St4(n)=2n−1−1, 

因此,EOCS 算法进行的二部分解次数为 
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EOCS(n)=St2(n)+St3(n)+St4(n)=
/ 2 2 / 3 1

1 , 1

1 / 2 1 / 2 ( )
(2 1) [2 1].

n n m
m m m m m m n
n n

m m n m m m n m
C C N

⎡ ⎤ ⎣ ⎦ −
′′ ′′− − −

= ′′ ′′=⎡ ⎤+ =⎡ ⎤ ∧ −

⎡ ⎤⎡ ⎤
× − + × + −⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

≤

 

定理 4. 对于含有 n 个 Agent 的系统: 
(1) DP 算法进行的二部分解次数 

1

1
( ) (2 1).

n
m m
n

m
DP n C −

=
= × −∑  

(2) EOCS 算法进行的有效分解次数 
/ 2 2 / 3 1

1 , 1

1 / 2 1 / 2 ( )
( ) (2 1) [2 1].

n n m
m m m m m m n
n n

m m n m m m n m
EOCS n C C N

⎡ ⎤ ⎣ ⎦ −
′′ ′′− − −

= ′′ ′′=⎡ ⎤+ =⎡ ⎤ ∧ −

⎡ ⎤⎡ ⎤
= × − + × + −⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

≤

 

(3) EOCS 算法与 DP 算法进行的分解次数比 
/ 2 2 / 3 1

1 , 1

1 / 2 1 / 2 ( )

1

1

(2 1) [2 1]
( ) .

( ) (2 1)

n n m
m m m m m m n
n n

m m n m m m n m
n

m m
n

m

C C N
EOCS n

DP n C

⎡ ⎤ ⎣ ⎦ −
′′ ′′− − −

= ′′ ′′=⎡ ⎤+ =⎡ ⎤ ∧ −

−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
× − + × + −⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
× −

∑ ∑ ∑

∑
≤  

3   EOCS 算法的时间复杂度分析 

3.1   二项分布与积分极限定理 

定义 7. 设 P 是事件 Event 在每次实验中出现的概率,则 n 次伯努利实验中事件 Event 出现 m 次的概率 

B(m,n,p)= (1 )m m m
nC p p× − 为二项分布[15](binomial distribution),其中,m=1,2,...,n. 

定理 5(积分极限定理)[15]. 设 un 是 n 次伯努利实验中事件 Event 出现的次数,而 P 是事件 Event 在每次实

验中出现的概率,则有 

0.5 0.5( ) ( ) ,nu np b np a npP a b b a
npq npq npq

φ φ φ φ
⎧ ⎫ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − −⎪ ⎪< = − ≈ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤  

其中,
2 / 2

0

1( ) e d
2

x tx tφ −=
π ∫ 为正态分布函数,q=1−p. 

3.2   EOCS时间复杂度下界的证明 

由定理 4(1)和定理 4(2)可知, 

1 1

1 1 1 1

( )

0 0 0 0

/ 2
1

1 / 2

1( ) (2 1) [( 2 ) ] ( 2 )
2

1 1( 2 ) ( 2 1 )
2 2
1 1 1(2 1) 2 3 2 3 ,
2 2 2

( ) (2 1)

n n n n
m m m m m m m m
n n n n n

m m m m
n n n n

m m m m m n m m
n n n n

m m m m

n n n n n

n
m m m
n n

m m n

DP n C C C C C

C C C C

EOCS n C C

− −

= = = =

−

= = = =

⎡ ⎤
−

= =⎡ ⎤

= × − = × − = × −

= × − = × × −

= + − = − ≈

⎡ ⎤
= × − + ×⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑
2 / 3 1

, 1

1 / 2 ( )
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用 LB(EOCS(n))=
0
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因此,EOCS(n)下界可用定理 5 来逼近,其方法如下: 
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其中,a=0,b=k=⎡n/2⎤. 
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所以, 1
16

3 1
eg

=
×

,即
16 16

3 3 2.81824
e 2.71828183

g = = = .取 g=2.818,则 EOCS 的下界是Ω(2.818n). 

定理 6(复杂度下界定理). EOCS 算法的时间复杂度下界是Ω(2.818n). 

3.3   时间序列分析 

当 Agent 个数在 13~21 时,根据定理 4 可求出 DP 和 EOCS 算法所进行的有效二部分解次数及比值(见表

2).为了利用时间序列分析方法[16],我们将 Agent 个数用时间 t 表示,实验数据个数用 n 表示.这样,对一组变量

y(t)=EOCS(t)/DP(t)进行求解(t1<t2<…<tn),得到离散数字序列集合 y(t1),y(t2),y(t3),…,y(tn),我们称其为时间序列.
时间序列分析是根据表 2 所示的时间序列数据,通过曲线拟合和参数估计来建立时间复杂度的数学模型,可以

采用曲线拟合中非线性最小二乘法的参数估计方法求 EOCS 复杂度的上界. 

Table 2  Time serial table of DP and EOCS algorithm 
表 2  DP and EOCS 算法的搜索时间序列表 

Number of agent 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
m (searching number 

by DP) 7.89×105 2.37×106 7.14×106 2.15×107 6.44×107 1.93×108 5.81×108 1.74×109 5.23×109

n (searching number 
by EOCS) 3.07×105 9.65×105 2.88×106 8.22×106 2.57×107 7.65×107 2.20×108 6.83×108 2.04×109

m/n (%) 39.0 40.6 40.3 38.3 39.8 39.5 37.9 39.2 39.0 
 

3.4   EOCS时间复杂度上界的求取 

DP 的时间复杂度为 O(3n)[3,4],而 EOCS 的搜索次数低于 DP,故 EOCS 的复杂度不超过 O(3n).可设 EOCS 的

上界为 kgn,其中,2<g≤3,现在利用时间序列分析方法求 k 与 g 的值. 
当 Agent 的个数为 t 时,设 EOCS 算法的搜索次数 y′=k′gt,而 DP 算法的搜索次数为 y″=k″3t,其中,k′和 k″为

特定常数. 

 
3 3

tt
t

t
y k g k gy k x
y k k

′ ′ ′× ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = × = ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ ′′× ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2) 

其中, ,  
3

k gk x
k

′
= =

′′
. 

对 y=k×xt 两边取对数得 Log10(y)=Log10(k)+t×Log10(x).根据最小二乘法原理,按照直线形式的常数确定方法,
得到求解 Log10(k)和 Log10(x)的标准方程为 

 10 10 10
2

10 10 10

Log ( ) Log Log ( )

Log ( ) Log Log ( )

y n k x t

t y k t x t

⎧ = × +⎪
⎨

× = × +⎪⎩

∑ ∑
∑ ∑ ∑

 (3) 

方程组(3)所需的辅助数据见表 3,其中,第 2 列数据为表 2 最后一行数据. 

Table 3  Data of least squares method 
表 3  最小二乘法的数据 

t Y (ratio of searching number) logy t×logy t2 

13 3.90E−01 −4.09E−01 −5.32E+00 1.69E+02 
14 4.06E−01 −3.91E−01 −5.48E+00 1.96E+02 
15 4.03E−01 −3.95E−01 −5.92E+00 2.25E+02 
16 3.83E−01 −4.17E−01 −6.67E+00 2.56E+02 
17 3.98E−01 −4.00E−01 −6.80E+00 2.89E+02 
18 3.95E−01 −4.03E−01 −7.26E+00 3.24E+02 
19 3.79E−01 −4.21E−01 −8.01E+00 3.61E+02 
20 3.92E−01 −4.07E−01 −8.13E+00 4.00E+02 
21 3.90E−01 −4.09E−01 −8.59E+00 4.41E+02 

∑: 153 3.54E+00 −3.65E+00 −6.22E+01 2.66E+03 
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将表 3 数据代入方程组(3)得 10 10

10 10

9 Log 153 Log 3.65
153 Log 2660 Log 62.2

k x
k x

× + × = −⎧
⎨ × + × = −⎩

,解之得 10

10

Log 192.4 /531
Log 1.35/ 531

k
x

= −⎧
⎨ = −⎩

. 

因此,x=10(−135/531)=0.99417,根据等式(2)得 g=3×x=2.983,故 EOCS 算法复杂度的上界为 O(2.983n). 
定理 7(复杂度上界近似定理). EOCS 算法的时间复杂度上界是 O(2.983n). 

4   EOCS 算法与其他算法的对比 

可从与联盟值的概率分布相关性、是否任一时间算法、找最优联盟结构的时间复杂度、搜索方式来判断

联盟结构生成算法的优劣.表 4 给出了 EOCS 与其他算法在这 4 个方面的对比. 

Table 4  Comparison of EOCS algorithm and other algorithms for optimal coalition structure 
表 4  EOCS 与其他最优联盟结构算法的对比 

Algorithm 
Related with probability 

distribution of 
coalition value? 

Is anytime 
algorithm? 

Time complexity of 
finding optimal 

coalition structure 

Searching 
method 

Rothkopf’s DP No No O(3n) Bottom-Top 
Rahwan’s IDP No No O(3n) Bottom-Top 

Sandholm’s anytime algorithm No Yes O(nn) Horizontal 
Jennings’s anytime algorithm No Yes O(nn) Vertical 

Zhang XL’s SCS algorithm Yes Yes O(nn) Bottom-Top 

EOCS No No O(2.983n) Bottom-Top 
Local-Global 

从表 4中可看出,EOCS的优点是,该算法与联盟值的概率分布无关,即无论联盟值满足何种概率分布,EOCS
算法都能在确定的O(2.983n)时间内求出最优联盟结构.这些优点的产生都得益于EOCS算法的搜索方法,EOCS
算法不仅自底向上,而且充分利用了 A 的子联盟的联盟结构图与全局 A 的联盟结构图的关系,将一些通向最优

值的重复路径裁剪掉.这些搜索方法都是联盟结构图的一些新的性质,这将在未来的工作和报告中再作进一步 
说明. 

5   结论和未来的工作 

本文基于联盟的有效分解关系设计了一种有效的联盟结构生成算法——EOCS 算法,而且基于函数的克林

闭包证明了 EOCS 算法的正确性.最后,借助于积分极限定理证明了 EOCS 的下界是Ω(2.818n),利用时间序列分

析方法求出了 EOCS 的上界是 O(2.983n). 
未来的工作包括:(1) 进一步探讨基于正整数拆分的联盟结构搜索的代数性质,重点考虑整数的 k 部拆分与

联盟 k 部分解的数量关系、联盟值的概率分布与联盟结构值的概率分布关系;(2) 将 EOCS 算法的思想应用到

Anytime 算法上,设计一种能够在低于 O(nn)时间内找出最优值的 Anytime 算法,并分析联盟结构图的图性质及

其上搜索方法的特性. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是审稿专家对本文图 1 所提出的建议表示衷心

的感谢. 
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