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Abstract:  This paper presents a model based on discrete no-fit polygon for the two-dimensional irregular packing 
problem. Burke et al. have presented an effective BLF algorithm to solve the irregular packing problem, however, 
their algorithm might generate invalid results for some special cases. To solve this problem, a model based on 
discrete no-fit polygon is proposed, and its correctness has been strictly proved. Only points and intervals are only 
considered by this model, which greatly decreases the geometry complexity of the original problem and makes the 
problem easily solved by many heuristic strategies. Computational results show that the algorithm based on discrete 
no-fit polygon model is very efficient. 
Key words:  irregular packing problem; infeasible interval; no-fit polygon; discrete no-fit polygon 

摘  要: 提出了一个用于求解二维不规则排样问题的离散临界多边形模型.Burke 等人的 BLF 算法是求解排样问

题的一种有效算法,但其算法对一些特殊实例会产生非法的解.为了解决这个问题,提出了一种基于离散临界多边形

模型,并对其正确性作了严格证明.新模型是只含有点和区间的简单模型,在大大降低原问题几何复杂性的同时,也
使许多启发式策略可以更容易地求解该问题.计算结果表明,基于离散临界多边型模型的排样算法是很有效的. 
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二维不规则排样问题(two-dimensional irregular packing problem)是指将一系列二维平面图形(或零件)互不

交叠地放置在某一面板上,使得未被覆盖的面板面积最小.排样问题在皮革、木材、金属等制造业的下料问题

中有着广泛的应用.当所有零件均为矩形时,二维排样问题已经有比较有效的算法[1−3].对于不规则图形的情况,
简单地将求解矩形排样问题的算法修改成求解不规则排样问题的算法通常不能得到相应的效果.几何复杂度

的提高对算法的效果产生了质的影响[4]:矩形排样问题的潜在可行放置位置的分布本质上是离散的,而不规则

排样问题则是连续的. 
求解不规则排样问题涉及的几何运算主要在于判定不同几何形体间的位置关系.最简单的方法是将不规

则图形用简单规则多边形(通常为矩形)包络,把复杂图形位置关系的判定转化成包络后简单图形位置关系的判

定,这种方法通常会造成较大的浪费.现有的处理方法主要有两种:一种是将几何形体用离散的像素点近似表 
示[5−9],通过检测各个像素点的位置判断不同几何形体间是否相交.这种方法程序实现难度小,但是对于非正交

的斜边无法精确表示,进而影响求解质量.另一种方法则基于临界多边形(no-fit polygon,简称NFP)[10−12],通过构

造两个多边形的临界多边形,将两个多边形位置关系的判定转化成点和多边形位置关系的判定.这种方法的求

解精度高,但是算法复杂[13],运行时间长.另外,一些特殊的数据,例如含有孔洞的多边形或者两个多边形恰好拼

接在一起的情形,会给临界多边形的求解带来很大的困难,甚至造成错误[4].文献[14]则采用了一种随机求解算

法,即首先产生一个初始解(多边形允许重叠),然后通过一个高效的子过程,结合导向式局部搜索(guided local 
search,简称GLS)不断减少重叠面积,直至得到一个合法解,取得了很好的结果.本文提出了离散临界多边形模

型,利用该模型可以降低求解原问题的几何复杂性,从而方便许多启发式策略对其进行高效求解. 

1   临界多边形的概念及性质 

1.1   多边形的定义 

首先定义本文涉及的一些基本概念. 
通常采用多边形来近似表示一个平面图形.平面上的点定义为一个二元组p=(px,py)∈R2,这里采用文献[14]

中对边、多边形以及多边形内部的定义: 
定义 1(边). 一条边e通过其两个端点ea,eb进行定义,用公式表示为e(t)=ea+t(eb−ea)(t∈[0,1]).给定点p和边e,

记p∈e当且仅当p=e(t)(t∈[0,1]). 
定义 2(多边形). 一个多边形P通过边集EP来定义,这些边必须形成一个或多个环,并且任何两条边不相交.

多边形的内部定义为一个点集: 
2{ | ( ) 1(mod 2

PEP p R f p= ∈ ≡
HJ� , 

其中, ( ) |{ |   ( , ) } |
P P x yEf p e E x p x p e′ ′= ∈ ∃ < ∈

HJ
且 . 

定义 2 中, ( )
PEf p

HJ
的含义可以理解为:过点p平行于x轴作一条指向x轴负方向的射线,射线与多边形P的边集

EP的交点个数(不包括与p重合的点)就是 ( )
PEf p

HJ
的值. 

由于仅考虑对多边形作平移操作,因此,放置一个多边形只要确定该多边形上任意一个顶点的坐标即可,这
个顶点称为多边形P的参考点,记为OP.本文统一将P的左下顶点作为其参考点,即取OP∈e(e∈EP),满足 

, , ( )P x Px x Px y Pye E p e p O p O p O∀ ∈ ∀ ∈ > ∨ = ∧ ≥ . 

给定多边形A与多边形B,我们称多边形A与多边形B相交当且仅当 A B∩ ≠ ∅� � ,多边形A与多边形B相切当且

仅当 且存在点p使得p∈e(e∈EA B∩ = ∅� � A)且p∈e′(e′∈EB).其余情况称为多边形A与多边形B相离. 

1.2   临界多边形的概念及性质 

利用临界多边形,我们可以很方便地判断两个多边形是否相交.给定多边形A与多边形B,其临界多边形可以

通过下述方式构造:选定多边形B上的一个点OB作为参考点,固定多边形A,将多边形B沿着多边形A平移一周,保
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证多边形B和多边形A始终相切,此时,参考点的移动轨迹所围成的区域(不包括边界)就是多边形B相对于多边

形A的临界多边形,记为NFPAB,其边集记为EAB. 
临界多边形有如下性质:当移动多边形B使得OB∈NFPAB时,B与A相交;当移动多边形B使得OB在NFPAB的边

界上,即OB∈e(e∈EAB)时,B与A相切;其他情况下,B与A相离. 
临界多边形已被证明与两个多边形的 Minkowski 和有密切联系. 
给定任意两个点集 A� 和 B� ,其 Minkowski 和定义为 

{ | , }A B a b a A b B⊕ = + ∈ ∈� �� � . 
下面我们给出一个有用的结论,并给出其简单的证明. 

定理 1. .其中, . ABNFP A B= ⊕ −� � 2{ | BB p R O p B− = ∈ − ∈� �}
证明:假设将多边形B从位置OB平移到位置 BO′ . 

B ABO NFP′∀ ∈ ,根据临界多边形的性质,存在顶点 p′满足 { }B Bp A p B O O′ ′ ′∈ ∧ ∈ ⊕ −� � .设 p′在移动前的坐标为

p,则有 ,因此 O A(B BO p O p′ ′= + − ) B′B ∈ ⊕ −� � . 

反之 ,若 ,则存在点 a 和点 b,满足BO A B′ ∈ ⊕ −� � a A∈ � , b B∈ � 且 (B BO a O b)′ = + − ,此时顶点 b 的坐标为

,即多边形 A 和多边形 B 相交,根据临界多边形的性质有B Bb b O O a A′ ′= + − = ∈ �
B ABO NFP′ ∈ . □ 

2   Burke 等人的算法及其不足 

Burke 等人在文献[15]中描述了一种新的 BLF 算法.不同于像素法在两个方向均作离散化(如图 1(a)所示),
新算法仅在水平方向离散化(如图 1(b)所示),其实验结果显示,新算法的求解质量和求解速度相对于传统方法均

有显著提高. 

 
 
 
 

(a) Two-Directions discretization         (b) One-Direction discretization 

y y

x x

(a) 双向离散化                      (b) 单向离散化 
Fig.1  Discretization 

图 1  离散化 

尽管 Burke 等人的模型对大部分数据表现良好,但是算法本身仍存在不足.如图 2(a)所示,假定图形 A 固定,
通过调整 B 来解决已有冲突.按照 Burke 等人的算法,经过若干次迭代后得到如图 2(b)所示的图形.由于图形 A
和图形 B 的任意两条边并不相交(对于交点恰好落在边端点上的情况也视为两条边不相交),且 A 和 B 的任一顶

点并不包含在另一图形当中,算法判定图形 A 和图形 B 不相交,对图形 B 的调整结束.然而此时,图形 A 和图形 B
仍然重叠,从而得到错误的排样结果. 

 

B 

A 
 

B

A

 
 
 

(a) Before resolution        (b) After resolution 
(a) 调整前              (b) 调整后 

Fig.2   A counter example 
图 2   一个反例 
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3   禁止区 

事实上,由于放置一个图形时其水平方向的选择是有限的,因此许多工作可以预先完成.具体来说,如图 3(a)
所示,假设图形A固定,图形B沿直线l:x=t平移,当移动B使得点OB位于图中暗色区间内时,图形B与图形A相交.显
然,如果两图形在水平方向上的相对位置固定,则这些区间也是确定的(如图 3(b)所示).我们将图上这些暗色区

间称为禁止区. 
禁止区与临界多边形有着紧密联系.如图 3(c)所示,图形A和图形B所对应的临界多边形为NFPAB(图中灰色

曲线所围区域).我们将直线l:x=kµ(其中,k为整数,µ为每个切片的宽度)与NFPAB相交的区域用暗色粗线标记出

来.假设OB沿着某一直线l:x=kµ移动,根据临界多边形的性质,当点OB移动到这些暗色区间上时,图形B与图形A
相交;当移动到这些区间的端点时,图形B与图形A相切;否则,图形B与图形A相离. 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Moving shape B along a single line 

t 

B 

B 

B 
B 

y

x

(a) 沿一条直线移动图形 B 
 y y

A

 
 
 
 
 
 
 

x
(b) Infeasible intervals derived by shape A and shape B     

(b) 图形B相对于图形A的禁止区              

Fig.3  Relationship between infeasible 
图 3  禁止区与临界

一般地,我们将禁止区定义为直线l:x=t与临界多边形N
定义 3(禁止区). 给定多边形A,B的临界多边形NFPAB,

2( ) { |ABR t p R p= ∈ ∈

4   离散临界多边形的含义及其构造算法 

4.1   离散临界多边形 

如前所述,临界多边形的求解过程相当繁琐.我们只需

构造整个临界多边形,换句话说,只需要计算一个离散化的临

定义 4(离散临界多边形). 给定实数 t 和实数µ,其中µ>
 

NFPAB

x 
         (c) Compare with NFPAB

         (c) 与NFPAB对比 

interval and discrete no-fit polygon 
多边形的关系 

FPAB相交的区间,形式化描述如下: 
和实数t,禁止区定义为 

}AB xNFP p t∧ = . 

求出直线 l:x=kµ与临界多边形相交的区间而不需要

界多边形——离散临界多边形. 
0,多边形 A 和多边形 B 的离散临界多边形定义为 
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mod 0
( )AB AB

t
DNFP R t

µ =

= ∪ . 

接下来具体描述离散临界多边形的构造算法.首先给出两个定理及其证明,以保证算法的正确性.给定多边 

形 A 和 B,不妨设多边形 A 的内部 A� 由 n 个多边形(的内部) 1 2, ,..., nA A A� � � 组成,即
1

i
i n

A A
≤ ≤

=� ∪ � ,类似地,
1

i
i m

B B
≤ ≤

=� �∪ ,我 

们有: 

定理 2. 设
1

i
i n

A A
≤ ≤

=� �∪ ,
1

i
i m

B B
≤ ≤

=� �∪ ,则 . 
1
1

i jAB A B
i n
j m

NFP NFP
≤ ≤
≤ ≤

= ∪

证明:由定理 1, 

1 1 1 1 1 1 1
1

( )
i jAB i j i j i j A B

i n j m i n j m i n j m i n
j m

NFP A B A B A B A B NFP
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⊕ − = ⊕ − = ⊕ − = ⊕ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
� � � �� � � �∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ .

}

 □ 

定理 3. . 
1
1

i jAB A B
i n
j m

DNFP DNFP
≤ ≤
≤ ≤

= ∪

证明:由定理 2, 
2 2 2

1 1
1 1

( ) { | } { | } { |
i j i jAB AB x A B x A B x

i n i n
j m j m

R t p R p NFP p t p R p NFP p t p R p NFP p t
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= ∈ ∈ ∧ = = ∈ ∈ ∧ = = ∈ ∈ ∧ =∪ ∪ , 

2

mod 0 mod 01
1

2

1 mod 0 1
1 1

( ) { | }

              = { | } .

i j

i j i j

AB AB A B x
t t i n

j m

A B x A B
i n t i n
j m j m

DNFP R t p R p NFP p t

p R p NFP p t DNFP

µ µ

µ

= = ≤ ≤
≤ ≤

≤ ≤ = ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= = ∈ ∈ ∧

∈ ∈ ∧ = =

∪ ∪ ∪

∪ ∪ ∪

=

 □ 

利用定理 2 和定理 3 的结论,不难得到离散临界多边形的构造算法. 

4.2   离散临界多边形的构造算法 

4.2.1   算法描述 
给定多边形A和B,其离散临界多边形DNFPAB的构造算法如下: 
算法 1. DNFPAB构造算法. 
开始 
步骤 1. 计算−B; 
步骤 2. 分别对多边形A和多边形−B作梯形剖分,将A分成n个梯形Ai (i=1,2,…,n),将−B分成m个梯形−Bj

(j=1,2,…,m),即
1

i
i n

A A
≤ ≤

= ∪ ,
1

j
j m

B B
≤ ≤

− = −∪ (其中Ai, −Bj为梯形); 

步骤 3. 对每个Ai和每个−Bj计算 ; 
i jA BDNFP

步骤 4. ; 
1
1

i jAB A B
i n
j m

DNFP DNFP
≤ ≤
≤ ≤

= ∪

结束. 
接下来解释算法的各个步骤 .步骤 2 可以采用任何一种梯形剖分算法 (如扫描线算法 ) ,复杂度为 

O(nlgn).其中,n为多边形的顶点个数.步骤 3 的主要难点在于计算Ai和Bj的临界多边形 假设 的最

左顶点和最右顶点的 x 坐标值为 α , β , 以 µ 为单位离散化 , 则 可以通过计算 与直线

,
i jA BNFP

i jA BNFP

i jA BDNFP
i jA BNFP

: ( / /l x k k )µ α µ β µ= ≤ ≤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ 求交得到.由于Ai和Bj均为梯形,因此,我们可以利用求给定两个凸多边形的临界 

多边形的简单算法[4]:将多边形A的边定为逆时针走向,多边形B定为顺时针走向,然后平移所有这些向量,使得

向量的起始点重合在一个点上,最后,将所有向量按逆时针序首尾相接排列得到一个多边形,该多边形即为A和B
的临界多边形.步骤 4 中主要涉及的操作为区间合并,可以用许多方法来实现.假设要合并t个区间,一种简单的

做法是 ,先对 t个区间按其首端点排序 ,然后通过一遍扫描在线形时间内完成合并操作 ,总的时间复杂度为
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)

O(tlgt). 
4.2.2   算法效率 

这里,分析算法 1 的总时间耗费.设多边形P共有nP个顶点,其最左顶点和最右顶点的x坐标差值记为∆P,令
∆=∆A+∆B. 

步骤 1 的时间耗费为O(nB). 
步骤 2 的时间耗费为O(nAlgnA+nBlgnB). 
步骤 3 中,对于给定的梯形Ai和Bj,计算 的时间可视为常数C

i jA BNFP 1,计算一条直线l与 相交的时间

也可视为常数C
i jA BNFP

2.在最坏情形下,最多要计算⎣(∆A+∆B)/µ⎦+1 条直线与 的交.由于n≤n
i jA BNFP A,m≤nB,步骤 3 的总时

间耗费为 1 2( (1 ( ) / ) ( /A B A Bnm C C O n n∆ ∆ µ ∆ µ+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦ . 

步骤 4 中一共要在⎣∆/µ⎦+1 个区域内作区间合并操作,每个区域最多有 nm 个区间,总时间耗费最多为 

lg( ) ( / 1) lg( )A B
A B

n nnm nm O n n∆∆ µ
µ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ + =⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

因此,算法 1 的总时间复杂度为 

( ) ( lg lg ) ( / ) lg( ) lg( )A B A B
B A A B B A B A B A B

n n n nO n O n n n n O n n O n n O n n∆ ∆∆ µ
µ µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

事实上,正如后面实验结果所显示,由于这个界比较宽松,实际运行效率将会更高. 
4.2.3   修  正 

算法 1 构造的离散临界多边形与前述定义不完全一致,需要作一些修正.如图 4(a)所示,固定多边形 A 和多

边形 B 沿直线 l 移动,算法 1 计算出的禁止区为(a,c),而 B 在区间(b,c)上移动时并不与多边形 A 相交.这个差别

并不影响放置算法的正确性,但是可能会影响到求解质量.如图 4(b)所示,固定多边形 C,多边形 D 沿直线 l 移动,
算法 1 计算出的禁止区为(d,f),而当 D 位于点 e 时,两个多边形并不会相交.由此可见,这个细微的差别可能会丢

失一些很好的解. 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                     (b) 

l 

c B

A 
b 

B

a 
B

C

D

D

Df

e

d

l

Fig.4  Two special cases 
图 4  两个特例 

只要对算法 1 略作修改就可以解决这个问题.首先,这里所有区间均视为开区间,这样即使两个区间的首尾 
端点重合时也不进行合并操作.如图 5 所示,算法 1 的步骤 3 中,已知两个凸多边形Ai,Bj的临界多边形 计

算 时,对左边界上的禁止区加上“+”号,对右边界上的禁止区加上“−”号,中间的禁止区则兼有“+”号和 
i jA BNFP

i jA BDNFP

“−”号(图 5(c)).构造DNFPAB时,所有的禁止区只保留兼有“+”号和“−”号的部分(图 5(d)).步骤 4 作区间合并时,可
以用一个变量记录当前处理的区间的符号,只保留兼有“+”,“−”两种符号的区间,这样,处理区间合并的复杂度仍

然是O(tlgt)(t为区间个数). 

修正后,算法 1 的时间复杂度仍然为 lg( )A B
A B

n nO n∆
µ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

n . 
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(a) NFP           (b) DNFP      (c) DNFP (modified)   (d) Combine with other DNFP 

±±
±

±

+ − 

(a) NFP           (b) DNFP      (c) DNFP(修正后的)     (d) 与其他 DNFP 组合 

Fig.5  Modification of algorithm 1 (an example) 
图 5  对算法 1 的修正(一个实例) 

4.3   基于离散临界多边形的放置算法 

我们以一个具体的放置为例,简单说明基于离散临界多边形的放置算法.假设放置多边形 P(参考点为左下

点)时,面板上已经根据某种策略放了若干个图形.如图 6(a)所示,黑色区间表示 P 的禁止区,当 P 的参考点移动到

这些位置时,将由于 P 的某一部分与面板上的多边形相交或者 P 的某一部分超出面板而成为不合法的放置.一
般地,我们考虑将禁止区的端点作为可选择点(图上的灰色点).可以设计一个评价函数对这些点进行选择,例如,
每次均选择最左下角的可行点(图中的点 x),则对应于 Burke 等人的 BLF 算法.图 6(b)、图 6(c)显示的是采用 BLF
放置策略将 P 放置在点 x 后的情形. 

利用离散临界多边形的概念,我们事实上将包含复杂几何运算的原始模型转换成只含有点和区间运算的

简单模型,极大地降低了原问题的几何复杂性,从而使许多启发策略可以更容易地求解这个问题. 
 
 
 
 
 
 

(a) Before place        (b) Infeasible intervals         (c) After place 
(a) 放置前              (b) 禁止区               (c) 放置后 

x 

P 

P 

P 

Fig.6  Placement of a shape P 
图 6  图形 P 的放置 

最后,我们考察一下基于离散临界多边形的放置算法对图 2 所举反例的计算情况.图 7(a)中的黑色区间表

示图形 B 相对于图形 A 的禁止区,图 7(b)显示的是将 B 放置在禁止区上端点后的情况.此时图形 B 与图形 A 不

相交,算法得到一个正确的放置. 
 

B

A

 
 
 

(a) Infeasible interval        (b) A valid placement 

B

B

A

(a) 禁止区 (b) 一个合法的放置 

Fig.7  Placement based on DNFP 
图 7  基于离散临界多边形的放置 
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5   实验与结果 

我们在新模型中实现了Burke等人的BLF算法(简记为离散临界多边型模型+BLF),并与Burke等人的基于

单向离散模型的BLF算法(简记为单向离散模型+BLF)[15,16]从求解质量和求解速度两个方面作了比较.测试数

据包括了文献[15]所列出的除poly和trousers(文献[15]中,这两组数据与我们所得到的数据有出入,因此本文暂

不考虑)以外的所有数据,这些数据可以在ESICUP的站点http://paginas.fe.up.pt/~esicup上找到.求解结果见表 1.
表 1 中,单向离散模型+BLF的计算结果直接取自文献[15],这些实验数据是在P4 2GHz 256MB RAM的环境下得

到的.离散临界多边型模型+BLF的计算结果则是在P4 1.6GHz 320MB RAM的环境下得到的.与单向离散模型

+BLF算法相同,离散临界多边型模型+BLF也采用简单的爬山搜索(hill climbing)作为局部搜索算法,每次搜索

作 100 次迭代,邻域大小为 5,算法作 40 次运行,选择求解结果最好的一组数据(所有这些参数及数据选择方式均

与文献[15]所列一致). 

Table 1  Computational results for two algorithms 
表 1  两种算法的实验结果对比 

One-Way discretization model+BLF[15] DNFP model+BLF 
Problem Filling rate 

(%) 
Time for 

per-packing (s) Final time (s) Filling rate 
(%) 

Time for 
per-packing (s) Final time (s) Initializing 

time (s) 
Albano 84.6 1.18 93.39 84.8 0.05 4.92 2.36 
Blaz1 77.7 0.32 21.00 77.1 0.01 0.60 0.08 
Blaz2 74.5 0.16 10.94 72.4 0.01 0.39 0.14 
Dagli 83.7 2.04 188.80 84.0 0.06 4.33 1.63 

Dighe1 77.4 0.22 8.87 80.7 0.08 6.56 9.88 
Dighe2 79.4 0.10 7.12 80.7 0.03 2.53 4.91 

Fu 86.9 0.24 20.78 86.4 0.02 1.40 0.80 
Jakobs1 82.6 0.74 43.49 81.7 0.04 0.64 2.31 
Jakobs2 74.8 2.13 81.41 74.2 0.08 2.21 5.02 

Mao 79.5 0.38 29.74 80.0 0.06 2.45 9.72 
Marques 86.5 0.25 4.87 86.5 0.06 1.87 2.17 
Shapes 67.6 0.60 31.36 70.0 0.04 3.13 0.20 

Shapes0 60.5 0.93 21.33 62.3 0.02 1.10 0.01 
Shapes1 66.5 0.82 2.19 68.8 0.03 1.58 0.05 

Shirts 84.6 4.99 58.36 85.7 0.15 8.76 0.17 
Swim 68.4 12.39 607.37 68.1 0.18 10.87 7.08 

Average 77.2 1.72 76.94 77.7 0.06 3.33 2.91 

表中第 2 列~第 4 列为单向离散模型+BLF(one-way discretization model+BLF)在文献[15]中所列出的填充

率(filling rate)、每次排样用时(time for per-packing)、得到最终解用时(final time).第 5 列~第 7 列为离散临界多

边型模型+BLF(DNFP model+BLF)算法相应的求解结果及运行时间,最后一列为模型初始化构造离散临界多边

形所用时间(Initializing time),时间单位为秒(s).文献[15]中列出了两种方法计算填充率,后一种计算方法得到的

填充率高于前者.表 1 中的填充率均采用第 1 种方法进行计算,即 

100%= ×
排样图形的总面积

填充率
固定宽度矩形面板的面积

. 

所有数据以µ为单位离散化,µ值的计算公式如下: 
1.0,       100

/100,  100
L

L L
µ

<⎧
= ⎨ ≥⎩

, 

其中, L =
排样图形的总面积

矩形面板的宽度
. 

从表 1 可以看出,离散临界多边型模型+BLF 有 9 个数据可以获得更高的填充率(图 8 显示的是其中两个排

样结果),而单向离散模型+BLF 有 6 个数据获得更高的填充率.在找到最终解的平均速度上,离散临界多边型模

型+BLF 比单向离散模型+BLF 快了 20 倍以上.可见,离散临界多边型模型+BLF 算法在求解质量和求解速度上
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均优于单向离散模型+BLF.这里需要指出的是,离散临界多边型模型+BLF 算法只需要很少的时间用于初始化

构造离散临界多边形.当多次运行程序时,离散临界多边形只需要初始化 1 次.因此,当程序重复运行次数较多

时,初始化时间几乎可以忽略. 

       
(a) Shapes (70.0%, 3.13s)                        (b) Shirts (85.7%, 8.76s) 

Fig.8  Nesting results for Shapes and Shirts 
图 8  对 Shapes 和 Shirts 的排样结果 

6   结束语 

Burke 等人的研究结果表明,单向离散化模型是求解排样问题的一个有效模型,但是其算法仍存在一些不

足.针对这个问题,我们提出了禁止区和离散临界多边形的概念,给出了离散临界多边形的构造算法,并对其正

确性作了严格证明.对 16 个测试数据的计算结果表明,离散临界多边型模型+BLF 算法不仅在求解质量上优于

单向离散模型+BLF,而且速度更快.此外,正如文中所述,基于离散临界多边形的放置算法还可以实现除 BLF 以

外的其他放置策略.因此,我们今后的研究重点将在该模型的基础上,深入研究各种启发搜索策略,推广禁止区

的概念,以处理图形中含有弧线的情况. 
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