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Abstract:  #SAT problem is the extension of SAT problem. It involves counting models of a given set of 
proposition formulae. By using the inverse of resolution and the inclusion-exclusion principle to circumvent the 
problem of space complexity, this paper proposes a framework for both model counting and weighted model 
counting. It suggests a complementary method for current model counting methods. These methods are proved to be 
sound and complete. A model counting system, namely JLU-ERWMC, is built based on these methods. 
JLU-ERWMC outperforms the most efficient model counting methods in some cases. 
Key words:  extension rule; model counting; knowledge compilation; weighted model counting 

摘  要: #SAT 问题是 SAT 问题的扩展,需要计算出给定命题公式集合的模型个数.通过将问题求解沿着归结的反

方向进行,并利用容斥原理解决由此带来的空间复杂性问题,提出了一种基于扩展规则的模型计数和加权模型计数

问题求解框架,可以看作是目前所有模型计数问题求解方法的一种补方法.证明了该方法的完备性和有效性,设计了

基于扩展规则的#SAT 求解系统:JLU-ERWMC.实验结果表明,JLU-ERWMC 在有些问题中优于目前最为高效的

#SAT 问题求解系统. 
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随着命题可满足问题(SAT)的研究的日益成熟,求解 SAT 问题的能力近年来有了很大程度的提高.目前

Zchaff,Survey Propagation 等高效的 SAT 求解系统已经可以求解含有 100 000 个以上变量的 SAT 问题实例[1−3].
另一方面 ,SAT 领域的成功也使得其他研究领域受益匪浅 ,例如在经典智能规划研究领域 ,SATPLAN 和

BLACKBOX 等经典智能规划系统通过将规划问题编译为 SAT 问题实例,借助高效 SAT 求解系统,在近年来的

国际智能规划竞赛中屡次取得优异的成绩,获得了多项冠军[4,5].事实上,对于几乎所有的 NP 完备问题,基于 SAT
的求解方法大多效果显著,这是因为它们总存在到 SAT 问题的多项式归约. 

然而,在人工智能研究领域存在着很多计算复杂性高于 NP 的问题,例如将概率推理问题[6]、一致性概率规

划问题[7]转换为命题公式集合后,仅仅判断给定公式集合是否是可满足的往往是不够的,这时还需要计算出该

公式集合中所有模型(可满足赋值)的个数.#SAT 问题即是这样一类问题,它需要计算出给定命题公式集合的模

型的个数,其计算复杂度要高于 SAT 问题,是#P 完备的[8]. 
近年来,#SAT 问题受到研究人员的广泛关注.Birnbaum 和 Lozinskii 证明,只要子问题不含不可满足子句,则

可以直接扩展 Davis-Putnam(DP)过程来求解模型计算问题,并提出了基于 DP 的模型计算算法 CDP(counting 
models using Davis-Putnam procedure)[9].算法 CDP 的基本思想如下:设 M(Σ)表示给定公式集合Σ的模型个数,由
于子公式(Σ∧a)和(Σ∧¬a)的模型交集为空,所以 M(Σ)=M(Σ∧a)+M(Σ∧¬a).若Σ中有 n 个变量,其中Σ∧a 中有 n1 个

变量出现,Σ∧¬a 有 n2 个变量出现,则 

M(Σ)=M(Σ∧a)× 12n n− +M(Σ∧¬a)× 22n n− . 
Bayardo 和 Pehoushek 利用连接图来描述变量之间的关系:连接图的节点为出现在公式集合中的变量,若两

个变量出现在同一子句中,则代表这两个变量的节点之间就存在一条边.通过这种方式可以将Σ中的所有变量

分成多个不相连的组件,进而将Σ分成多个子公式单独求解.Sang 等人设计的 Cachet 系统在 DP 过程中混合使用

了子句学习和组件缓存的策略,通过记录已经出现的冲突和子公式的模型个数来避免重复计算[10,11].在文献

[12]中,Sang 等人在 Cachet 的基础上设计了 Cachet-WMC 系统,该系统可以处理加权模型计算问题.Selman 等人

提出了一种近似的模型计算和加权模型计算方法,该方法通过采样的方法来估计模型的个数[13].Darwiche 等人

则提出可以通过知识编译的方法来求解模型计算问题.通过将给定命题公式转换为 DNNF 范式后,可以在多项

式过程内求解模型计算问题[14−16]. 
无论对于 SAT问题还是#SAT问题,归结原理都是最重要也是最基本的推理方法.它的基本思想是通过推出

空子句的方法来判定某个给定子句集的不可满足性.我们提出了一种与归结方法对称的 SAT 求解方法——扩

展规则方法[17].该方法的主要思想是,沿着归结的逆向求解 SAT 问题,并且借助容斥原理解决由此带来的空间复

杂性问题.我们还提出一种基于扩展规则的知识编译方法,可以在多项式时间内求解编译后的 SAT 问题[18].在此

基础上,我们将扩展规则方法推广到模态逻辑中,并优化了基于扩展规则的求解方法[19,20].本文的目的在于将扩

展规则方法推广到#SAT 问题求解中,并介绍基于扩展规则的#SAT 问题求解器——JLU-ERWMC. 
本文第 1 节简单回顾扩展规则.第 2 节介绍基于扩展规则的#SAT 问题求解方法.第 3 节介绍基于扩展规则

的加权模型计算方法.第 4 节给出实验结果.最后给出全文的总结和未来的相关工作.本文相关定理的证明详见

附录. 

1   扩展规则 

为了讨论方便,先来介绍本文需要的相关概念和命题.首先引入扩展规则,它是本文其他工作的基础.关于

扩展规则的详细定义,可以参照文献[17].扩展规则定义如下: 
定义 1[17]. 给定一个子句 C 和一个原子的集合 M:D={C∨a,C∨¬a|a∈M 并且 a 和¬a 都不在 C 中出现},我们

把从 C 到 D 中元素的推导过程叫做扩展规则,D 中的元素叫做应用扩展规则的结果. 
例如,给定子句 A∨B 和集合{A,B,C},对子句 A∨B 应用扩展规则的结果就是 A∨B∨C,A∨B∨¬C.下面来看一下

子句 C 及其扩展后的结果 D 之间的关系. 
定理 1[17]. 子句 C 及其扩展后的结果 D 是等价的. 



 

 

 

1716 Journal of Software 软件学报 Vol.20, No.7, July 2009   

 

这样,我们可以对子句集中的子句应用扩展规则.定理 1 保证了应用扩展规则后的子句集和原子句集等价,
因此,扩展规则可以被看作是一条推理规则. 

定义 2. 一个非重言式子句是集合 M 上的极大项当且仅当它包含集合 M 上的所有原子或其否定. 
例如,给定原子集合 M={A,B,C},A∨B∨C 就是 M 上的极大项,A∨B 则不然. 
定理 2[17]. 给定一个子句集Σ,它其中所有原子的集合是 M(|M|=m),若Σ中的子句都是 M 上的极大项,则子句

集Σ不可满足当且仅当Σ中含有 2m 个互不相同的子句. 

2   基于扩展规则的模型计数方法 

本节介绍如何利用扩展规则来求解#SAT 问题,包括两部分内容:第 2.1 节介绍如何利用扩展规则直接求解

#SAT 问题,第 2.2 节介绍如何通过知识编译将给定子句集合转换成易于求解#SAT 问题的形式.我们首先对本文

中一些符号做出约定:用Σ,Σ1,Σ2,…表示 CNF(conjunctive normal form)形式的子句集.用 C,C1, C2,…表示单个的

子句,有时也把子句理解成文字集合的形式.通常,M 表示一个子句集Σ中所有原子的集合. 

2.1   利用扩展规则求解模型计数问题 

定理 3. 给定一个子句集Σ,其中所有原子的集合是 M(|M|=m),若Σ中的子句都是 M 上的极大项,则子句集Σ
的模型个数为 2m−S 当且仅当Σ中含有 S 个互不相同的子句,其中 S≤2m. 

定理 3 实际给出了赋值和极大项的对应关系,对于每个赋值,如果它使得子句集为真当且仅当它的“非”形
式的极大项不出现在子句集中.这样,如果要计算一个子句集的模型个数,首先要用扩展规则把原来的子句集扩

展成与其等价的极大项组成的集合,再根据定理 3:如果扩展后的子句集里面有 S 个互不相同的子句,则原来的

子句集就含有 2m−S 个模型. 
定理 4. 在命题逻辑中,基于扩展规则的模型计数方法是正确的和完备的. 
显然,直接应用扩展规则最坏情况下的空间复杂性是呈指数级的.实际上,我们并不需要把所有的极大项都

扩展出来,只需要计算它们的个数就足够了.如果极大项的个数是 S,则子句集含有 2m−S个模型.包含排斥原理恰

好能够帮助我们做到这一点. 
定理 5[17]. 两个子句扩展出的极大项的集合不含交集当且仅当这两个子句含有互补对. 
定理 6(包含排斥原理). 集合 A1,A2,…,An 并集的元素个数可以用如下公式计算: 

|A1∪A2∪…∪An|=
1
| |

n

i
i

A
=
∑ −

1
| |i j

i j n
A A

≤ < ≤

∩∑ +…+(−1)n+1|A1∩A2∩…∩An|. 

包含排斥原理的简单形式为大家所熟知: 
|A∪B|=|A|+|B|−|A∩B|, 

|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|−|A∩B|−|A∩C|−|B∩C|+|A∩B∩C|. 
我们在文献[17]中已经介绍了如何利用包含容斥原理计算出极大项的个数:给定一个子句集Σ={C1,C2,…, 

Cn},M 是其原子的集合且|M|=m.记 Pi 为 Ci 扩展出的所有极大项的集合,i=1,…,n.令 S 为Σ能够扩展出的所有极

大项的集合的元素个数,则 S=|P1∪P2∪…∪Pn|,由包含排斥原理容易得到公式(1): 

 S=
1
| |

n

i
i

P
=
∑ −

1
| |i j

i j n
P P

≤ < ≤

∩∑ +
1

| |i j l
i j l n

P P P
≤ < < ≤

∩ ∩∑ −…+(−1)n+1|P1∩P2∩…∩Pn| (1) 

其中,|Pi|= | |2 im C− . 

|Pi∩Pj|= | |

0,               

2 ,  i j

i j
m C C

i j

C C

C C− ∪

⎧⎪
⎨
⎪⎩

和 中含有互补文字

和 中不含有互补文字
. 

例 1:利用公式(1)计算子句集Σ={¬A∨B∨¬C,A∨C,¬A}的模型个数. 
Σ能够扩展出的极大项的数目:S=20+21+22−0−20−0+0=6, 
因此,Σ中的模型个数为 23−6=2. 
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利用公式(1)可以设计出直接利用扩展规则求解模型计数问题的算法,在附录中给出了算法 CER(counting 
models using extension rules)的具体流程.显然,该算法的效率依赖于公式(1)中需要计算的非零项的数目.一般情

况下,算法 CER 的复杂性是呈指数级的,效率比较低.但有些情况下,算法 CER 的效率会很高.考虑子句集中任意

两个子句都含有互补对的情况,在这种情况下,只需计算公式(1)的前 n 项就可以判定子句集的可满足性了,因为

从第 n+1 项开始所有的项都为 0.直观上考虑,这种情况下使用基于归结的方法效率会比较低,因为可能潜在地

有很多归结需要做.尽管上面的情况非常特殊,但我们总可以通过知识编译的方法使它得到满足.我们在第 2.2
节中将详细介绍这种方法. 

2.2   利用知识编译求解模型计数问题 

简单地说,知识编译的过程就是把知识转换成易于推理的表示形式的过程,转换的结果被称作是目标语言

(target language).在文献[18]中我们介绍了 EPCCL(each pair of clauses contains complementary literal(s))理论. 
定义 3[18]. EPCCL 理论是其中任意两个子句都含有互补对的子句集. 
我们已经证明了 EPCCL 理论是在“可满足可控制类”中的,它的可满足性可以在线性时间内用扩展规则得

到判定. 
定理 7[18]. 对任何一种 EPCCL 理论的可满足性判定可以在多项式时间内完成. 
但一种理论是在“可满足性可控制”的类中,并不意味着它也在“模型计数可控制”的类中,下面给出一个例

子来说明这个问题. 
例 2:假定Σ={C1,C2,…,Cn}是一个难解的模型计数问题,但Σ ′={C1∨L,C2∨L,…,Cn∨L}的可满足性非常容易判

定:任何含 L以正的方式出现的解释都是Σ ′的模型.因而,Σ ′在“可满足性可控制”的类中.但计算“Σ ′的模型个数”
就等于计算Σ的模型个数,是非常困难的.因此,Σ ′不在“模型计数可控制”的类中. 

定理 8 指出,EPCCL 理论是在“模型计数可控制”类中的. 
定理 8. 对于一种 EPCCL 理论的模型计算过程可以在多项式时间内完成. 
根据定理 8,就可以设计基于知识编译的模型计数算法 ,附录 B 中给出了算法 KCCER(knowledge 

compilation for counting models using extension rules)的具体流程.算法 KCCER 在计算模型个数时,首先需要调

用算法 KCER(knowledge compilation using extension rules),将给定的命题集合通过知识编译转换为一个等价的

EPCCL 理论.再利用公式(1)计算出给定 EPCCL 理论的模型个数即可.算法 KCER 的核心思想是基于“桶删除

(bucket elimination)”的思想.初始时,Σ中的每一个子句相当于一个桶(bucket),算法依次处理每一个桶,当处理一

个桶的时候,其相应的子句被从Σ1 移到Σ2,用扩展规则和删除规则来保证每一个含Σ1 中的一个子句和Σ2 中的一

个子句的子句对含互补对,这样,Σ2 中的子句就可以作为编译结果的一部分被从Σ2 移到Σ3 中.所有的桶都被处理

完之后算法也就终止,Σ3作为其输出.需要指出的是,在利用算法KCER进行知识编译时,编译后的子句集比编译

前的子句集规模要有所扩大,最坏情况下,这种扩大是呈指数级的,算法 KCER 的时间代价在最坏情况下也呈指

数级.但由于知识编译实际上属于离线推理,因此,用户实际关心的是在线求解模型计数的时间.而且,知识编译

所花费的时间可以通过对同一个知识库的多次询问得到补偿. 
定理 9. 算法 KCCER 是正确和完备的. 

3   加权模型计算 

在第 2 节中我们介绍了利用扩展规则求解模型计算的一般方法,本节进一步介绍如何使用扩展规则求解

加权模型计算问题. 
定义 4. 设Σ为任意逻辑子句集合,Σ中的每个文字 l 有一个权值,记做 w(l),设ω为Σ的一个模型,则ω的权为

W(ω),被计算为 
W(ω)=

|
( )

l
w l

ω =
∏ . 

Σ的权为满足Σ的所有模型的权之和,记作 WMC(Σ),被计算为 
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WMC(Σ)=
|

( )W
ω Σ

ϖ
=

∑ . 

显然,在第 2 节中讨论的模型计算可以被看作是加权模型计算的特例.这时,Σ中的每个文字 l 的权值都是

0.5.在很多文献中,若某个文字 l 的权为 w(l),则¬l 的权值为 1−w(l),即 w(l)+w(¬l)=1,本文并不作这种假设. 
命题 10. 设Σ为子句集合,如果其中任意两个子句含有互补文字,则对Σ的任意赋值都不会使这两个子句同

时为假. 
命题 11. 设 M 为原子集合,M={l1,…,lm},设Π={Σ1, Σ2,…, Σn},其中Π中的每个元素Σi 为一个子句集合,Σi 包

含且只包含 M 中的所有原子;设Π中权最大的子句集合为ΣT,则 
(1) ΣT|=T; 

(2) WMC(ΣT)=
1
[ ( ) ( )]

m

i i
i

w l w l
=

+ ¬∏ . 

事实上,如果给定子句集合Σ,M={l1,…,lm}为Σ中出现的所有原子集合,则Σ的所有可能的赋值的权之和即为 

1
[ ( ) ( )]

m

i i
i

w l w l
=

+ ¬∏ .我们用Σ(lk)来表示在Σ中限定 lk 取值为真得到的新的子句集合,用 WMC(Σ(lk))表示限定 lk 取 

值为真后所有可能的赋值的权和,则 

WMC(Σ(lk))=
1

1 1
( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

k m

k i i i i
i i k

w l w l w l w l w l
−

= = +

× + ¬ × + ¬∏ ∏ . 

类似地,可以计算出Σ(¬lk),Σ(lk∧ls)的值. 
对于任意子句 C,如果要使该子句为假,则必须使 C 中所有的文字都赋值为假,因此很容易得到如下引理: 
引理 12. 设Σ为子句集合,C1 和 C2 为任意两个不含任何互补文字的子句,其中,C1=l1∨…∨lr,C2= 1l′ ∨…∨ sl′ ,设

M 为Σ中出现的所有原子集合,|M|=m,设 L={l1,…,lr}∪{ 1l′ ,…, sl′ }={ 1l′′ ,…, tl′′ },则 

(1) W(¬C1)=WMC(Σ(¬l1∧¬l2∧...∧¬lk)); 
(2) W(¬C2)=WMC(Σ(¬ 1l′ ∧¬ 2l′ ∧...∧¬ sl′ )); 
(3) W(¬C1∧¬C2) = WMC(Σ(¬ 1l′′ ∧¬ 2l′′ ∧...∧¬ tl′′ )). 

这里,W(¬C1)是指所有使 C1 为假的赋值的权和,W(¬C1∧¬C2)表示同时使 C1 和 C2 为假的赋值的权和. 
下面用一个例子来说明上述命题和引理. 
例 3:给定子句集合Σ={C1:¬p∨q,C2:¬r∨¬q,C3:¬r},w(p)=w(¬p)=0.5;w(q)=0.3,w(¬q)=0.7;w(r)=0.8,w(¬r)=0.2.

计算 W(¬C1∧¬C2),W(¬C1),W(¬C1∧¬C3),WMC(¬C2∧¬C3)的值. 
由于 C1 和 C2 中含有互补文字,因此, 

W(¬C1∧¬C2)=0. 
根据引理 11, 

W(¬C1)=WMC(Σ(p∧¬q))=w(p)×w(¬q)×(w(r)+w(¬r))=0.35, 
W(¬C1∧¬C3)=WMC(Σ(p∧¬q∧r))=0.28, 
WMC(¬C2∧¬C3)=WMC(Σ(q∧r))=0.24. 

给定一个子句集Σ={C1,C2,…,Cn},M 是其原子的集合且 |M|=m.记 Pi 为 Ci 扩展出的所有极大项的集合, 
i=1,…,n,由于Σ中所有可能的赋值的权和为 WMC(ΣT),基于扩展规则计算加权模型计数问题的思想就是计算出

所有使Σ为假的模型权和 WMC(¬Σ),这样使Σ为真的模型权和 WMC(Σ)即为 WMC(ΣT)−W(¬Σ).计算 W(¬Σ)的基

本思想类似于算法 CER,利用包含容斥原理,公式(2)给出了计算加权模型的一般方法.利用公式(2)就可以设计

计算加权模型计数问题的算法 CWER(counting weighted models using extension rules),其具体流程详见附录 B. 

 WMC(Σ)=WMC(ΣT)−W(¬Σ)=
1
[ ( ) ( )]

m

i i
i

w l w l
=

+ ¬∏ −WMC(¬Σ) (2) 

其中, 
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例 4:考虑例 3 中的子句集合,其加权模型数计算如下: 
WMC(Σ)=WMC(ΣT)−[W(¬C1)+W(¬C2)+W(¬C3)]+[W(¬C1∧¬C2)+W(¬C2∧¬C3)+W(¬C1∧¬C3)] − 

W(¬C1∧¬C2∧¬C3) 
=1−(0.5×0.7+0.3×0.8+0.8)+(0+0.5×0.7×0.8+0.3×0.8)−0=0.13. 

同样,我们可以利用知识编译的方法来求解加权模型计算问题.根据命题 11,当两个子句含有互补对时,不 
存在使这两个子句同时为假的赋值 ,因此 ,当给定一个含有 n 个子句的 EPCCL 理论Σ={(

111 1... nl l∨ ∨ ),…, 

( 1 ...
nn nnl l∨ ∨ )}时,公式(2)被简化为 

 WMC(Σ)=
111 1 1

1
[ ( ) ( )] ( ... ) ... ( ... )

n

m

i i n n nn
i

w l w l WMC l l WMC l l
=

+ ¬ − ¬ ∧ ∧ ¬ − − ¬ ∧ ∧ ¬∏  (3) 

根据公式(3),可给出基于知识编译求解加权模型计算问题的算法 KCCWER(knowledge compilation for 
counting weighted models using extension rules),该算法的详细流程见附录 B. 

定理 13. 给定 EPCCL 理论,我们可以在多项式时间求解加权模型计算问题. 
证明:公式(3)显然可以在多项式时间内求解,得证. 
例 5:给定 EPCCL 理论Σ={p∨q,p∨¬q,¬p∨r};w(p)=w(¬p)=0.5;w(q)=0.3,w(¬q)=0.7;w(r)=0.8,w(¬r)=0.2.计算

WMC(Σ). 
WMC(ΣT)=(0.5+0.5)×(0.3+0.7)×(0.2+0.8)=1, 
WMC(Σ(¬p∧¬q))=0.5×0.7×(0.2+0.8)=0.35, 
WMC(Σ(¬p∧q))=0.5×0.3×(0.2+0.8)=0.15, 
WMC(Σ(p∧¬r))=0.5×(0.3+0.7)×0.2=0.1, 

因此, 
WMC(Σ)=1−0.35−0.15−0.1=0.4. 

4   实验结果 

我们使用 Visual C++实现了上述 4 种算法:算法 CER、算法 CWER、算法 KCCER、算法 KCCWER,并将

上述 4 种算法嵌入 JLU-WMCER 系统中.所有的实验都在一台 CPU 主频为 2.8G、内存 512M 的 PC 机上测试.
实验 1 的目的在于说明基于扩展规则的模型计算方法和基于归结的模型计算方法由于互补因子大小的不同而

导致的性能上的差异.我们用 Visual C++实现了文献[17]中介绍的 CDP 算法,由于 CDP 不能处理加权模型计算

问题,因此只给出了算法 CER 和算法 CDP 的比较.问题样例由一个随机产生器产生,这个随机产生器有 3 个输

入参数:变量的个数 n、子句的个数 m 以及每个子句的最大长度 k.每个子句都是随机地从 n 个变量中选不大于

k 个得到的,并且每个变量为正或为负的概率都等于 0.5,子句的值为(0,1)之间的随机数. 
事实上,目前几乎所有的模型计算方法都是在归结原理的基础上求解的,这里可以比较基于扩展规则的方

法和基于归结原理的方法.考虑公式(1)和公式(2),当给定子句集中含有的互补文字较多时,显然,我们的算法这

时效率一般会更高,因为这时要计算的项的值为 0;反之,如果互补文字较少,则这时基于归结的方法效率应该会

更高,因为这时可选的归结较少.这样,假设所有的模型计算问题都在一个光谱上,光谱的一端(比如左端)是任意

两个子句都含有互补对的情况,在光谱的另一端(右端)是任意两个子句都不含互补对的情况.在光谱的左端应

该用基于扩展规则的方法效率更高;在光谱的右端用基于归结的方法效率更高.然而,实际的问题往往都在这两

种极端情况之间,决定对于一个实际的问题哪种方法效率更高就变得尤其重要.为此引入如下定义: 
定义 5. 给定一个子句集Σ={C1,C2,…,Cn},互补因子(complementary factor)是含有互补对的子句对的个数
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与所有子句对的个数的比值.即 S/(n×(n−1)/2),其中,S 表示含有互补对的子句对的个数. 
虽然很难用互补因子精确地描述出上述问题的复杂性,但直观上说,互补因子越高,问题离光谱的左端就越

近,基于扩展规则的算法的效率就越高.在实验 1 中,为了只考察算法性能和互补因子的关系,我们固定了子句长

度为 5,变量个数为 50,子句个数为 200,通过限定部分变量在子句中的正负形式来限定互补因子的大小,实验结

果是 50 次实验的平均结果.图 1 显示了算法 CER 和算法 CDP 的性能随着互补因子的改变的变化曲线.从图中

可以看出,当互补因子较大时,算法 CER 的性能要优于算法 CDP.反之,当互补因子较小时,算法 CDP 的性能要优

于算法 CER.在计算加权模型计算问题时,CWER 的变化曲线与图 1 类似. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Experimental comparisons of CER and CDP 
图 1  算法 CER 和算法 CDP 实验结果比较 

实验 2 的目的在于比较基于扩展规则的模型计算方法和基于知识编译的模型计算方法,实验结果见表 1,
时间单位均为秒.我们使用了知识编译问题的一些 Benchmark 问题对算法进行测试,并混合使用了一些随机生

成的样例,问题样例同样由实验 1 中的随机生成器生成.图中的第 4 列表示的知识编译后生成的新子句集的大

小,第 5 列为知识编译的时间,第 6 列和第 7 列为知识编译后计算模型和加权模型的时间,第 8 列和第 9 列给出

了利用扩展规则直接进行模型计算和加权模型计算的时间.从表 1 中可以看出,经过知识编译后,无论是模型计

算还是加权模型计算的时间都在 0.2s 以内,远小于直接使用扩展规则进行模型计算的时间.但需要注意的是,在
知识编译的过程中依然需要花费较长时间,总的来说,编译时间和在线推理时间的总和大约等于直接进行模型

计算的时间.不过,由于知识编译实际属于离线推理,用户实际关心的还是在线推理的时间.而且,知识编译所花

的时间可以通过对同一个知识库的多次询问得到补偿. 

Table 1  Comparison of offline model counting and online model counting 
表 1  离线模型计数求解方法和在线模型计数方法比较 

Problem No. of 
variables 

No. of 
clauses 

No. of
results

Compile
time 

Online time
(MC) 

Online time
(WMC) 

Offline time 
(CER) 

Offline time
(CWER) 

Adder-3 13 43 169 0.13 <0.01 <0.01 0.12 0.12 
Adder-4 17 57 681 0.13 <0.01 <0.01 0.14 0.14 
Adder-5 21 71 2 729 0.21 0.07 0.03 0.26 0.27 

Two-Pipes 15 54 208 0.13 <0.01 <0.01 0.31 0.29 
Three-Pipes 21 82 483 13.12 0.03 0.02 11.19 11.17 
Four-Pipes 27 110 767 101.04 0.05 0.04 79.27 82.11 
Pigeon-4-5 20 74 4 430 63.1 0.07 0.07 67.11 65.39 

Random problems 30 100 8 862 31.19 0.1 0.09 33.02 32.99 
Random problems 30 200 14 612 27.91 0.07 0.08 23.63 23.61 
Random problems 50 300 127 093 130.27 0.13 0.13 112.813 114.732 

虽然基于扩展规则的方法在互补因子较高时 ,其性能要优于一般的基于归结的方法 ,但在另外一些

Benchmark 问题中,由于互补因子较低,算法性能要差于基于归结的方法.例如,与 Cachet 系统比较,在 logistic 域

问题中,算法 CER 的平均运行时间大约是 Cachet 的 3.7 倍;在 Grid 域算法 CWER 的运行时间大约是 Cachet- 
WMC 的 2.3 倍.因此在 JLU-ERWMC 系统中,在求解模型计算或加权模型计算时,并不直接调用算法 CER 和算
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法 CWER,而是首先计算问题的互补因子.当互补因子超过某个阈值(比如 0.7)时,才调用算法 CER 或算法

CWER,否则调用 Cachet 或 Cachet-WMC 进行求解.表 2 给出嵌入 Cachet 和 Cachet-WMC 算法后 JLU-ERWMC
系统在另一些 Benchmark 问题中的实验结果.我们还在一些随机问题上测试了嵌入了 Cachet 系统后的 JLU- 
ERWMC.实验结果表明,JLU-ERWMC 的效率要远高于 CDP.例如子句数为 300,变量数为 50,JLU-ERWMC 的速

度是 CDP 的 5.1 倍;当子句数为 500,变量数为 100 时,JLU-ERWMC 的速度是 CDP 的 7.3 倍. 

Table 2  Results of CER-Cachet and CWER-Cachet 
表 2  CER-Cachet 和 CWER-Cachet 实验结果 

Problems CER-Cachet (s) Problems CWER-Cachet (s) 
log-001 0.11 log-002 11 
log-002 11 log-003 14 
log-003 12 log-004 57 
log-004 51 Grid-002 3 
log-005 401 Grid-003 24 
log-012 377 Grid-004 57 

5   总  结 

本文在扩展规则的基础上设计了求解#SAT 问题的一般方法,提出了求解模型计数问题和加权模型计数问

题的新的求解框架.与传统的模型计算方法需要找出哪些赋值是给定命题公式集合的模型不同,我们的方法需

要找出哪些赋值不是命题公式的集合,可以看作是目前#SAT 问题求解方法的一种补方法.我们证明了该方法的

完备性和有效性,并设计了基于扩展规则的#SAT 求解系统:JLU-ERWMC.实验结果表明,当互补因子较高时,基
于扩展规则的方法一般要优于基于归结的方法;反之,当互补因子较低时,基于扩展规则的方法要差于基于归结

的方法. 

致谢  感谢 Henry Kautz 教授提供的 Cachet 和 Cachet-WMC 的源代码,使得我们可以将它们嵌入到系统中,使
得系统的效率得到了很大的提升.感谢 Martin Davis 教授对本文中工作的讨论并提出了一些具体的建议.同时,
也把这份感谢送给 Sharad Malik,Alvaro del Val,Hantao Zhang 以及 Joe Hurd 等人.感谢 Marquis 和 Mazure 等人

提供的一些知识编译问题的 Benchmarks. 
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附录 A. 相关定理证明 

定理 3 的证明:当 S=2m 时,定理 3 可以被描述为:子句集Σ不可满足当且仅当Σ中含有 2m 个互不相同的子句.
我们在文献[9]中的定理 2.1 中已经证明了这个结论.下面我们只需要讨论 S<2m 的情况. 

充分性:在Σ中最多只含有 2m 个子句,从中抽取出任何一个子句得到一个新的子句集合Σ1,根据文献[9]中的

定理 2.1,Σ1 是可满足的.事实上,缺少的那个子句的“非”就是该子句集的一个模型,这是因为对于子句集中子句

都是极大项的情况,一个子句只有和它的否定放在一起才是不可满足的.若子句集Σ中缺少子句 Ci,¬Ci 只有和

Ci 放在一起才不可满足,而Σ当中恰好没有 Ci,因此Σ可满足,¬Ci 是Σ的一个模型.由于每个极大项的“非”都是子

句集合的一个模型,同时Σ中最多有 2m 个模型,因此,若Σ中含有 S 个子句,则Σ含有 2m−S 个模型. 
必要性:显然,由 m 个原子组成的子句共有 2m 个不同的赋值.对于子句集中的每个赋值,它的“非”是一个极

大项.而对于Σ中的每个赋值,它只能使其“非”形式的子句为假.因此,如果一个赋值不是Σ的模型,则它的“非”形
式的子句一定出现在Σ中.如果Σ中含有 2m−S 个模型,则剩下的 S 个不可满足赋值的“非”形式子句一定都在Σ中,
因此Σ中含有 S 个子句. 

定理 4 的证明: 
正确性:如果一个子句集经过扩展后被判定为含有 2m−S 个模型,那么它扩展后得到的极大项的集合一定含

有 S 个互不相同的全子句.由定理 3,该极大项的集合一定含有 2m−S 个模型,再由扩展规则的等价性可知,原子句

集一定含有 2m−S 个模型. 
完备性:如果一个子句集含有 2m−S 个模型,那么它扩展后得到的极大项的集合也一定含有 2m−S 个模型.再

由定理 3 可知,其中一定含有 S 个互不相同的全子句. 
定理 8 的证明:给定一个 EPCCL 理论,利用公式(1),我们可以在线性时间内计算出它的极大项个数,因为这

时只需要计算公式(1)的前 n 项.因为根据定理 5,从第 n+1 项开始所有的项都为 0.因而根据定理 3,我们可以在

多项式时间内计算出 EPCCL 理论的模型个数. 



 

 

 

殷明浩 等:一种基于扩展规则的#SAT 求解系统 1723 

 

定理 9 的证明:算法 KCCER 包括两个过程:首先利用算法 KCER 将给定子句集编译为等价的 EPCCL 理论,
然后利用算法 CER 来计算子句的模型个数.由于这两种算法都是正确且完备的,因此算法 KCCER 是正确和完

备的. 
命题 10 的证明:不失一般性,设 Ci 和 Cj 中为含有互补文字的两个子句,其中,Ci 中包含正文字 l,Cj 中包含负

文字¬l.要使 Ci 为假,需要赋给¬l 真值;要使 Cj 为假,需要赋给 l 真值.因此,对于任意赋值都不会使 Ci 和 Cj 同时

为假. 
命题 11 的证明:根据定义 4,由于一个子句集的权为它所有模型的权之和,因此当ΣT|=T 时,它的所有可能赋

值都是ΣT的模型,因而ΣT必然是Π中权最大的子句集合.根据定义 4,我们很容易计算出 WMC(ΣT).需要注意的是,
如果对于每个文字 l,w(l)+w(¬l)=1 成立,则 WMC(ΣT)=1. 

附录 B. 算法流程 

算法 CER. 

令子句集Σ={C1,C2,…,Cn},M 为其原子的集合,且|M|=m. 

1. i:=1, sum:=0 

2. while i<=n 

Loop 

对于所有的包含 i 个子句的集合 L 

Loop 

Union:=L 中所有子句文字的集合 

If Union 中不含互补对 then number:=2m−|Union| 

Else Number:=0 

If i mod 2==1 then sum:=sum+number 

Else Sum:=sum−number 

Endloop 

i:=i+1 

Endloop 

3. num_model:=2m−sum 

4. Return num_model 

算法 KCCER. 

设给定子句集Σ={C1,C2,…,Cn},M 为其原子的集合,且|M|=m. 
1. 调用算法 KCER 编译子句集Σ,将其转换为等价的 EPCCL 理论Σ ′= 1{C′ , 2C′ ,…, }nC′  

2. sum:=0, i:=1; 

3. while i<=n 

Loop 

Union:=Ci 中所有子句文字的集合 

Number:=2m−|Union|
 

sum:=sum+number 

Endloop 

i:=i+1 
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4. num_model:=2m−sum 

5. Return num_model 

算法 KCER. 

1. 输入:令子句集Σ1={C1,C2,…,Cn},Σ2=Σ3=∅ 

2. While Σ1≠∅ 

Loop 

从Σ1 中选出一个子句,比如 C1,把 C1 加入到Σ2 中 

While i<Σ1 中子句的数目 

Loop 

While j<Σ2 中子句的数目 

Loop 

If Ci and Cj 含互补对   Then skip 

Else if Ci 蕴含 Cj    Then 从Σ2 中删除 Cj 

Else if Cj 蕴含 Ci    Then 从Σ1 中删除 Ci 

Else 用扩展规则扩展 Cj 

j:=j+1 

Endloop 

i:=i+1 

Endloop 

Σ3:=Σ3∩Σ2, Σ2:=∅ 

Endloop 

3. 输出Σ3 是知识编译过程的结果 

算法 CWER. 

令子句集Σ={C1,C2,…,Cn},M 为其原子的集合,且|M|=m,设 W 为文字的权值集合. 

1. i:=1, sum:=0 

2. While i<=n 

Loop 

对于所有的包含 i 个子句的集合 L 

Loop 

Union:=L 中所有子句文字的集合 

If Union 中不含互补文字 

Then 设 Union:={l1,l2,…,lk} 

Weight:=WMC(Σ(¬l1∧¬l2∧...∧¬lk)) 

Else weight:=0 

If i mod 2=1 then sum:=sum+weight 

Else sum:=sum−weight 

Endloop 

i:=i+1 

Endloop 



 

 

 

殷明浩 等:一种基于扩展规则的#SAT 求解系统 1725 

 

3. total_weight:=WMC(ΣT)−sum 

4. Return total_weight 

算法 KCCWER. 

设给定子句集Σ={C1,C2,…,Cn},M 为其原子的集合,且|M|=m. 
1. 编译子句集Σ,将其转换为等价的 EPCCL 理论Σ ′= 1{C′ , 2C′ ,…, }nC′  

2. sum:=0, i:=1; 

3. while i<=n 

Loop 

Union:=Ci 中所有子句文字的集合 

令 Union:={l1,l2,…,lk} 

weight:=WMC(Σ(¬l1∧¬l2∧...∧¬lk)) 

sum:=sum+weight 

Endloop 

i:=i+1 

4. total_weight:=2m−sum 

5. Return total_weight 
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