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Abstract:  P2-Packing is a typical NP-hard problem. This paper provides a further study on the structures of the 
P2-packing problem, and proposes a kernelization algorithm that can obtain a kernel of size at most 7k, which 
greatly reduces the current best kernel 15k. Based on the kernelization algorithm, an improved parameterized 
algorithm with running time O*(24.142k) is also presented, which greatly improves the current best result O*(25.301k). 
Key words:  P2-packing; kernelization; parameterized algorithm 

摘  要: P2-Packing 问题是一个典型的 NP 难问题.目前这个问题的最好结果是时间复杂度为 O*(25.301k)的参数算

法,其核的大小为 15k.通过对 P2-packing 问题的结构作进一步分析,提出了改进的核心化算法,得到大小为 7k 的核,
并在此基础上提出了一种时间复杂度为 O*(24.142k)的参数算法,大幅度改进了目前文献中的最好结果. 
关键词: P2-packing;核心化;参数算法 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

Packing 问题是一类重要的 NP 难问题.图的 H-Packing 问题是 Packing 问题的一个重要分支,被广泛应用于

调度、代码优化和生物信息学等领域.为便于进一步准确描述和讨论该问题,这里先给出图的 H-Packing 问题的

定义[1]: 
定义 1(图的 H-Packing 问题). 给定一个图 G 和一个图 H,G 和 H 都是连通图.图 G 的一个 H-Packing 是 G

的一个互不相交的子图的集合,每个子图都与图 H 同构. 
人们从传统复杂性理论角度出发主要是在近似算法方面研究图的 H-Packing 问题 (即 MAXIMUM 

H-Packing 问题):找出图的一个 H-Packing,使得该 H-Packing 集合的元素数目最多).依据 H 的大小,人们对图的

MAXIMUM H-Packing 问题有了不同的结果.若图 H 是完全图 K2,即图 H 是由两个点组成的连通图,MAXIMUM 
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H-Packing 问题也就是我们熟悉的二分图的最大匹配问题,它已被证明是多项式可解的.当图 H 是一个至少有 3
个点的连通图时,人们证明了该问题是 MAX-SNP(maximum strict non-deterministic polynomial)完全的[2]. 

在参数计算领域,目前现有的许多技术,如 Color-Coding[3]、局部贪婪[4]等,可被用来求解 H-Packing 问题.
当H为一般图时,文献[5]利用局部贪婪技术给出了时间复杂度为 2O(|H|klogk+k|H|log|H|)的参数算法.文献[6]研究了边

不相交的三角形 packing 参数问题,即在图中找出 k 个边不相交的三角形,通过核心化技术得到一种固定参数可

解算法,提出了一个 4k大小的核,算法的时间复杂度为 ( )9 9
2 2log2
k kkO + .文献[7]中研究了K1,s-Packing的参数问题(H

为完全二分图 K1,s),即 k-K1,s-Packing 问题,其具体定义如下: 
定义 2(k-K1,s-Packing 问题). 给定一个连通图 G＝(V,E)和一个正整数 k,在图 G 中是否存在 k 个点互不相

交的完全二分图 K1,s. 
文献[7]在 k-K1,s-Packing 参数问题上给出了一个 O(k3)的核,从而证明了该问题是固定参数可解的.同时重

点研究了 k-K1,s-Packing 问题的一个特殊实例,即 k-P2-Packing 问题.在图论中,Pi 表示由 i+1 个点和 i 条边组成的

一条路径,于是,P2 就是由 3 个点和 2 条边构成的一条路径.对于一条路径 P2 来说,其中间的点被称为中心点,其
他两个点被称为端点.k-P2-Packing 问题的具体定义如下: 

定义 3(k-P2-Packing 问题). 给定一个连通图 G=(V,E)和一个正整数 k,在图 G 中是否存在 k 个点互不相交

的 P2. 
文献[7]提出了基于皇冠分解思想的核心化预处理算法,得到一个大小最多为 15k 个点的核,并由此针对

k-P2-Packing 问题提出了时间复杂度为 O*(25.301k)(对于一个参数 k 的函数 f(k),用 O*(f(k))来表示界 O(f(k)no(1)))
的参数算法. 

降低求解 k-P2-Packing 问题的算法时间复杂度的关键技术之一是如何减小问题的核 ,本文主要研究

k-P2-Packing 问题的核心化.通过对问题结构的深入分析,在文献[7]的核心化算法基础上提出了一种可以获得

大小最多为 7k 个点的核的核心化算法,从而使该问题的参数算法时间复杂度降低为 O*(24.142k). 
本文第 1 节给出相关定义及引理.第 2 节描述核心化算法及计算核的大小.第 3 节分析算法运行时间.第 4

节给出结论. 

1   相关定义及引理 

下面先给出相关的图的概念和术语[8]. 
假设 G=(V,E)表示一个无向连通图,其中 V 是图 G 中点的集合,且|V|=n;E 是图 G 中边的集合.一个点 v 的邻

接点表示为 N(v).对于图 G 的任意一个子图 H,用 N(H)表示不在 H 中但至少与 H 中的 1 个点相连的点的集合.
如果点 u∈N(H),就说子图 H 与点 u 相连.特别地,如果点 u 不是边 e 的一个端点但至少与边 e 的 1 个端点相连,
则说边 e与点 u相连.从图G中除去点 v表示为G\v,即G=(V\{v},E);从图G中除去边 e表示为G\e,即G=(V, E\{e}).
类似地,V′是一个点的集合,从图 G 中除去点的集合 V′表示为 G\V′,即 G=(V\V′,E);E′是一个边的集合,从图 G 中除

去边的集合 E′表示为 G\E′,即 G=(V,E\E′). 
为了描述方便,下面先给出“double 皇冠”分解和“fat 皇冠”分解的基本概念[7]. 
定义 4(double 皇冠分解). 图 G=(V,E)的一个“double 皇冠”分解(H,C,R)是图 G 的 3 个点集 H,C 和 R 的划

分,并具备以下属性: 
1. H(头)是图 G 的一个分割点集,使得 G 中属于 C 集的点和属于 R 集的点之间不存在边. 
2. 皇冠 C 是图 G 的一个独立集,且 C=Cu∪Cm∪Cm2,其中,Cm 和 Cm2 是被皇冠 C 与头 H 形成的匹配浸润的

点(即与匹配中的边相关联的点),Cu 是未被浸润的点(即与匹配中的边无关联的点). 
3. 在 Cm 和 H,Cm2 和 H 之间分别存在一个完美匹配.Cm 和 H 的大小相同,即|Cm|=|H|.Cm2 和 H 的大小也相

同,即|Cm2|=|H|. 
定义 5(fat 皇冠分解). 图 G=(V,E)中的一个“fat 皇冠”分解(H,C,R)是图的 3 个点集 H,C 和 R 的划分,并具备
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以下属性: 
1. H(头)是图 G 中的一个分割点集,使得 G 中属于 C 集的点和属于 R 集的点之间不存在边. 
2. 皇冠 C 的导出子图 G[C]是一个森林,每个组成部分都同构于完全图 K2. 
3. |C|≥|H|,头 H 和皇冠 C 的一个大小为|H|的子集之间存在一个完美匹配 M,M 的每条边的两个端点分别是

H 中的一个点和 C 中的一个 K2,而该 K2 中只有一个端点是被 M 浸润的. 
本文的核心化算法中应用了“double皇冠”分解和“fat皇冠”分解.下面给出与“double皇冠”分解和“fat皇冠”

分解相关的几个引理[7]. 
引理 1. 当且仅当图 G\(H∪C)有一个(k−|H|)-P2-Packing时,存在一个“double皇冠”分解(H,C,R)的图 G=(V,E)

一定有一个 k-P2-Packing. 
引理 2. 当且仅当图 G\(H∪C)有一个(k−|H|)-P2-Packing 时,存在一个“fat 皇冠”分解(H,C,R)的图 G 有一个

k-P2-Packing. 
引理 3. 如果图 G 中有一个独立集 I,并且|I|≥2|N(I)|,则图 G 能够在线性时间内构建一个“double 皇冠”分解

(H, C,R),且 H⊆N(I). 
引理 4. 如果图 G 中有一个由独立的完全图 K2 构成的集合 J,并且|J|≥|N(J)|,则图 G 能够在线性时间内构建

一个“fat 皇冠”分解(H,C,R),且 H⊆N(J). 

2   k-P2-Packing问题的核心化算法 

假设 W={L1,...,Lt},t≤k−1,其中每个 Li(1≤i≤t)是图 G 中同构于 P2 的一个子图.W 表示图 G 的一个极大

P2-packing(一个 P2-packing 是由点互不相交的 P2 构成的一个集合,极大 P2-packing 是指在图 G 中任意选择一

个 P2 添加到该集合中都不可能再形成一个新的 P2-packing);Q=V\V(W),其中 V 是图 G 中点的集合,V(W)是 W 中

点的集合.Qi 表示 Q 的导出子图中度为 i 的点的集合,Q 中不存在度数大于等于 2 的点,只存在度为 0 的点和度

为 1 的点[7],即 Q0 点和 Q1 点.假设 Q0 中的每个点用 Q0-vertex 表示;Q1 中的每个点用 Q1-vertex 表示,每条边用

Q1-edge 表示,一条 Q1-edge 也就是两个 Q1-vertex 形成的一条边.令|W|表示 W 中所有点的个数,|Q|表示 Q 中所有

点的个数 .其中 ,|Q0|表示所有 Q0-vertex 的个数 ,即 |Q0|=|Q0-vertex|;|Q1|表示所有 Q1-vertex 的个数 ,即 |Q1|= 
|Q1-vertex|.|Q1-edge|表示所有 Q1-edge 的个数 ,因为每条 Q1-edge 包含两个 Q1-vertex,所以 |Q1|=|Q1-vertex|= 
2|Q1-edge|.因此,|Q|=|Q0|+|Q1|=|Q0-vertex|+|Q1-vertex|=|Q0-vertex|+2|Q1-edge|. 

2.1   算法RPLW 

本文提出的能够得到 7k 个点的核的核心化是在完成文献[7]的核心化之后通过对算法 RPLW 的反复调用

来实现的.我们知道,由文献[7]的核心化可以得到一个由极大 P2-packing W 及其对应的 Q 组成的图 G,算法

RPLW则是对 W和Q中的点作进一步的优化处理.为了描述如何得到 7k大小的核,本文将着重讨论算法 RPLW. 
算法 RPLW 分别处理 Q 中的 Q0-vertex 和 Q1-edge.当 W 的大小没有发生变化时,算法 RPLW 的目的是减少

Q 中的 Q0-vertex 的个数.而当减少 Q1-edge 的个数时,会使得 W 中包含的 P2 的个数增加,也就是 W 增大,算法就

返回该增大的 W 并将该 W 作为输入参数,继续不断地调用算法 RPLW.如果在图中找到“double 皇冠”分解或者

“fat 皇冠”分解,就可以找到|H|个(|H|是皇冠头的大小)点互不相交的 P2,因此参数 k 将减少(k=k−|H|[7]),算法返回

该减少的参数 k 并将该参数 k 作为输入参数,继续不断地调用算法 RPLW. 
为了更好地分析算法 RPLW,首先讨论以下两种操作结构,如图 1 和图 2 所示.在图中,用实心点和加粗的线

表示 W 中的点和边,用空心点和不加粗的线表示 Q 中的点和边.特别地,由一条不加粗的线连接的两个空心点表

示一条 Q1-edge. 
图 1 描述的是,为了减少 Q 中 Q0-vertex 的个数,对 W 中的 Li 进行替换.具体操作如下: 
在图 1(a)中,假设该 P2 为 Li,其中心点为 c,两端点分别为 t1,t2,且 Q0-vertex q2 与中心点 c 相连,Q0-vertex q1

与端点 t1 相连.如果用 q2,c 和 t2 形成的新 P2 L′i 替换 Li,则点 q1 和点 t1 形成一条 Q1-edge,Q0-vertex 减少 2 个. 
在图 1(b)中,假设该 P2 为 Li,其中心点为 c,两端点分别为 t1,t2,且 Q0-vertex q2 与端点 t2 相连,Q0-vertex q1 与
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端点 t1 相连.如果用 q1,t1 和 c 形成的新 P2 L′i 替换 Li,则点 q2 和点 t2 形成一条新 Q1-edge,Q0-vertex 减少 2 个. 

q2 

t1 
c 

t2 

q2

t1

c

t2 t2 t2 

c c 
t1 t1 

q1 q1 q1 q2 q2 q1 

(b) (a)  
Fig.1  Reduce the number of Q0-vertex 

图 1  减少 Q0-vertex 的个数 

 

t1 t1 t1 t1 
c c c c 

t2 t2 t2 t2 

e12 e21 
e31 e41 

e12 e21
e31 e41 

e12 e12 e21 e21 e31 e31 e41 e41 

(b) (a)  

Fig.2  Reduce the number of Q1-edge 
图 2  减少 Q1-edge 的个数 

图 2 描述的是,为了减少 Q 中 Q1-edge 的个数和增加 W 的大小,对 W 中的 Li 进行替换.具体操作如下: 
在图 2(a)中,假设该 P2 为 Li,其中心点为 c,两端点分别为 t1,t2,且 Q1-edge(e1,e2)与端点 t1 相连,Q1-edge(e3,e4)

与中心点 c 相连.如果用 e2,e1,t1 形成的新 P2L′i 和 e4,e3,c 形成的新 P2L″i 替换 Li,则 W 的大小增 1 且 Q1-edge 减

少 1 个. 
在图 2(b)中,假设该 P2 为 Li,其中心点为 c,两端点分别为 t1,t2,且 Q1-edge(e1,e2)与端点 t1 相连,Q1-edge(e3,e4)

与端点 t2 相连.如果用 e2,e1,t1 形成的新 P2 L′i 和 e3,e4,t2 形成的新 P2 L″i 替换 Li,则 W 的大小增 1 且 Q1-edge 减少

1 个. 
图 1 和图 2 形象地描述了如何对 W 中的 Li 进行替换从而使 Q 中的 Q0-vertex 和 Q1-edge 的个数减少.根据

图 1 和图 2 可以得到以下两条操作规则. 
规则 1. 如果 W 中的一个 Li 中有两个点分别连接到一个 Q0-vertex(这两个 Q0-vertex 是不相同的),则应用 

图 1 所描述的操作过程,从而减少 2 个 Q0-vertex,但增加 1 条 Q1-edge. 
规则 2. 如果 W 中的一个 Li 中有两个点分别连接到一条 Q1-edge(这两个 Q1-edge 是不相同的),则应用图 2

所描述的操作过程,从而减少 1 条 Q1-edge,但使 W 大小加 1. 
上述规则在算法 RPLW 中得到了充分应用,具体见算法 1. 
算法 1 中 Step 1 的目的是在 W 的大小没有发生变化时,减少 Q 中的 Q0-vertex 的个数.因为图 G 中的点是

有限的(最多为 15k 个点[7]),所以 while 循环不会总是执行下去.在替换 Q0-verttex 的过程中可能在 Q 中找到新

的 P2,将在 Q 中找到的新的 P2 添加到 W 中,使 W 中的点互不相交的 P2 个数增加,从而使 W 增大.在应用规则 1
和规则 2 的过程中,所产生的 W 可能不再是极大的.这种情况下,在进一步应用规则 1 和规则 2 之前需利用任意

正确的贪婪算法先使 W 又成为极大 P2-packing.因此,在 Step 2 中构建一个极大 W′.为了在这个极大 W′中找到 k
个点互不相交的 P2,将该 W′作为输入参数返回,继续调用算法 RPLW.在 Step 3 中的 Q1-edge 替换过程中,W 也会

增大,为了在这个更大的 W′中找到 k 个点互不相交的 P2,也将该 W′作为输入参数返回继续调用算法 RPLW.算
法的 Step 4 和 Step 5 是要在图中找到由 Q0-vertex 和 Q1-edge 的替换而产生的“double 皇冠”分解和“fat 皇冠”
分解.一旦找到“double 皇冠”分解或者“fat 皇冠”分解,则参数 k 必将减少,参数 k 越小,接下来需要找出的点互不

相交的 P2 的个数也将越少.因此,算法返回该减小的参数 k′并将其作为输入参数继续调用算法 RPLW,从而找到
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k 个点互不相交的 P2.在调用算法 RPLW 的过程中,如果找到 k 个点互不相交的 P2,则停止对算法的调用,算法  
结束. 

算法 1. 算法 RPLW. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

RPLW(G,W,k) 
输入:G,W,k. 
输出:一个极大 P2-packing W′,|W′|>|W|或者参数 k′,|k′|<|k|或者图 G′,|G′|<|G|. 
Step 1. while W 是一个极大 P2-packing 并且 W 中的一个 Li 上有两个点分别连接到一个 Q0-vertex do 应用

规则 1;  // W 中的 Li 被替换,但 W 的大小不变,Q 中 Q0-vertex 的个数减少 
Step 2. if W 不是极大的 then 
  用贪婪算法构造一个极大 P2-packing W ′; 
  return (G,W ′,k). 
Step 3. if W 中的一个 Li 上有两个点分别连接到一条 Q1-edge then 

  应用规则 2 得到一个更大的 P2-packing W ′; 
  return (G,W ′,k). 
Step 4. if |Q0|≥2|W| then 
  图 G 产生一个“double 皇冠”分解; 

  return (G,W,k′). 
Step 5. if |Q1|≥|W| then 
  图 G 产生一个“fat 皇冠”分解; 

  return (G,W,k′). 
Step 6. return (G′,W,k). 

下面我们将证明算法的正确性,并分析反复调用算法所需的时间. 
引理 5. 在 O(k3)的时间内反复调用算法 RPLW 要么能找到一个 k-P2-packing,要么将减少图 G 的规模. 
证明:从算法 RPLW 的 Step 2 和 Step 3 可以看出,Q0-vertiex 和 Q1-edge 的替换都会使 W 中 P2 的个数增加,

从而使 W 增大.通过对算法的反复调用,当 W 中的 P2 的个数增加到 k 时,则说明找到了一个 k-P2-packing,问题得

到求解.同时,在算法的 Step 4 和 Step 5 中,由于替换使得图 G 产生“double 皇冠”分解或者“fat 皇冠”分解,因此参

数 k 将减少,接下来需要找出的点互不相交的 P2 也将减少.通过对算法的反复调用,当参数 k 减少到 0 时,则说明

找到了一个 k-P2-packing,问题得到求解.另一方面,由于对 Q0-vertiex 和 Q1-edge 的替换限制了 Q 中 Q0-vertiex
和 Q1-edge 的大小,并且由于“double 皇冠”分解和“fat 皇冠”分解,一部分点将从图 G 中移走,因此图 G 的规模也

就减小了.所以,如果算法没有找到一个 k-P2-packing,则能够减小图 G 的规模. 
最后,分析算法 RPLW 的时间复杂度.对算法 RWPL 的反复调用,也就是反复应用规则 1 和规则 2,这个过程

能够在多项式时间内完成.算法 RPLW 并不可能无限制地应用规则 1 和规则 2,因为每一次应用规则 1 都会使

Q0-vertex 的个数减少 2 个,而图 G 中最多有 15k 个点[7],所以规则 1 最多可被应用 7.5k 次.又因为每一次应用规

则 2 都会使 W 中 P2 的个数增加 1 个,所以规则 2 最多可被应用 k 次.也就是说,由于 W 是最多 k−1 个点互不相

交的 P2 构成的一个集合,所以 W 中 P2 的个数最多增加 k 次就能找到一个 k-P2-packing,从而使问题得到求解.
由于每次产生“double 皇冠”分解或者“fat 皇冠”分解,参数 k 都必将减少,因此参数 k 最多减少 k 次,否则就能找

到一个 k-P2-packing,问题得到求解.而当 W 增大或者参数 k 减少时,算法都会退出然后再被重新调用.也就是说,
算法最多可被调用 9.5k 次,“double 皇冠”分解或者“fat 皇冠”分解可以在 O(k2)时间内完成[7],因此整个调用过程

所需的时间是 O(k3). □ 
该核心化算法的执行过程是反复地调用算法 RPLW,也就是以一个极大 P2-packing W 开始来反复地应用规

则 1 和规则 2(W 保持为极大 P2-packing),直到规则 1 和规则 2 都不能再被应用的过程.这个过程是可以在多项

式时间内完成的.算法最终要么能够找到一个 k-P2-packing,要么在规则 1 和规则 2 都不能再被应用时得到一个
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小于 k 的极大 P2-packing,此时图 G 的规模已减小,而规模减小的图 G 则可以作为 k-P2-packing 问题的核来继续

对问题求解.当算法中规则 1-2 都不可再被应用时,可分析出 W 具有以下属性: 
属性 1. 如果有多个 Q0-vertex 与 W 中的任意一个 Li 相连,则与该 Li 相连的所有这些 Q0-vertex 都必须连到

Li 中的同一个点上. 
属性 2. 如果 W 中的任意一个 Li 中有多个点都与 Q0-vertex 相连,则该 Li 中所有与 Q0-vertex 相连的这些点

都必须连到同一个 Q0-vertex 上. 
属性 3. 如果有多条 Q1-edge 与 W 中的任意一个 Li 相连,则与该 Li 相连的所有这些 Q1-edge 都必须连到 Li

中的同一个点上. 
属性 4. 如果 W 中的任意一个 Li 中有多个点都与 Q1-edge 相连,则该 Li 中所有与 Q1-edge 相连的这些点都

必须连到同一个 Q1-edge 上. 

2.2   一个更小的核 

为了描述如何得到 7k 个点的核,下面首先分析核心化之后整个 Q0-vertex 和 Q1-edge 的大小,然后计算如何

由 Q0-vertex 和 Q1-edge 的大小得到一个最多为 7k 个点的核. 
定理 1. |Q0-vertex|≤2(k−1),否则在多项式时间内可以得到图 G 中的一个“double 皇冠”分解. 
证明:当算法中规则 1 和规则 2 都不能再被应用时,设 W={L1,...,Lt},t≤k−1,其中 L1,...,Lt 是点互不相交的 P2

的一个集合,且满足属性 1~属性 4.把 W 中的 P2 分成两部分(L1,...,Ld),(Ld+1,…,Lt),使它们分别满足以下性质:对于

任意一个 Li(1≤i≤d),每个与 Li 相连的 Q0-vertex 可以连接到 Li 的多个点,假设这些 Q0-vertex 点用 Q0i 表示,1≤i≤d;
对于任意一个 Lj(j>d),每个与 Lj 相连的 Q0-vertex 只连接到 Lj 的同一个点. 

令集合 Q′0-vertex=Q0-vertex−{Q01,...,Q0d}.假设集合 W′={v1,...,vs}表示 Ld+1∪…∪Lt 中与集合 Q0-vertex 中的

点为邻居的点的集合.根据对 Lj 的划分,对于任意一个 Lj(j>d),Lj 中最多只有 1 个点出现在集合 W′中.因此,可以

得出 s≤t−d.而根据属性 2 可知,Q′0-vertex 中没有一个点会与 Li 中的任意一个点相连,所以每个 Q′0-vertex 点的邻

居都在 W′中,即 W′=N(Q′0-vertex). 
假设 Q′0-vertex 的个数为 p,如果 p>2s,则由引理 3 可知,图 G 中必定存在一个“double 皇冠”分解,从而又可

以继续调用算法 RPLW,这与规则 1 和规则 2 都不可再被应用相矛盾.如果 p≤2s,则|Q0-vertex|=|Q′0-vertex|+d= 
p+d≤2s+d≤2(s+d)≤2t≤2(k−1). □ 

定理 2. |Q1-edge|≤k−1,否则在多项式时间内可得到图 G 中的一个“fat 皇冠”分解. 
证明:当算法中规则 1 和规则 2 都不可再被应用时,设 W={L1,...,Lt},t≤ k−1,其中 L1,...,Lt 是点互不相交的 P2

的一个集合,且满足属性 1~属性 4.把 W 中的 P2 分成两部分(L1,...,Ld),(Ld+1,…,Lt),使它们分别满足以下性质:对于

任意一个 Li,1≤i≤d,每个与 Li 相连的 Q1-edge 可以连到 Li 的多个点,假设这些 Q1-edge 中的点用 Q1i(1≤i≤d)来表

示;对于任意一个 Lj(j>d),每个与 Lj 相连的 Q1-edge 只连接到 Lj 的同一个点. 
令集合 Q′1-edge=Q1-edge-{Q11,...,Q1d}.假设集合 W′={v1,...,vs}表示 Ld+1∪…∪Lt 中与集合 Q1-edge 中的点为

邻居的点的集合.根据对 Lj 的划分,对于任意一个 Lj(j>d),Lj 中最多只有 1 个点出现在集合 W′中.因此,可以得出

s≤t−d.而根据属性 4 可知,Q′1-edge 中没有一个点会与 Li 中的任意一个点相连,所以每个 Q′1-edge 点的邻居都在

集合 W′中,即 W′=N(Q′1-edge). 
假设 Q′1-edge 的大小为 p,如果 p>s,则由引理 4 可知,图 G 中必定存在一个“fat 皇冠”分解,从而可以继续调

用算法 RPLW,这与规则 1 和规则 2 都不可再被应用相矛盾.如果 p≤s,则|Q1-edge|=|Q′1-edge|+d=p+d≤s+d≤t≤  
k−1. □ 

定理 3. k-P2-Packing 问题的核的大小最多为 7k 个点. 
证明:通过反复调用算法 RPLW 来完成问题的核心化之后,图 G 中的点由 W 中的点和 Q 中的点构成,而 Q

中只存在度为 1 和度为 0 的点.因为|V(W)|≤3(k−1),由定理 1 可知,|Q0-vertex|≤2(k−1),即|Q0|≤2(k−1).由定理 2 可

知,|Q1-edge|≤k−1,而每条 Q1-edge 都有两个 Q1-vertex,所以|Q1|=|Q1-vertex|=2|Q1-edge|≤2(k−1).用 V(G)表示图 G
中的点,可以知道|V(G)|=|V(W)|+|Q|=|V(W)|+|Q1|+|Q0|≤3(k−1)+2(k−1)+2(k−1)=7k,而如果|V(G)|>7k,则图 G 中一定
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存在一个大小为 k 的 P2-packing,即 k-P2-packing,所以 k-P2-Packing 问题的核的大小最多为 7k 个点. □ 

3   改进的k-P2-packing问题参数算法 

针对 k-P2-Packing 问题,本文基于大小最多为 7k 个点的核提出一种参数算法 KPPW.在算法 KPPW 中,首先

通过执行核心化算法得到一个大小最多为 7k 个点的核.在得到问题的核以后,再利用穷举法来找到问题的

解.k-P2-Packing 问题要找到一个包含 k 个点不相交的 P2 的集合,而每个 P2 都有一个中心点,k 个 P2 就有 k 个中

心点,所以要在 7k 个点中穷举出所有可能的 k 个点的组合,从而找出 k 个点不相交的 P2 的 k 个中心点.具体见算

法 2. 
算法 2. 算法 KPPW. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定理 4. 如果图 G 中存在 k 个点不相交的 P2,则算法 KPPW(G,k)将返回该 k-P2-Packing,否则返回不存在,
且算法的时间复杂度为 O*(24.142k). 

证明:算法 KPPW 的 Step 2 的核心化是在文献[7]的核心化之后通过对算法 RPLW 的反复调用来实现的,
从而找到一个大小最多为 7k 个点的核.Step 3 是判断核心化后图 G 中点的大小,如果图 G 中的点超过核的大小,
则说明核心化算法 RPLW 在还没有把图 G 的规模减小到 7k 个点时,就已经找到一个 k-P2-packing,所以算法无

须再执行下去.Step 4~Step 8 通过对 7k 个点的核的穷举来找出问题的最优解.穷举出核中所有可能的 k 个点的

组合,并判断每个组合中的 k 个点是否是 k 个点不相交的 P2 的 k 个中心点,因此,利用每个组合中的 k 个点及其

邻接点构建一个辅助二分图,C 中的 k 个点及其 k 个复制点构成二分图左集的点,k 个点的所有邻接点构成二分

图右集的点.若二分图的最大匹配浸润了二分图左集的所有点,则说明构成该二分图的 k 个点是 k 个中心点,故
输出“在图 G 中存在 k 个点不相交的 P2”,算法结束.若在所有组合中都不能找到这样的 k 个中心点,则说明在图

G 中不存在 k 个点不相交的 P2,因此输出“在图 G 中不存在 k 个点不相交的 P2”,算法结束. 
假设算法 KPPW 的时间复杂度为 Tp(k),下面是整个算法时间复杂度的分析. 
Step 1 中用贪婪算法构造一个极大 P2-packing W 可在多项式时间内完成.文献[7]的核心化可在 O(n3)时间

内完成,由以上分析可知,反复调用算法 RPLW 所需时间为 O(n3),所以,Step 2 的运行时间为 O(n3+k3).Step 3 是判

断核心化后图 G 中的点的大小,所以其运行时间为 O(k).Step 4~Step 8 是在 7k 个点的核中穷举出所有可能的 k 

KPPW(G,k) 
输入:图 G=(V,E),参数 k. 
输出:k 个点互不相交的 P2,否则返回不存在. 
Step 1. 运用贪婪算法构造一个极大 P2-packing W; 
Step 2. 调用算法 RPLW(G,W,k);  //得到一个大小最多为 7k 个点的核 
Step 3. if |V(G)|>7k then 
  输出“在图 G 中存在 k 个点不相交的 P2”,算法结束; 
Step 4 else 在所得的大小最多为 7k 个点的核上穷举出所有可能的 k 个点的组合; 
Step 5.  for 每个组合 C do 
Step 6.   用组合 C 中的 k 个点及其邻接点构建一个辅助二分图.C 中的 k 个点及其 k 个复制点构成二

分图左集的点,k 个点的所有邻接点构成二分图右集的点. 
Step 7.   求二分图的最大匹配;  
Step 8.   if 最大匹配浸润了二分图左集的所有点 then 
     输出“在图 G 中存在 k 个点不相交的 P2”,算法结束. 
Step 9. 输出“在图 G 中不存在 k 个点不相交的 P2”,算法结束. 

个点的组合,并对每一个组合 C,判断 C 中所包含的 k 个点是否为 k 个中心点.在 7k 个点中穷举 k 个点共有 ⎜ ⎟
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种组合,由 Stirling 近似公式,这个值近似于 24.142k.由于最大二分图匹配能够在 (O V E ) 内完成,因此由组合 C  

中的 k 个点及其邻接点构成的二分图的最大匹配问题可以在时间 O(k2.5)内解决,故 Step 4~Step 8 的运行时间为

O(24.142kk2.5).Step 9 可以在常数时间内执行,所以算法 KPPW 的时间复杂度 Tp(k)=O(n3+k3+k+24.142kk2.5),由于多

项式时间相对于指数时间来说是可以忽略的 ,所以算法 KPPW 的时间复杂度可以被表示成 O*(24.142k),即
k-P2-Packing 问题的参数算法时间复杂度为 O*(24.142k). □ 

4   结束语 

本文主要研究 k-P2-Packing 问题的核心化算法.通过对问题结构的深入分析,提出了一种可以获得大小最

多为 7k 个点的核的核心化算法.与文献[7]的核心化算法不同之处在于:本文提出的核心化算法是在文献[7]的
核心化算法之后对 W 中的 P2 及其相连的 Q0 点和 Q1 点作进一步的优化处理,目的是为了减小 Q 中 Q0 点和 Q1

点的大小 ,从而获得了一个大小最多为 7k 个点的核 ,在 7k 个点的核的基础上给出了一种时间复杂度为

O*(24.142k)的参数算法.很明显,本文得到的结果比文献[7]提出的时间复杂度为 O*(25.301k)的参数算法要快很多.
即使在 k 为 10 的时候,本文的算法也将比 Elena Prieto 的算法提高上千倍,这是目前关于这个问题的最好结果. 
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