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Abstract:  This paper introduces a new technique for assessing the diversity of approximation of exact set. The 
diversity is assessed by the “exposure degree” of the exact set against the approximation set in the new technique 
where the projection of the approximation set on the exact set, not the approximation set, is used to cover the exact 
set. Therefore, the new technique still works well for the problems with 3 and more objectives, significantly 
improving the existing techniques. Computational results show that it assesses the diversity well. Rigorous analysis 
is made for the new method. 
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摘  要: 提出了一种评估近似 Pareto 前沿多样性的方法.它用精确 Pareto 前沿相对于其近似集合的“暴露程度”来
评估多样性,其计算基于精确 Pareto 前沿,不像其他多样性评估技术基于近似集合进行计算.对于多于两个目标(分
量)的近似集合,其他技术不能或者不能很好地评估,计算结果表明,该技术能够很好地评估.并且,在理论上对该方法

进行了严格的论证. 
关键词: 集合评估;多目标优化;Pareto 解集;Pareto 前沿;近似集合 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

与单目标问题不同,多目标优化问题的解是一个集合,称为 Pareto 解集.Pareto 解集在目标空间的映像称为
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Pareto 最优前沿.由于经典优化方法很难解决非线性的带约束条件的多目标优化问题,新近形成和发展起来的

演化计算方法被引入,用来求解此类复杂问题.演化计算(EC)模拟自然和物理原则,并且使用群体搜索策略,使该

方法具备求解约束非线性多目标优化问题的潜在优势.自 20 世纪 80 年代后期以来,掀起了演化多目标优化研

究热潮,至今经久不息.不仅在演化计算国际会议(Congress on Evolutionary Computation)和遗传与演化计算国

际会议(Conference on Genetic and Evolutionary Computation)两大国际会议中,演化多目标优化是最热门的话

题,而且自 2001 年开始,隔年还单独召开演化多目标演化国际会议(International Conference on Evolutionary 
Multi-Criterion Optimization). 

算法性能的比较是一个重要的话题,由于多目标优化算法输出的是集合,因而评估多目标优化算法的一个

重要方面是近似前沿逼近精确 Pareto 前沿的逼近程度.在多目标演化优化领域里,大多是研究目标空间中近似

前沿的评估问题,对于本文来说,近似集合既可以看成是决策空间的近似 Pareto 解集,又可以看成是目标空间的

近似 Pareto 前沿.近似集合的评估问题比较困难,一般的观点是,一个好的近似解集应该满足以下条件:① 最短

逼近(minimum distance)精确解集;② 在精确解集上分布均匀和分布最广(uniform distribution and maximum 
spread).最初只是定性评估,正如 Van Veldhuizen 所说 [1],不同演化多目标优化算法的解,仅仅通过图示近似

Pareto前沿来进行直观比较.后来出现了比较多的定量评估方法:第 1类方法是从不同的方面量化一个近似集合

的质量,然后将各方面的量化指标值组合起来作为近似集合逼近程度评估值,例如文献[2−5];第 2 类方法是二元

质量评估方法,定义一个量化函数,比较两个近似集合的质量,例如文献[6,7];第 3类方法定义一个到达函数,通过

到达函数评估近似集合到任何一个目标的可能性,例如文献[8].第 1 类方法用得最多,一般是用两个指标评估:
一个指标是近似集合到精确集合的距离,例如 Van Veldhuizen 的文献[1],计算近似集合每一个点到精确集合最

近的点距离,然后对所有这些距离取平均;另一个指标是近似集合在精确集合上的分布多样性,例如 Deb 的文献

[2],用类似于卡方偏差估计.每一个评估方法都存在一些缺陷,并且已有的评估方法大多没有从理论上论证其定

义合理性和计算可行性,特别是多样性评估非常困难,大多数人用 Deb 的文献[2]提供的方法评估.但是,此方法

评估两个目标问题比较有效,对于 3 个或 3 个以上目标的问题,它的评估结果可信度令人怀疑,作者尚未看到使

用 Deb 提出的多样性评估方法评估两个以上目标的近似 Pareto 前沿. 
本文研究上述第 1 类评估方法中的多样性评估技术,提出了一项分布多样性评估技术,它能够评估超过两

个目标的近似集合的多样性,并进行严格理论分析和例子验证. 
下面首先通过例子说明目前用得较多的一种多样性评估方法中存在的问题;然后提出一种新的多样性评

估方法,并通过理论分析和例子验证两种手段论证其定义的合理性和计算可行性;最后总结全文. 

1   基本思路 

前面提到,评估近似集合逼近精确集合的质量一般是用两个指标去评估:一是近似集合到精确集合的逼近

距离,二是近似集合在精确集合上的分布多样性.作者认为,逼近距离和分布多样性两个指标应该尽可能地相互

独立,逼近距离指标中要避免包含分布多样性信息,分布多样性指标中要避免包含逼近距离信息,即两个指标要

尽可能不相关.下面我们举一个极端情形的简单例子,用两个常用的方法评估近似集合的这两个指标,并分析这

两个指标之间的相关性.如图 1 所示,假设 Pareto 前沿 Q 为线段 ab,多目标优化算法(例如多目标演化算法)求得

的近似前沿为集合 P={p1,p2,…,p10}, 1 2 10, ,...,p p p′ ′ ′ 分别是 p1,p2,…,p10 到线段 ab 上的垂足,或者叫垂直投影.用 Van 

Veldhuizen 的方法[1]计算近似集合的逼近距离就是所有近似前沿的点到精确 Pareto 前沿的平均距离.本例为

p1,p2,…,p10 到线段 ab 的垂线段长度的平均值,即 
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T 越小,近似前沿的精度越高.式(1)中计算的逼近距离 T 中不包含近似集合在精确集合上的分布多样性信

息.对于评估近似前沿在 Pareto 前沿上的分布多样性能,研究人员大多使用 Deb 的评估方法[2],图 1 的情形计算

如下: 
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1 2 2 3 8 9 9 10( ) ( ) ... ( ) ( )p p m p p m p p m p p m− + − + + − + − 越小,近似前沿分布越均匀; 1 10ap p b+ 越小,近似前沿分 

布越广.因此在式(2)中,∆越小,近似前沿分布越均匀越广,从而多样性越好. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  An example where the exact Pareto front Q is the line segment ab 
and the approximation Pareto fronts is P={p1,p2,…,p10} 

图 1  一个近似前沿和真实 Pareto 前沿例子:近似前沿 P={p1,p2,…,p10},Pareto 前沿 Q=线段 ab 

但是,式(2)分布多样性指标值∆中含有逼近距离信息.例如, 1ap 和 1 2p p 出现在式(2)中,他们分别对应向量

1ap 和 1 2p p .把它们沿精确 Pareto 前沿的垂直方向(距离逼近方向)和切线(如果是 3 个目标,则是平面;如果多 

于 3 个目标,则是超平面)分解,有 

1 1 1 1 1 2 1 2 2 2,  ap ap p p p p p p p p′ ′ ′′ ′′= + = + . 

显然, 1 1 2 2,  p p p p′ ′′ 属于距离逼近信息,应该要剔除.因此,可改进式(2)得到计算公式: 

1 1 2 2 3 8 9 9 10 10
1 ( ( ) ( ) ... ( ) ( ) )

2 9
ap p p m p p m p p m p p m p b∆′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − + − + + − + − +

+
, 

1 2 2 3 8 9 9 10
1 ( ... )
9

m p p p p p p p p′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + . 

但是,此计算方法适用于两个分量(目标)的问题,对于 3 个或 3 个分量以上的问题不适用.对应 3 个分量的问

题,研究者往往通过三维示图来直观化多样性,这在一定程度上勉强地、定性地刻画多样性;对于 3 个分量以上

的问题,人们就无能为力了.本文的主要工作是提出一种多样性评估方法,它能够评估任意多个分量的近似集合

的多样性. 
本文评估近似集合逼近精确集合的质量的基本思想是:第 1 步,将近似集合 P 投影到精确集合 Q,得到投影

集合 P′,用 Van Veldhuizen 的方法[1]计算近似集合的逼近距离;第 2 步评估投影集合 P′在 Q 上的分布性能,并作

为近似集合 P 在 Q 上的分布性能.这样一来,就最大限度地避免了两个指标信息互相包含.如何评估投影集合 P′

在 Q 上的分布性能呢?我们用图 1 所给的例子来说明:近似前沿 P={p1,p2,…,p10}在 Pareto 前沿线段 ab 上的投 
影集合为 1 2 10{ , ,..., }P p p p′ ′ ′ ′= ,可以解释成线段 ab上的点 1 2 10, ,...,p p p′ ′ ′ 被近似前沿覆盖,线段 ab上的其他点不同程 

度地暴露.每个暴露点 q 的暴露程度(记为 D(q,P′))可以用与它最近的投影点的距离来表示. 
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 1 2 3 10( , ) inf{ , , ,..., }D q P qp qp qp qp′ ′ ′ ′ ′=  (4) 

对于图 1 中给出的点 q 位置,直接观察可知 4( , )D q P qp′ ′= .Pareto 前沿线段 ab 上所有点的暴露程度的平均 

值定义为相对于近似前沿 P 而言 Pareto 前沿线段 ab 的暴露程度. 

 
( , )d

ab
D q P q

ab
Λ

′
= ∫  (5) 

相对于精确 Pareto 前沿而言,给定规模的近似前沿 P 的分布越均匀、越广,它对精确 Pareto 前沿的覆盖性

越好,也就是精确 Pareto 前沿暴露程度越小,即Λ越小.因此,Λ可以用来评估演化算法的近似前沿 P 的分布多样

性能.Λ越小,近似前沿的分布越均匀、越广. 
把研究的问题稍微抽象,下面主要研究欧氏空间中集合 P 逼近集合 Q 的精确程度评估问题.把集合 P 看成

算法输出的近似解集(前沿),集合 Q 看成 Pareto 解集(前沿),研究的结果就可以用来评估近似解集(前沿)逼近

Pareto 解集(前沿)的距离逼近程度和近似解集(前沿)在 Pareto 解集(前沿)上的分布多样性能. 

2   相关定义 

定义 1. 设集合 Q⊂Rn,点 p∈Rn,Rn 是 n 维欧氏空间,点 p 到集合 Q 的距离为 
 D(p,Q)=inf{D(p,q)|q∈Q} (6) 

这里,D(p,q)或者 pq 表示点 p 与点 q 之间的欧氏距离. 
集合 inf{D(p,q)|q∈Q}有下界,因此必有下确界.因此,定义 1 是有意义的.在 D(p,q)有意义的前提下,才能够计

算 D(p,q)的值,通常 D(p,q)是一个极限值,并且一般只能通过有限计算,得到 D(p,q)的近似值;否则,如果 D(p,q)没
有意义,则计算 D(p,q)的值就失去意义,计算 D(p,q)的方法也就不稳定. 

定义 2. 对于给定点 p∈Rn,若存在 p′∈Q,Q⊂Rn且使 D(p,p′)=D(p,Q),则称点 p′是点 p 在集合 Q 上的一个投影. 
一般来说,点的投影可能不存在,也可能存在;如果投影存在,它还可能不唯一.例如,在图 2(a)中,Q 为除掉 b

点的线段 ab,则点 p 在 Q 上没有投影;在图 2(b)中,Q 为圆周,则 Q 中任何点都是圆心 p 的投影. 
 
 
 
 
 
 

(a)                                        (b) 

Fig.2  Illustration for the existence of projection of a point 
图 2  点的投影存在性示图 

下面我们定义集合到集合的投影. 
定义 3. 设集合 P⊂Rn,集合 Q⊂Rn,P 到 Q 的投影定义为 P 中任何点在 Q 上投影的全体,即 

 P′={p′|p′是 p 在 Q 上的投影,p∈P} (7) 
由定义 3 可知,P′是 Q 的子集,即 P′⊂Q. 
下面定义 Q 对 P 的暴露程度. 
定义 4. 设 P,Q 是 Rn 中两个集合,P 的每一点在 Q 上有投影,P′是 P 在 Q 上的投影集合,则 Q 对 P 的暴露程

度定义为: 
(1) 当 Q 的元素个数有限时,Q={q1,q2,…,qN}, 

 1
( , )

N

i
i

D q P

N
Λ =

′
=

∑
 (8) 

p

a b 

p



 

 

 

曾三友 等:一种评估近似 Pareto 前沿多样性的方法 1305 

 

(2) 当 Q 的 Lebesgue 测度|Q|≠0 时,假设 D(q,P′)在 Q 上的积分 ( , )d
Q

D q P q′∫ 存在 

 
( , )d

| |
Q

D q P q

Q
Λ

′
=

∫
 (9) 

Q 对 P 的暴露程度Λ越小,P 在 Q 上的分布性能越好.一般情形下有|Q|≠0,即定义 4 中情形(2).在这种情形下,
计算Λ的精确值(式(9))比较困难或者不可能,通常利用积分定义和性质,将积分用有限和来近似表示,转而计算Λ
的近似值.易知,Λ近似值的计算公式与式(8)有相同的形式. 

定义 4 没有考虑 Q 的第 3 种情形:Q 是无穷集合,但 Q 的 Lebesgue 测度|Q|=0,例如,Q={q1(1,0),q2(1/2,0), 
q3(1/3,0),…,qn(1/n,0),…,q0(0,0)}.这里有一个挑战性的问题,即在第 3 种情形下,Q 对 P 的暴露程度能不能定义. 

P 在 Q 上的投影集合 P′的存在性以及 ( , )d
Q

D q P q′∫ 的存在性是定义 4 依赖的前提条件.如果 P′不存在,或者

( , )d
Q

D q P q′∫ 不存在,则定义 4 中计算Λ就失去意义,相应地,计算方法也就不稳定.存在性的相关讨论见附件,其 

中一些相关定理的论证请参考文献[9]. 
P 当成算法输出的近似前沿,Q 当成真实 Pareto 前沿,定义 4 就可以评估近似前沿在真实 Pareto 前沿上的分

布多样性能. 

3   例  子 

利用 Q 对 P 的“暴露程度”来评估 P 在 Q 上的分布多样性能(即定义 4)具有一定的创新性.下面通过一些例

子验证新的分布多样性能评估技术的有效性. 

3.1   示  例 

例 1:设 Q={q1,q2,…,q10}={(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,0),(6,0),(7,0),(8,0),(9,0),(10,0)}, 
(1) P={p1,p2,p3}={(2,2),(5,1),(8,3)}, 
(2) P={p1,p2,p3}={(2,2),(4,1),(8,3)}, 
(3) P={p1,p2,p3}={(4,2),(5,2),(6,2)}, 
(4) P={p1,p2,p3}={(2,3),(5,1),(8,4)}, 

分别计算 Q 对 P 的暴露程度. 
解:(1) P 在 Q 上的投影集合 P′={(2,0),(5,0),(8,0)}, 

D(q1,P′)=1,D(q2,P′)=0,D(q3,P′)=1,D(q4,P′)=1,D(q5,P′)=0, 
D(q6,P′)=1,D(q7,P′)=1,D(q8,P′)=0,D(q9,P′)=1,D(q10,P′)=2, 

10

1 1
( , ) ( , )

8 /10 0.810

N

i i
i i

D q P D q P

NΛ = =

′ ′
= = = =

∑ ∑
. 

(2) P 在 Q 上的投影集合 P′={(2,0),(4,0),(8,0)}, 
D(q1,P′)=1,D(q2,P′)=0,D(q3,P′)=1,D(q4,P′)=0,D(q5,P′)=1, 
D(q6,P′)=2,D(q7,P′)=1,D(q8,P′)=0,D(q9,P′)=1,D(q10,P′)=2, 

Λ=0.9. 
(3) P 在 Q 上的投影集合 P′={(4,0),(5,0),(6,0)}, 

D(q1,P′)=3,D(q2,P′)=2,D(q3,P′)=1,D(q4,P′)=0,D(q5,P′)=0, 
D(q6,P′)=0,D(q7,P′)=1,D(q8,P′)=2,D(q9,P′)=3,D(q10,P′)=4, 

Λ=1.6. 
(4) P 在 Q 上的投影集合 P′={(2,0),(5,0),(8,0)},与情形(1)有相同的投影集合,因此与情形(1)有相同暴露 

程度, 
Λ=0.8. 
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在情形(1)、情形(2)中,相对于集合 Q 来说,投影集合 P′分布广度相同,情形(1)中,P′本身分布均匀,情形(2)
中,P′本身分布不均匀,计算结果:情形(1)的暴露程度小,情形(2)的暴露程度大. 

在情形(1)、情形(3)中,投影集合 P′本身分布均匀,相对于集合 Q 来说,情形(1)中 P′分布范围广,情形(3)中
P′分布范围窄,计算结果:情形(1)的暴露程度小,情形(3)的暴露程度大. 

例 2:设 Q 是 x 轴上区间[1,10], 
(1) P={p1,p2,p3}={(2,2),(5,1),(8,3)}, 
(2) P={p1,p2,p3}={(2,2),(4,1),(8,3)}, 

分别计算 Q 对 P 的暴露程度. 
解:在本例中,集合 Q 是测度非零集合. 
(1) P 在 Q 上的投影集合 P′={(2,0),(5,0),(8,0)}, 

2  3.5

1  2

 5  6.5  8  10

 3.5  5  6.5  8

( , )d
(2 )d ( 2)d

  (5 )d ( 5)d (8 )d ( 8)d

0.778.

Q
D x P x

x x x x| Q |

x x x x x x x x

Λ
′

= = − + − +

− + − + − + −

=

∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  

(2) P 在 Q 上的投影集合 P′={(2,0),(4,0),(8,0)}, 
Λ=0.833. 

在两种情形中,投影集合 P′分布广度相同,情形(1)中 P′本身分布均匀,情形(2)中 P′本身分布不均匀,计算结

果:情形(1)的暴露程度小,情形(2)的暴露程度大. 
例 1、例 2 是两个简单的例子,从直观上能够比较得出不同的情形中近似集合分布多样性的优劣.可以看出,

用新的多样性评估方法计算出来的结果与直观比较的结果一致. 

3.2   实验比较 

下面用两种多样性评估方法(Deb 的∆[2]和本文的“暴露程度”Λ)来评估同一个多目标演化算法计算 10 个测

试问题所得的近似 Pareto 前沿的分布多样性. 
例 3:我们使用文献[10]提出的正交多目标演化算法(OMOEA-II)来计算 10 个测试问题 ZDT1,ZDT2,ZDT3, 

ZDT4,DTLZ1,DTLZ2,DTLZ3,DTLZ4,DTLZ5,DTLZ6.前 4个问题来源于文献[11],都是两个目标的问题;后 6个问题来

源于文献[12],都是 3 个目标的问题.OMOEA-II 计算 10 个测试问题各 50 次,分别用 Deb 的∆和本文的“暴露程

度”Λ来评估 OMOEA-II 计算出来的 Pareto 前沿.∆和Λ越小,近似 Pareto 前沿的多样性越好.表 1(上行为均值,下
行为均方差)给出 OMOEA-II 50 次计算结果的∆和Λ的均值和均方差.从前 4 个问题 ZDT1,ZDT2,ZDT3,ZDT4 的计

算结果看出,∆和Λ的值具有一致性,这表明“暴露程度”Λ能够评估近似 Pareto 前沿的多样性.由于∆不适合评估

具有两个目标的近似 Pareto 前沿的多样性,后 6 个测试问题没有结果.而本文的“暴露程度”Λ仍然能够正确地评

估近似 Pareto 前沿的多样性. 
Table 1  Means (upper rows) and variances of the diversity metric Λ and ∆ over 50 runs 

表 1  OMOEA-II 计算 10 个测试问题各 50 次,用两种方法量化所得的近似 Pareto 前沿的多样性 
Assessing methods ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 DTLZ1 DTLZ2 DTLZ3 DTLZ4 DTLZ5 DTLZ6

0.265 0.286 0.425 0.232 − − − − − − ∆ 0.007 3 0.007 1 0.015 0.0064 − − − − − − 
0.004 8 0.005 1 0.005 8 0.004 4 0.022 5 0.061 1 0.062 4 0.063 5 0.005 1 0.005 1Λ 0.000 2 0.000 2 0.000 4 0.000 2 0.003 8 0.001 1 0.001 3 0.002 3 0.000 2 0.000 3

总之,3 个例子表明:“暴露程度”Λ越小,则相对于集合 Q 来说,近似集合 P 分布范围就越广、越均匀,P 的分

布多样性能也就越好. 



 

 

 

曾三友 等:一种评估近似 Pareto 前沿多样性的方法 1307 

 

4   结束语 

本文的主要创新是提出了一种集合多样性评估技术并作了严格的理论分析.研究结果表明,新方法能够有

效地评估近似集合的分布多样性.新多样性评估技术有如下特点: 
1) 本文评估近似集合逼近精确集合的质量的基本思想是:第 1 步,将近似集合 P 投影到精确集合 Q,得到

投影集合 P′,用 Van Veldhuizen 的方法[1]计算近似集合的逼近距离;第 2 步评估投影集合 P′在 Q 上的

分布性能,并作为近似集合 P 在 Q 上的分布性能.这样一来,最大限度地避免了距离逼近指标信息和

多样性分布指标信息互相包含. 
2) Deb 的分布多样性评估技术是:首先,分别近似集合 P 在精确集合 Q 上的分布均匀性和广度,然后相

加平均得到多样性评估值.本文的技术通过 Q 相对于 P 的“暴露程度”用来评估多样性,“暴露程度”既
具有物理直观性,又能将分布均匀性和分布广度合二为一. 

3) Deb 的多样性评估技术适用于两个分量(或目标)的情况,本文的技术对于任意多分量的问题都适用. 
对“暴露程度”定义的前提条件在附件中进行了严格的理论论证.论证的结果是:当集合 P,Q 是有界闭集时, 

“暴露程度”定义的前提条件得到保证. 

当集合 P 与集合 Q 有界但不是闭集时,我们建议以 P,Q 的闭包 P , Q ( P , Q 一定是闭集)替代 P,Q.也就是说, 

P 在 Q 上的分布多样性能估计代表 P 在 Q 上的分布多样性能估计. 
但当|Q|≠0 时,计算 Lebesgue 积分的近似值运算量比较大. 
值得进一步研究的问题包括: 
1) 当 Q 是无穷集合,但 Q 的 Lebesgue 测度|Q|=0 时,Q 对 P 的暴露程度能不能定义. 
2) 当 P,Q 是无界集合时,如何评估 P 逼近 Q. 
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附录. 相关存在性的讨论 

1. 相关投影集合存在性讨论 
一般来说,点的投影可能不存在.但是,当Q是有界闭集(紧集)时,点在Q上的投影存在.以下的定理或引理没

有给出证明,读者可以利用文献[12]第 4 章度量空间的相关知识,很容易给出证明. 
定理 1. 若 Q 是有界闭集,则对于给定的 p,p 在 Q 上有投影,即存在 p′∈Q,使 

D(p,p′)=D(p,Q). 
为了讨论投影集合的特性,我们有如下引理: 
引理 1. 设 Q 是有界闭集,{pn}到 Q 的投影序列为{ np′ },即 pn 到 Q 的投影为 np′ ,n=1,2,…,如果 lim nn

p p
→∞

= , 

lim nn
p p

→∞
′ ′= ,则 p 到 Q 的投影为 p′. 

根据定理 1,当 Q 是有界闭集时,任意给定的点 p 在 Q 上有投影.因此,任意给定的集合 P 在 Q 上存在投影

集合 P′,并且集合 P 中任意点在 Q 上有投影.当集合 P 是有界闭集时,我们还有如下定理: 
定理 2. 设集合 P,Q 是有界闭集,则 P 到 Q 的投影 P′也是有界闭集. 
2. 相关 Lebesgue 积分存在性的讨论 
引理 2. 设 B 是有界闭集,{qn}到 B 的一投影序列为{ nq′ },即 qn 到 B 的一投影为 nq′ ,n=1,2,…,如果 lim nn

q q
→∞

= , 

lim nn
q q

→∞
′ ′= ,则 lim ( , ) ( , )nn

D q B D q B
→∞

= . 

定理 3. 设集合 B,Q 是有界闭集,q∈Q,则 D(q,B)作为以 q 为变量的函数在 Q 上是连续的.从而,D(q,B)在 Q
上 Lebesgue 可积. 

下面讨论定义 4 的前提条件. 
(1) 当集合P,Q是有界闭集时,根据定理 2,P到Q的投影P′存在,而且P′是有界闭集.根据定理 3可知,D(q,P′)

是 Q 上的连续函数,从而 D(q,P′)在 Q 上 Lebesgue 可积,保证了定义 4 的前提条件.于是,Q 对 P 的暴露程度可以

计算或者说 P 在 Q 上的分布多样性能可以评估. 

(2) 当集合 P 与集合 Q 有界但不是闭集时,作者建议以 P,Q 的闭包 P , Q ( P , Q 一定是闭集)替代 P,Q.也就

是说, P 在 Q 上的分布多样性能估计代表 P 在 Q 上的分布多样性能估计. 
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