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Abstract:  Firstly, a distinguishable condition is proposed for separating the features by linear classification hyper 
surface. Secondly, the paper analyses the properties of the feature linear distinguishable criterion based on support 
vector machines (SVMs). Finally, the efficiency rate of features are defined by the contribution to classes margin of 
each feature, and a feature selection algorithm is put forward based on the feature efficiency rate. As experimental 
results show, validated with the actually measuring data and UCI (University of California, Irvine) data, 
performance of the new feature selection method, such as classification capability and generalized capability are 
improved obviously in contrast to the classical Relief method. 
Key words:  feature selection; efficiency rate; classe margin; SVM (support vector machine) 

摘  要: 对于二类目标特征选择问题,首先讨论了特征空间的线性可分性问题,并给出了其判别条件;其次,通过借

鉴支撑矢量机原理,分析了特征可分性判据的基本性质;最后,依据各特征对分类间隔的贡献大小定义了特征有效

率,并以此进行特征选择和特征空间降维.实测数据与网络公开 UCI(University of California,Irvine)数据库的实验结

果表明,与经典的 Relief 特征选择算法相比,该算法在识别性能和推广能力上明显有所提高. 
关键词: 特征选择;有效率;分类间隔;支撑矢量机 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

特征选择是模式识别中的关键技术之一[1,2].一般情况下,只有在特征矢量中包含足够多的类别信息,才能

通过分类器实现正确分类.由于特征是否包含足够多的信息很难确定,为了提高识别率,总是最大限度地提取特

征信息,结果不仅使特征维数增大,而且其中可能存在较多的无效和冗余特征.因此,选择合适的特征来描述模

式,对模式识别精度、训练时间和存储空间等许多方面都有较大影响[1],并且对分类器的构造也起着非常重要的

作用. 
特征选择的标准较多,经典的选择算法大多采用概率度量、距离度量和熵度量等衡量标准[1,3,4].在足够多的

样本前提下,基于大样本统计理论的上述准则和相应的分类算法是合理的;而当训练样本为小样本时,上述准则
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不一定总能取得良好的效果[5].此外,特征选择常用的另一类准则还有类内距离、类间距离和散布矩阵度量等[1].
这些方法虽然应用广泛,但是,其识别算法大多是建立在经验模型的基础上,如神经网络等[6,7],其模型参数和结

构的确定受数据和识别算法的影响较大.总之,经典的特征算法和相应的分类器大多注重的是大样本下使经验

风险最小,而对分类器的推广性能要求较低[8−10]. 
统计学习理论和支撑矢量机(support vector machine,简称SVM)[5]是一种研究有限样本下统计规律及学习

方法性质的理论,较好地解决了小样本、非线性、高维数和局部极小点等实际问题.根据SVM分类器及特征选

择的特点,近年来,研究人员[11,12]基于SVM将特征选择和分类识别融合在一起,通过利用一定的特征选择标准减

少并优化支撑矢量,达到获得最佳特征组合的目的.由于这种方法获得的是直接用于分类的支持矢量子集,因此

从理论上看,它将明显优于传统的特征选择方法.文献[11]提出了一种基于余量迭代搜索的多类目标特征选择

算法,并讨论了算法的推广性能.Weaton等人 [12]基于SVM提出寻找具有最小留一法误差界的特征子集,并通过

梯度下降算法代替贪婪算法,分别对模拟数据和真实数据进行了特征选择实验. 
对于二类目标识别,本文首先对特征线性可分性给出了判别条件.然后,基于支撑矢量机原理,依据各特征

对分类间隔的贡献大小定义了特征有效率,并以此提出了一种新的特征选择算法.该算法秉承了统计学习理论

的理论基础——结构风险最小,也即要求选择出的特征子集能够较好地兼顾分类器的分类能力和推广性能.实
测数据实验结果表明,与经典的 Relief 特征选择算法相比,本文的算法在识别性能上获得了明显的提高.特别地,
对于小样本数据效果更为明显. 

1   特征空间目标线性可分条件 

1.1   线性可分性定义 

对于二类目标识别,给定l个训练样本D={(xi,yi),i=1,…,l},其中,xi∈Rn,yi∈{1,−1}为类别标示符.如果存在一个

线性分类器能将每个样本正确分类,则称样本D线性可分. 
定义 1.1. 称样本集D={(xi,yi),i=1,…,l},其中,xi∈Rn,yi∈{1,−1}线性可分,是指存在w∈Rn,b∈R,ρ>0,使得不等

式(1.1)成立: 
 yi(wTxi+b)≥ρ,i=1,…,l (1.1) 

若不存在满足不等式(1.1)的(w,b,ρ),则称样本集 D 线性不可分.如图 1 所示. 
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Fig.1  Sample are recognized by linear function 
图 1  样本集线性可分示意图 

为讨论方便,将不等式(1.1)写成矩阵形式,记β=(wT,b,ρ)∈Rn+2,B=(0,…,0,1)T∈Rn+2, 
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 Aβ≤0 (1.2) 
 BTβ>0 (1.3) 

在下述讨论中,Farkas 引理扮演了一个重要的角色. 
引理 1.1(Farkas择一定理)[13]. 设矩阵A∈Rm×n,矢量B∈Rn,则不等式组①和组②恰一组有解. 
组①:Aβ≤0,BTβ>0. 
组②:ATα=B,α≥0. 

1.2   线性可分性条件 

根据引理 1.1,可从反面考察样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}的线性可分性,也即,若D线性不可分,则不等式组①

无解,从而其充要条件是不等式组②有解.若将不等式(1.2)、不等式(1.3)代入不等式组②,则可得 
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=
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 αi≥0,i=1,…,l (1.6) 
从而可得D={(xi,yi),i=1,…,l}的线性可分性理论形式的判据: 
定理 1.1(可分性条件). 观测样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分的充要条件是式(1.4)~式(1.6)无解. 

2   特征线性可分最优化模型 

由定理 1.1 可知,观测样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分的充要条件是式(1.4)~式(1.6)无解,即下述不等式

组无解: 
 Hα=0 (2.1) 

 ,
1

0
l

i i
i

yα
=

=∑
1

1
l

i
i

α
=

=∑  (2.2) 

 αi≥0,i=1,…,l (2.3) 
其中,矩阵H=(y1x1…ylxl).由于Hα=0 的充要条件是αTSα=0,这里,S=HTH, .显然,对称矩阵S半正定, T

ij i j i jS y y x x=

从而对任意的α∈Rl,有αTSα≥0.因此,可构造如下二次凸规划问题: 
1min
2

T Sα α  

 s.t.  yTα=0,eTα=1 (2.4) 
0≤α≤1 

由定理 1.1 和优化问题式(2.4)可得: 
推论 2.1. 观测样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分的充要条件为二次凸规划问题式(2.4)的目标函数值大于

0. 
证明:必要性.假设样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分,则不等式组(2.1)~不等式组(2.3)无解.因此,对任意满

足yTα=0 和eTα=1 的非负矢量α,必有Hα≠0,从而可得αTSα>0,故二次凸规划问题式(2.4)的目标函数值大于 0.必
要性得证. 

充分性.假设二次凸规划问题式(2.4)的目标函数值大于 0,则对任意满足yTα=0 和eTα=1 的非负矢量α,必有

αTSα>0,从而Hα≠0.因此,不等式组(2.1)~不等式组(2.3)无解,即样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分.充分性得证.
证毕. □ 

下面将通过考察支撑矢量机原理[5]来探讨二次凸规划问题式(2.4)的实质.由v-SVM可知,对于样本集D,其
最优分类面的求解等价于求解下述二次凸规划问题. 
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1

1min
2

l
T

i
i

w w Cρ ξ
=

− + ∑  

 s.t.  yi(wTxi+b)≥ρ−ξi (2.5) 
ρ≥0,ξi≥0,i=1,…,l 

其中,w 为特征空间中最优分类超平面的法矢,ξ是引入的松弛变量,C 为正则化参数,0<C≤1,C 越大,表示对错误

分类的惩罚越大.在 v-SVM 模型中,分类面的间隔为
|| ||w

ρ . 

根据Wolfe对偶理论,二次规化问题不等式(2.5)可以等价于在其对偶空间(即Largrange乘子空间)来求解,其
对偶形式为下述二次凸规划问题[5]: 

1min
2

T Sα α  

 s.t.  yTα=0,eTα=1 (2.6) 
0≤α≤C 

其中,0<C≤1,为正则化参数.特别地,当 C=1 时,对偶问题式(2.6)即为凸规划问题式(2.4).因此,满足式(2.1)和式

(2.2)的非负权值α,其实质就是 v-SVM 对偶问题式(2.6)中的非负 Largrange 乘子.从而在判断样本集 D 是否线性

可分时,同时也实现了支撑矢量机的求解. 

3   特征线性可分判据性质 

下面来考察当正则化参数C=1 时凸规划问题式(2.6)目标函数值的性质.假设每个观测样本由n个特征构成,
即xi=(xi1,…,xin)T∈Rn,i=1,…,l,其中,xij为第j个特征,则有, 

1

n
k

n n
k

S S
=

= ∑ , 

其中, , ,易知 ,k=1,…,n.令 ( )k k
n ij l lS S ×= k

ij i j ik jkS y y x x= 0k
nS ≥

 
1

1 1( )
2 2

n
T T
n n n n n n

k
J n S S kα α α

=

= = ∑ α  (3.1) 

其中,αn为式(2.6)的解. 
定理 3.1. J(n)具有单调递增性,即 J(n)≤J(n+1). 
证明 :假设在观测样本 xi=(xi1,…,xin)T∈Rn 时 ,规划问题式 (2.6)的解为αn,当样本增加一个特征时 ,即

xi=(xi1,…,xin,xin+1)T∈Rn+1,规划问题式(2.6)的解为αn+1,则有, 
1
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1
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S Jα α

=

≥ =∑ n , 

其中,第 1 个不等式是由于 (矩阵1 0k
nS + ≥ 1

k
nS + 半正定),第 2 个不等式是由于 J(n)为 C=1 时规划问题式(2.6)的 

最优目标函数值.证毕. □ 
定理 3.2. 假设两个观测样本集D={(ui,yi),i=1,…,l},Dm={(vi,yi),i=1,…,l},其中,ui∈Rn,vi∈Rm.令样本集Dm+n= 

{(xi,yi),i=1,…,l},xi=(ui,vi)∈Rn+m,则有 
J(n)+J(m)≤J(n+m), 

其中,J(n),J(m),J(n+m)分别为样本集Dn,Dm,Dn+m所对应的规划问题式(2.6)在正则化参数C=1 时的最优目标函 
数值. 

证明:由于xi=(ui,vi)∈Rn+m,则有 
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从而有, 

1( )
2

T
n m n m n mJ n m Sα α+ + ++ =  

1 1
2 2

T T
n m n n m n m m n mS Sα α α α+ + += + +  

1 1
2 2

T T
n n n m m mS Sα α α α≥ +  

=J(n)+J(m), 
其中,αn,αm,αn+m分别为样本集Dn,Dm,Dn+m所对应的规划问题式(2.6)在正则化参数C=1 时的最优解. □ 

定理 3.3. 假设两个观测样本集Dn={(ui,yi),i=1,…,l},Dm={(vi,yi),i=1,…,l},其中,ui∈Rn,vi∈Rm.若J(n)≤J(m),则 
有 ,其中 ,J(n),J(m)分别为样本集D*

n∆ ∆≤ *
m n,Dm所对应的规划问题式(2.6)在参数C=1 时的最优目标函数值 . 

*
*

*|| ||
n

n
nw

ρ∆ = ,
*

*
*|| ||
m

m
mw

ρ∆ = 分别为样本集Dn和Dm的最优分类间隔. 

证明:不妨假设J(n)>0,若不然,由推论 2.1 可知,结论显然成立.因此,样本集Dn和Dm均线性可分.由支撑矢量

机的原理可知,线性可分样本集Dn={(ui,yi),i=1,…,l}的最优分类间隔可由如下凸规划问题求得,也即 
1min
2

Tw w ρ−  

 s.t.  yi(wTui+b)≥ρ (3.2) 
ρ≥0,i=1,…,l 

由 Wolfe 对偶原理可知,凸规划问题不等式(3.2)的对偶形式如下: 
1max
2

T
nSα α−  

 s.t.  yTα=0,eTα=1 (3.3) 
0≤α≤1 

其中,α为非负Largrange乘子, 设α
1

.
l

i i i
i

w yα
=

= ∑ u n为凸规划问题式(3.3)的最优解,则有, 

 * 21 1( ) || ||
2 2

T
n n n nJ n S wα α= =  (3.4) 

 * 2 * * 21 1|| || || ||
2 2n n nw wρ− = −  (3.5) 

由式(3.4)、式(3.5)可得: 
  (3.6) * *|| ||n nwρ = 2

从而,样本集Dn的最优分类间隔为 

 * 2 ( )n J n∆ =  (3.7) 

同理,线性可分样本集Dm={(vi,yi),i=1,…,l}的最优分类间隔为 

 * 2 ( )m J m∆ =  (3.8) 
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由于 J(n)≤J(m),因此 * *
n m∆ ∆≤ . □ 

定理 3.4. 若样本集D={(ui,yi),i=1,…,l}线性不可分,且设ui=(ui1,…,uin)T∈Rn,uij为第j个特征,则任意剔除m>0
个特征后组成新的样本集仍然线性不可分.若样本集D线性可分,则增加任意m>0 个特征后组成新的样本集仍

然线性可分,且其分类间隔不会下降. 
证明:假设样本集D={(ui,yi),i=1,…,l}线性不可分,则由推论 2.1 可知,当正则化参数C=1 时,有 

1( ) 0,
2

T
n n nJ n Sα α= =  

则任意剔除 m>0 个特征后,由定理 3.1 可知: 
0≤J(n−m)≤J(n)=0. 

从而,J(n−m)=0,即新的样本集线性不可分.同理,假设样本集D={(ui,yi),i=1,…,l}线性可分,则有J(n)>0,增加

任意m>0 个新特征后,则有 0<J(n)≤J(n+m),也即新的样本集线性可分. 
当新增m>0 个特征后,假设样本集Dm+n={(xi,yi),i=1,…,l},xi=(ui,vi)∈Rn+m,则由J(n)≤J(n+m)和定理 3.3 可知, 

* *
n n∆ ∆ +≤ m .因此,当样本新增 m>0 个特征后,其最优分类间隔随特征维数的增加而递增.证毕. □ 

综上所述,对于观测样本集D={(xi,yi),i=1,…,l},当正则化参数C=1 时,二次凸规划问题式(2.6)的目标函数值

J(n)具备了作为类别可分性判据的下述基本条件[1]: 
① J(n)与误判概率的界存在单调关系. 

根据统计学习理论,期望风险 ( ) ( , )d ( )R Q z F zα α= ∫ 与经验风险
1

1( ) ( , )
l

emp i
i

R Q
l

zα α
=

= ∑ ,至少以 1−η的概率满 

足下述不等式: 
R(α)≤Remp(α)+Φ(h,l,η), 

其中,Q(z,θ),α∈Ω为决策风险函数,zi=(xi,yi)为观测样本.Φ为致信范围,h为函数集Q(z,α),α∈Ω的VC维,且Φ(h,l,η)
是关于VC维h的单调增函数,而关于样本规模l是单调减函数. 

在统计学习理论中,关于线性函数集的 VC 维有一个重要结论. 
定理 3.5[5]. 设矢量x∈Rn包含在一个半径为r的超球中,则分类间隔为∆的超平面集合的VC维h以下述不等

式为界: 
2

2min 1rh n
∆

⎛ ⎞⎡ ⎤
≤ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

. 

由此可得关于测试样本误判概率的一个上界,即测试样本不能被分类间隔为∆的超平面正确分类的概率

Perror至少以 1−η的概率满足下述不等式: 

0 041 1
2error

l lP
l l

ε
ε

⎛ ⎞
≤ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

其中, 
2ln 1 ln

44

lh
h

l

η

ε

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠= . 

l0是训练样本中没有被分类间隔为∆的超平面正确分类的样本数. 
因此,由定理 3.5 可知,超平面函数集的VC维h是分类间隔∆的单调减函数.从而有,当采用超平面进行分类

识别时,期望风险R(α)的界和测试样本误判概率Perror的界均为分类间隔的单调减函数.又由于最优分类间隔 
* 2 ( )n J n∆ = ,从而有,期望风险R(α)和测试样本误判概率Perror的界均为J(n)的单调减函数. 

② J(n)具有不完全可加性. 

③ 由于 * 21( ) || ||
2 nJ n w= ,因此,J(n)具有“距离”的某些共性. 
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④ J(n)关于特征维数是单调递增的. 

4   基于分类间隔的特征选择 

由于J(n)具备以上 4 个基本条件,因此,可以将其作为类别可分性判据[1].在此基础上,可定义各特征的有效 

率并以此进行特征选择.假设样本集D={(xi,yi),i=1,…,l}线性可分,则
1

1 1( ) 0
2 2

n
T T k
n n n n n n

k
J n S Sα α α α

=

= = >∑ ,从而,可 

以定义第 k 个特征的有效率为 
T k
n n n

k T
n n n

S
S

α αγ
α α

= ,k=1,…,n. 

于是, 

1
1

n

k
k

γ
=

=∑ ,γk≥0. 

由于 , ||*

1

l
n

n i i ix
i

w yα
=

= ∑ * 2|| T
n n n nw Sα α= S S,且 ( )k k

n ij l l×= .k
ij i j ik jkS y y x x=, 因此, 

 
2*

*

( )
|| ||

n
k

n

w k
w

γ
⎛

= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ,k=1,…,n (4.1) 

其中, .由式(4.1)可知,第k个特征的有效率γ* * *( (1),..., ( ))T
n n nw w w n= k的实质就是最优分类超平面法矢 的第k个分

量 占其总能量 的百分比.又由于最优分类间隔

*
nw

* ( )nw k * 2|| ||nw * 2 ( ) || ||n
*
nJ n w∆ = = ,因此,γk很好地刻画了第k个特征

对分类间隔 的贡献. *
n∆

下面考察在一些特殊情形下特征的有效率,以验证式(4.1)可以很好地吻合直观感知.假设第k1个特征和第

k2个特征满足如下线性关系: 
 

1 2ik ikx xθ σ= + ,i=1,…,l (4.2) 

不妨假设,
1 2

| | |ik ik |x x≤ ,也即 0<|θ|≤1,则有, 

  (4.3) 
1 2

* *
1

1 1
( ) ( )

l l
n n

n i i ik i i ik n
i i

w k y x y x w kα θ α θ
= =

= = =∑ ∑ 2

从而可得: 
 

1 2

2
k kγ θ γ=  (4.4) 

因此,由式(4.4)可知,当第k1个特征和第k2个特征完全线性相关时,其特征的有效率是以θ 
2下降的.由于大多

数分类器均采用距离度量,因此,数值较小的特征提供的有效信息应不如数值较大的特征.特别地,当θ=0 时,即 

1ikx 恒等于常数σ,则其有效率
1

0kγ = ,这一结论也符合客观事实.因此,式(4.1)的特征有效率与直观感知的吻合 

度是很好的. 
假设二次凸规化问题式(2.6)的目标函数值 J(n)=0,也即观测样本集 D 线性不可分.此时,由线性不可分情形

下 v-SVM 原理可知,只需对 Langrange 乘子α的边界约束条件作进一步限制,即要求 0≤α≤C.这里,C 为正则化参

数,可设定 0<C<1,也即在分类间隔和误判概率之间作一个折衷以确保 J(n)>0.总之,无论观测样本集 D 是否线性

可分,均可根据特征有效率的大小进行特征的剔除和增加. 

5   实验结果及分析 

本节利用实测数据和公开的UCI(University of California,Irvine)数据库进行实验,并与经典的Relief特征选

择算法进行了比较,取得了较好的结果.Relief[7,14]是Kira等人 1992 年提出的公认的性能较好的特征选择方法,
该算法认为,一个好的特征应该使最近邻的同类样本之间特征值相同或相近,而使最近邻的不同类样本之间的

值不同或者差别很大.因此,若赋予每个特征相应权值并进行特征排序,通过设定特征权阈值或者特征子集的数

目即可进行相应的特征选择. 
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本次实验数据为某机载雷达实测一维距离像数据集,共有 3 939 个样本,样本维数为 32,包括了 15 个角度下

的测量值,样本类型包括卡车和坦克两种目标.该数据集已经过距离对准和能量归一化等预处理过程,且为了更

好地对比,本实验将选择一个小样本训练集.实验中选取的初始训练样本集为每个角度下若干个样本,总共选取

了 100 个训练样本,测试样本为 3 839 个,依据特征有效率γ大小选择的特征维数从 4 开始依次递增,采用 SVM
方法进行测试识别,实验结果如图 2(a)所示. 

第 2 组实验数据为网络上公开的 UCI 数据库中的某癌症患者数据集,共有 569 个样本,样本维数为 30,样本

类型包括健康者和患者两种类型.实验中选取的初始训练样本集为 100 个,测试样本为 469 个,依据特征有效率γ
大小选择的特征维数从 14 开始依次递增,采用 SVM 方法进行测试识别,实验结果如图 2(b)所示. 
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Fig.2  Relation between number of feature dimension and recognition rate 
图 2  特征维数与测试样本分类正确率之间的关系 

由图 2(a)可知,当特征维数等于 14 时,本文算法的测试分类结果最好,测试率为 81.69%,选出的特征为[1 12 
15 16 17 18 19 20 22 23 26 27 29 32].当全部特征都选用时,测试率为 72.57%,相对于最优特征集的测试率下降

了 9.12%.而由 Relief 算法选出的最优特征集为 19 个,测试率为 76.69%,低于本文算法的最优测试率. 
由图 2(b)可知,当选择特征维数等于 17 时,测试分类结果最好,测试率为 92.96%,选出的特征子集为[1 5 6 7 

8 9 11 12 13 16 17 19 25 26 28 29 30].当全部特征都选用时,测试率为 88.06%,相对于最优特征集的测试率下降

了 4.9%.由 Relief 算法选出的最优特征集为 25 个,测试率为 91.04%,低于本文算法的最优测试率. 

6   结束语 

对于二类目标识别问题,本文首先针对样本空间中的可分性给出了其判别条件;然后,基于 SVM 原理探讨

了特征选择问题,以特征有效率为切点,提出了一种新的特征选择算法;最后,通过两个小样本实测数据实验验

证了该特征选择算法较之经典的 Relief 算法在识别性能和推广能力上更为有效. 
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