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Abstract:  An algebraic B-spline curve fitting algorithm based on the signed distance field is proposed in this 
paper. Given a planar point set, the moving least square (MLS) method is adopted to denoise and resample it so that 
the resulting point set is with low noise and uniform sampling density. Then the reliable signed distance field of the 
preprocessed point set is constructed by using the Level Set method. Finally, an algebraic B-spline function is 
adopted to fit the signed distance field by solving a linear equation system. As a result, an algebraic curve is 
obtained which is the zero level set of the algebraic function. By using the proposed method, not only the high 
quality curve is obtained, but also geometric information around the curve. Furthermore, the unwanted branches in 
implicit curve fitting could be avoided. 
Key words:  curve reconstruction; algebraic B-spline curve; signed distance field; moving least square (MLS) 

method; Level Set method 

摘  要: 提出了一种以代数 B-样条曲线为表达形式、基于有向距离场的隐式曲线重建方法.首先给定一个表示封

闭曲线、可能带有噪音且分布不均匀的平面点云,采用移动最小平方(moving least square,简称 MLS)方法对点云去

噪、重采样,得到一个低噪音、分布均匀的“线状”点云,再通过 Level Set 方法建立该“线状”点云的离散几何距离场,
最后用一个代数 B-样条函数光顺拟合该离散距离场,代数函数的零点集即为重建曲线.曲线重建过程可以归结为求

解线性方程组问题.这种重建方法不仅可以得到高质量的重建曲线,还可以得到曲线周围的距离场信息.同时,避免

了隐式曲线重建中经常出现的多余分支问题. 
关键词: 曲线重建;代数B-样条曲线;有向距离场;移动最小平方(moving least square,简称MLS)方法;Level Set方法 
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在计算机图形学中,点集曲面(point set surface)日益引起人们广泛的研究兴趣.一个自然的问题是,如何将

点集曲面转化为传统的参数曲面或隐式曲面?这就是经典的曲面重建问题,它可以描述为:对数值计算得到的或

用获取设备采集的、表示某一几何形状的无序点集,如何重建其内蕴表示的目标曲面,以使得点集离该目标曲

面在某种度量意义下偏差 小.曲面重建是计算机图形学、CAD/CAM、科学计算可视化等领域中的重要问题. 
平面点云的曲线重建是曲面重建的基础[1].本文讨论曲线重建问题,所给出的方法可以类推至三维点云的

曲面重建问题.在曲线重建中,可以根据所得曲线的表示形式,把重建方法分为参数曲线重建和隐式曲线重建两

类.与参数曲线重建相比,隐式曲线重建的优势在于:(1) 无须参数化;(2) 容易判断点是否在隐式曲线上;(3) 容
易加入其他形状约束.当然,隐式曲线重建也存在如下不足:(1) 目前,商用CAD系统普遍采用参数表示,隐式表

示需经参数化才能为CAD系统所用;(2) 参数曲线绘制简单,而隐式曲线绘制需借助等值线抽取算法;(3) 隐式

曲线重建中容易出现多余分支,需要设法去除.本文采用隐式的代数B-样条曲线表示重建曲线. 
目前,已有大量曲线重建方面的研究.对于参数曲线重建,Pottmann等人[2]研究了动曲线上的采样点到目标

曲线的平方距离,通过求解一个优化问题,动态调整样条曲线;Yang和Wang等人 [3]改进了Pottmann的结果,并对

方法进行了理论分析;Lee[4]采用MLS方法首先对含噪音的点云去噪,再通过 小二乘方法得到拟合结果;Lin等
人[5]用区间B-样条曲线逼近“厚度”较大的点云,从中抽取B-样条曲线作为重建结果.对于隐式曲线重建,Pratt[6]

给出了线性约束下代数误差极小的曲线拟合方法;Taubin[7]提出了二次约束下代数误差极小化模型,并将其用

于目标物体的识别和表面分割;Jüttler等人[8]综合考虑代数误差和法向偏差,建立基于代数B-样条函数表示的隐

式重建模型, 终通过求解线性方程组得到重建曲线;杨周旺等人[9]采用代数B-样条曲线作为表达形式,以近似

几何误差和薄板能量极小化为目标,通过动态迭代求解一个优化问题得到重建曲线;由Osher和Sethian[10]提出

的Level Set方法主要用于处理界面跟踪问题,也可以看作是一种动态隐式重建方法. 
曲线重建要解决两个问题.一个问题是重建曲线的表达形式.人们通常采用具有良好分析和计算性质的代

数曲线或多项式参数曲线.另一个问题是如何使数据点到重建曲线的“距离” 小.在各种“距离”中,几何距离无

疑是 优的,但几何距离难以解析表示,所以人们常采用代数距离[11]、代数距离加法向偏差[8]或近似几何距离[9]

等方式逼近几何距离.本文的思路是:先建立原始点云的内蕴几何距离场,将点云信息“无损地”转化为距离场信

息,再用一个代数函数拟合该几何距离场,则函数的零等值线就是重建曲线.拟合过程中还可以引入曲线光顺优

化项以控制重建曲线的质量.图 1 给出了本文的曲线重建流程. 
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Fig.1  The flowchart of the proposed curve reconstruction method 
图 1  本文曲线重建方法的流程图 

1 节是点云预处理,介绍如何用移动 小平方(moving least square,简称 MLS)方法对点云去噪和重

介绍如何在保持几何细节的前提下,采用 Level Set 方法建立规则点云的有向距离场.第 3 节介绍用

函数拟合欧氏距离场.第 4 节给出具体实例,并对结果予以分析讨论. 后对本文的工作进行总结并

工作的展望. 

处理 

用MLS方法对带噪音的点云去噪、重采样,得到一个低噪音、分布均匀的“线状”点云,以便建立精确

场.本文改进了Lee[4]求取MLS中自适应核函数参数的算法,并提出了一种简单、易于控制采样密度

法. 
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1.1   MLS方法 

Levin[12,13]提出了MLS方法.以二维点云为例 ,证明了一个给定的点云隐式定义了一条流形曲线,称之为

MLS曲线.为表达MLS曲线,Levin定义了一个投影算子,MLS曲线由这个投影算子的不动点构成.设散乱点云

P={pi=(xi,yi)|1≤i≤N}是曲线S上的采样点(通常带有噪音),可以通过如下两步定义投影算子ψ(P,r),将r∈R2投影到

MLS曲线Sp={x∈R2|ψ(P,x)=x}上: 
(1) 计算参考直线.根据散乱点集P拟合一个局部参考直线H={x∈R2|x·n−D=0},该参考直线满足 小化加

权平方距离和函数 

∑ ∈
−−⋅Pp iii

qpDp ||)(||)( 2θn , 

其中,q是r在直线H上的投影,θ是MLS核函数,通常取θ(d)=exp(−d2/h2),h为核函数参数,它决定了核函数的有效影

响范围. 
(2) 计算局部拟合多项式.以q为原点,参考直线H为x轴建立一个局部坐标系∆,将点集P内的点变换到∆中,

并用一个局部多项式g(x)逼近变换后的点集P.设fi是pi在H上的高度,即fi=n·(pi−q),通过 小化加权平方和函数 

||)(||))((1
2 qpfxg i

N
i ii −−∑ =

θ , 

可以得到g(x)的系数,其中xi是pi在局部坐标系∆中的横坐标,那么r在MLS曲线S上的投影为ψ(P,r)=q+g(0)·n. 
MLS 是一种局部拟合方法.由于 MLS 核函数θ(d)是一个高斯函数,所以离 q 越远的点对投影直线 H 和局部

多项式 g(x)的贡献越小.在实际计算中,为节省计算量,往往设定一个阈值ε,只取满足θ(d)>ε的点参与计算. 

1.2   点云去噪 

采用 MLS 方法将点云投影到其 MLS 曲线上就可以实现点云去噪.但是 MLS 核函数参数 h 对投影结果影

响很大,例子如图 2 所示.为保证 MLS 投影去噪的质量,有必要自适应地为每个待投影点确定合适的 h. 

                  
(a) Original point set       (b) The denoising result is     (c) The denoising result is     (d) The correct denoising effect 

unsatisfied when h is small        wrong when h is large          by using adaptive h 
 (a) 原始点云         (b) h 过小,去噪效果不明显     (c) h 过大,去噪结果错误  (d) 采用自适应 h 的正确去噪效果 

Fig.2  The influence of h on MLS denoising results 
图 2  参数 h 对 MLS 投影去噪结果的影响 

Lee[4]提出了一种自适应计算h的方法.对任意一点p,将p附近点集的坐标(xi,yi)看成两个离散随机变量X,Y
的分布点,因为X,Y的相关系数随h变化且反映了局部平面点云的“厚度”,所以p点处 优的h值应为X,Y 优相关

系数 .具体实现时 ,先设定一个目标相关系数(如ρ0=0.7)、一个较小的初始值h和一个步长∆h,然后逐步增大

h→h+∆h,并计算落在以p为圆心、h为半径的圆内的点集相关系数,若所得的相关系数已经达到目标相关系数,
则p点的自适应h值即为当前的h. 

由于原始点云含有噪音程度不确定,噪音的分布也不均匀,所以Lee的方法难以确定统一的目标相关系数ρ0

和合适的初始h值.ρ0过大容易导致算法失败,ρ0过小则需多次迭代投影才能得到低噪音点云.图 3 中A点和B点
的 佳h值为图中所对应黑色圆的半径, 大相关系数分别为ρA=0.6904,ρB=0.8993;若直接采用Lee的方法,如图

3(b)(A点处的外圆半径为初始h值,内圆半径为 佳h值为;B点处的内圆半径为初始h值,外圆半径为 佳h值;对
应黑色圆的半径),设ρ0=0.7,则在A点处,因为设定的初始h值大于 优相关系数对应的圆域半径,所以增大的h圆
域内的点集的相关系数始终达不到ρ0,算法将失败;在B点处,因为落在初始h对应的圆域内的点集的相关系数

ρ1=0.8270,达到了目标相关系数ρ0,所以将停止增大h,所得的h即为初始h,显然此时h不是 佳的. 
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本文改进了Lee的方法,根据p点的邻近点分布情况自适应确定h.如图 3(c)(A(B)点处的内外两个圆的半径分

别为h的下界hmin和上界hmax,中间圆的半径为 佳h值)所示,为求p点的 优值h*,先给定两个值:hmin为h*的下

界,hmax为其上界(可取hmin,hmax分别为p点的k1,k2个邻近点的包围圆盘的半径,通常取k1=10,k2=30).然后以∆h为
步长对区间[hmin,hmax]采样,即令hi=hmin+i∆h,计算落在以p为圆心、hi为半径的圆内的点集的相关系数,取其中

接近 1 的相关系数所对应的hj为h*. 
 
 
 
 
 
 
 
 

B B 

AA

(a) Original point set     (b) Results by using Lee’s method[4]  (c) Results by using improved Lee’s method 
(a) 原始点云         (b) 采用Lee[4]方法得到的结果        (c) 采用改进Lee方法的结果

Fig.3  The determination of h in the MLS method  
图 3  MLS 方法中参数 h 的确定 

我们的方法对任意一点一次即可求得 优的 h,无须多次迭代投影,比 Lee 的方法稳定、简单;同时,多次

MLS 投影势必耗费更多时间,一次投影提高了效率.图 4(图 4(a)~图 4(c)为采用 Lee 方法进行第 1 次~第 3 次的

迭代投影去噪结果(时间 1.304s),图 4(d)为采用改进方法后一次投影去噪结果(时间 0.403s))是两种方法对图 3
中原始点云去噪效果的对比. 

 
(a)                (b)               (c)               (d) 

Fig.4  Comparison of point set denoising results 
图 4  点云去噪结果比较 

1.3   点云重采样 

由于原始点云通常采样不均匀,用 MLS 方法投影去噪后的点云采样也会不均匀,很难满足后续建立有向距

离场的要求,因此,有必要对去噪点云进行均匀重采样. 
Alexa[14]提出了一种基于Voronoi图的点云加密采样方法.其基本思想是,在MLS曲线(曲面)上计算当前点

云的Voronoi图,在Voronoi顶点处加入新点,直到Voronoi顶点到点云中 近点的距离都小于某一阈值. 
Alexa算法主要目的是对分布稀疏的点云加密采样(upsampling),用于高质量地绘制点集曲面(point set 

surface)[14].但该算法并没有对原始点云作调整,只是不断加入新点.所以,若原点云的某一局部密度很大,要得到

均匀点云 ,则需将其他部分点云加密到相同程度;若要得到密度较小的均匀点云 ,则还需调用其他稀疏采样

(downsampling)算法将部分密度过高点云的密度降低.实验表明,由于频繁计算局部点集在切线(切平面)上的

Voronoi图,迭代选取Voronoi顶点并将其投影到MLS曲线(曲面)上,Alexa算法的计算开销较大. 
为便于控制采样密度,得到均匀采样的点云,本文提出如下简单的重采样算法.根据MLS曲线投影方法,原

始点云中的任意一点pi都存在一个对应的自适应核函数参数hi,设pi的MLS投影点为qi,称以qi为圆心、hi为半径
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的圆域Oi为pi对应的重采样圆域.原始点云去噪后落在pi的重采样圆域内的点构成一个局部点集Pi,则存在拟合

Pi的多项式gi(x).设pj∈Pi在参考直线Hi上的投影为xj,则可以在Hi上计算出一个 小的包围盒Ri包含{xj}.对Ri进

行均匀剖分 ,每个剖分点u j 在局部多项式上对应g i (u j ) ,将点g i ( u j )由局部坐标系变换回原坐标系中 , 
记为 .由 MLS 投影过程可知,jp′ jp′ 位于 MLS 曲线附近,将 jp′ 用 MLS 方法投影回 MLS 曲线上,作为一个新的采 

样点添加到重采样结果中.图 5(a)(直线H上的黑点为Ri中的均匀剖分点,曲线上的实心点为其在局部多项式 
gi(u)上的对应点 ,将 投影回MLS曲线上即为重采样点)所示为重采样原理. jp′ jp′

均匀剖分Ri时采用的密度是点云的平均密度.设投影后的局部点集Pi中含Ki个点,Ri的长度为Li,则Pi的密度

定义为ρi=Ki/Li,投影后点云的平均密度为ρ=Σρi/N,均匀剖分Ri的步长∆L满足∆L=1/ρ.由于原始点云分布不均匀,
它们所对应的重采样圆域将相互重叠且圆域各有大小(如图 5(b)所示),若对每个圆域都进行重采样,将浪费很多

计算资源.所以在重采样前需对重采样圆域集进行简化,保证简化后的圆域集是点云的 小覆盖,并且满足单个

圆域 大.圆域简化的方法基于贪婪的思想:先选取圆域集中 大的圆域为当前圆域,记为Ocur,然后从与Ocur相

交或外切的圆域集中选取往外覆盖范围 大的圆域,记为Onext,删除与Ocur有交的其他圆域并令Ocur为Onext,重复

上述过程直到所有圆域均被处理.图 5(c)(圆内点为重采样结果)给出了一个圆域简化后的实例,图 6 为对一个点

云投影去噪后重采样的实例. 
由于简化后的重采样圆域个数较少,本文的重采样算法只需对圆域对应的局部多项式均匀剖分并投影,所

以比Alexa的方法效率更高;重采样密度则由剖分Ri的密度决定,易于控制. 
 
 
 
 
 
 
 
 

qi 
Ri 

H

n 

(a) Resampling illustration    (b) The circle sets before simplification            (c) The simplified circle sets 
 (a) 重采样示意图            (b) 简化前重采样圆域集                  (c) 简化后重采样圆域集 

Fig.5  Resampling the point set 
图 5  点云重采样 

 
 (a) The original point set     (b) The denoising result   (c) The resampling result 

 (a) 原始点云            (b) 投影去噪结果      (c) 均匀重采样结果 

Fig.6  Resampling example 
图 6  重采样结果 

2   基于 Level Set 方法计算有向距离场 

通过点云去噪重采样,可以得到分布均匀的“线状”点云.本节介绍如何基于Level Set方法建立点云的有向

距离场.在现有基于Level Set方法建立距离场的工作[15]中,离散距离场的网格剖分密度需交互指定.如果网格稀
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疏则会导致几何信息丢失;如果网格稠密则浪费计算资源,并且加大后续拟合的工作量.适当的距离场网格剖分

密度应以确保恢复点云所表示的几何细节为宜.所以,本文提出由点云 小曲率半径指导距离场的剖分.这样生

成的离散距离场既可以保持原始点云所蕴含的几何细节,同时又可以避免多余的计算. 
Osher和Sethian[13]提出了依赖于时间的运动界面演化Level Set方法,其主要思想是:把演化的界面作为零等

值面嵌入高一维的场函数中,通过嵌入场的演化实现界面的演化,从而解决了传统方法中难以处理的拓扑改变

问题.由Sethian[15]提出的Fast Marching方法是Level Set方法的一种特殊形式,用于求解速度方向不变的界面演

化问题.此时,界面上的点沿着它的法向以速度F(F>0)运动,设T是界面经过一个三维空间点(x,y,z)的时间函数,
则T满足方程|∇T|F=1.它是Eikonal方程的一种形式,其直观理解是到达时间的梯度和界面的运动速度成反比.对
任意一个点集S,空间任意点x到S的距离函数d(x)正好满足Eikonal方程 |∇d(x)|=1;且d(x)=0,x∈S.所以,可以利用

Fast Marching方法建立点集S的离散有向距离场. 
为计算点云的有向距离场,需要估计每个点的法向.本文采用Hoppe[16]的邻域协方差方法估计法向,由于投

影后点云分布均匀且不含噪音,所以法向估计结果是理想的.建立离散距离场的另一个重要参数是剖分密度,它
应该确保能从距离场信息中恢复点云的几何细节.根据数字信号处理中的Nyquist采样定理,若要不失真地恢复

点云所表示的几何细节,必须以细节尺度的 1/2 为步长对距离场进行采样.点云的 小局部曲率半径反映了点

云的细节,所以,应以点云 小局部曲率半径的一半为网格步长对点云所在的空间进行均匀剖分.本文采用Miao
等人[17]提出的局部密切圆法估计点云的局部曲率. 

结合前面的讨论,下面给出用 Fast Marching 方法建立点云的离散有向距离场的算法.图 7(左图为点云的离

散距离场初始化结果,黑色网格点标记为 ALIVE 点;中间图为初始化结果局部放大;右图为计算的距离场结果,
曲线内部的点距离值为负,外部点距离值为正)为用 Fast Marching 方法求离散距离场的一个实例. 

 
Fig.7  Generation of discrete distance field 

图 7  离散距离场生成 

1〉 初始化. 
(a) 取点云的矩形包围盒的 k(k>1)倍为距离场的范围,点云 小曲率半径的 1/2 为步长将距离场范围剖

分成正规网格.记网格步长为∆x. 

(b) 初始化网格点的距离值和符号.设 r= 3 ·∆x,则以采样点为中心、r 为半径的圆构成了包围目标曲线 
 的一条窄带Ωr,它保证了Fast Marching方法的有效实现.对落在Ωr内的网格点,设定其距离值为它到

近采样点的有向距离的绝对值,符号为有向距离的符号,其余网格点距离值为无穷大. 
(c) 将所有距离值小于∆x 的网格点标记为 ALIVE,其他网格点标为 FAR. 
(d) 记 ALIVE 中符号为正的网格点集为 Plus_Band,符号为负的网格点集为 Minus_Band. 

2〉 向外演化,求得所有符号为正的网格点的距离值. 
(a) 将 Plus_Band 中任意一点(i,j)的邻点(即(i−1,j),(i+1,j),(i,j−1),(i,j+1))中不为 ALIVE 的标记为 CLOSE. 
(b) 设 TRIAL 为 CLOSE 中距离值 小的网格点,将其从 CLOSE 中删除,并标为 ALIVE,符号设为正. 
(c) 将与 TRIAL 相邻且属于 FAR 的网格点标记为 CLOSE,并将其从 FAR 中删除;更新与 TRIAL 相邻且

标记为 CLOSE 的网格的距离值. 
(d) 回到(b)循环,直到标记为 CLOSE 的点为空. 
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3〉 向内演化,求得所有符号为负的网格点的距离值. 
用 Minus_Band 代替 Plus_Band,类似上一步演化,直到所有网格都标记为 ALIVE.  

3   基于有向距离场的曲线重建 

点云的离散有向距离场是连续几何距离场在离散网格点处的一组采样值.我们用一个代数 B-样条函数

f(x,y)拟合这组采样值,使 f(x,y)表征几何距离场,则该函数的零点集 f(x,y)=0 就是重建的目标曲线. 

3.1   代数B-样条曲线 

一条代数曲线定义为一个多项式函数F(x,y)的零点集V(F)={(x,y)∈R2|F(x,y)=0}.例如,单位圆可以表示为一

条代数曲线 ,它是多项式函数F(x,y)=x2+y2−1 的零点集{(x,y)∈R2|x2+y2−1=0}.双d(d≥2)次代数B-样条曲线

(algebraic B-spline curve)[18]是代数曲线的一种,它表达为张量积B-样条形式,定义为 
  (1) 0)()(),()( , === ∑ sr srrs yNxMcyxfXf

其中,crs∈R是控制系数,r=1…m,s=1…n,基函数Mr(x),Ns(y)是分别对应于节点序列ζ={ζr}(r=1…m+d+1),η={ηs} 
(s=1…n+d+1)的d次B-样条函数[18];函数f(X)称为代数B-样条函数,它是一个以B-样条基表示的分片多项式.重建

曲线时,取矩形区域Ω=[ζ1,ζm+d+1]×[η1,ηn+d+1]为包含距离场并略微扩大的矩形区域,并令ζ,η为内部等距节点序

列,且满足{ζ1=…=ζd+1,ζm+1=…=ζm+d+1},{η1=…=ηd+1,ηn+1=…=ηn+d+1}. 
采用代数B-样条曲线表达目标曲线有以下优势:实现简单,求解 终归结为解一个线性方程组,且在一定条

件下,目标函数是张量积的,可以实现分方向的快速拟合(下一节将给出详细分析);曲线是全局光滑的;判断空间

点是否在曲线上极为简单;曲线灵活,其控制系数具有良好的几何性质[19]. 
记c=(c1,…,cL)T为代数B-样条函数f(x,y)的控制系数拉直向量,q=(q1,…,qL)T为f(x,y)中x,y方向上B-样条基函

数乘积的拉直向量,其中L=m·n,cj=cr(n−1)+s=crs,qj=qr(n−1)+s=Mr(x)·Ns(y),j=1,…,L.那么,空间点X=(x,y)处张量积B- 
样条函数值可表达为f(X)=f(x,y)= ∑ sr srrs yNxMc, )()( =qTc.它是关于控制系数的线性函数,其梯度向量为 
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f(x,y)在区域Ω上的薄板能量定义为 

  (3) 2 2 2
 

( ) ( , ) 2 ( , ) ( , )d d T
xx xy yyT f x y f x y f x y x y

Ω
= + + =∫∫c c Hc

其中,矩阵 H 的元素对应于 B-样条基函数及其相应阶导数在区域Ω上的积分.由于 B-样条基函数本质上是多项

式,且具有局部支撑性,所以 H 的元素可以通过数值高斯积分精确求得. 

3.2   基于有向距离场的曲线重建 

3.2.1   目标函数 
设x,y方向上距离场网格剖分点分别为{xi}(i=1,...,Nx),{yj}(j=1,...,Ny),dij是网格点(xi,yj)处的有向距离值,则 

代数B-样条函数f(x,y)在离散距离场中与采样值的偏差为Errg(c)= ∑ ∑ .在实际问题中通常 
= =

−x yN
i

N
j ijji dyxf1 1

2)),((

要考虑重建曲线的光顺性,而薄板能量 T(c)反映了曲线的光顺性.因此本文给出的目标函数是 
 minR(c)=Errg(c)+w⋅T(c) (4) 
其中,w 是光顺项的权重系数,一般取较小的正实数. 
3.2.2   求解过程 

目标函数式(4)是一个关于控制系数crs的二次函数,其 优解由以下线性方程组决定: 

 ( ) 0, 1... , 1...
rs

R r m sc
∂ = = =∂ c n  (5) 

求解该线性方程组可以采用数值方法中 LU 分解方法. 
值得注意的是,当薄板能量项的权重系数 w=0 时,目标函数具有张量积的特点,可以分方向拟合以节省 
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计算量.此时,原目标函数变为minR(c)=Errg(c)= .由于代数B-样条函数f(x,y)可以改写成

f(x,y)= = ,我们可以用如下方式进行分方向拟合:先用一个一维d次的B-

样条代数函数 g

∑ ∑= =
−x yN

i
N
j ijji dyxf1 1

2)),((
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1 1
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i ( y ) = 拟合 x坐标相同的一列网格点的距离值 ,目标函数为m i n F ( α∑ =

n
s sis yNa

1
)( i ) = 
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2
1 ))(( x,其中αi为一列长为n的系数,其 优解由一个n维线性方

程组∂F(αi)/∂αis=0(s=1,…,n)决定;然后用一个一维d次B-样条代数函数hj(x)= 拟合所得的每一列系

数α

∑ =

m
r rjr xMc

1
)(
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量积B-样条函数的一列长为m的系数,其 优解由一个m维的线性方程组∂G(cj)/∂cjr=0(r=1,…,m)决定. 
决定 终代数函数的控制系数个数为L=m·n个,整体拟合时需求解一个L维的线性方程组,而分方向拟合时

需求解Nx个n维和n个m维的线性方程组.当m和n较大时,与整体拟合相比,分方向拟合的时间和空间开销大为降

低,我们的实验结果也验证了这一论断. 

4   算法实现与讨论 

我们在Windows XP环境下(PentiumIV,2.4G,512M)实现了本文的曲线重建方法和Jüttler[8]基于代数距离和

法向偏差的拟合方法,并进行了比较.以下称本文的方法为场拟合,Jüttler的方法为点拟合.场拟合和点拟合都以

一个代数B-样条函数f(x,y)表达目标曲线所在的某个标量场,并以f(x,y)=0 作为目标曲线. 
在实现场拟合和点拟合时,需要指定一些参数.在MLS投影中,局部多项式次数和代数B-样条函数次数一般

取为 2 或 3;在点拟合中,样条函数控制系数个数m和n需交互指定,而在场拟合中,x,y方向上网格点数分别为

Nx,Ny,因为网格是均匀的,而x,y方向上B-样条节点区间数为m−d和n−d,为了保证拟合过程没有奇异性,每个节点

区间内分布两个网格点,所以取m,n满足关系m−d=Nx/2,n−d=Ny/2.得到样条函数后,用二维等值线抽取算法抽取

其零点集作为目标曲线. 
由于Fast Marching方法保证了距离场的质量,本文拟合的距离场是原始点云几何距离场高质量逼近,与其

他隐式重建方法相比,具有以下优势:(1) 所得到代数B-样条函数f(X)具有几何意义,它表达了空间点X到目标曲

线欧氏距离的良好逼近.这便于后续基于距离场的几何处理,如求曲线的等距线、基于距离场的变形等.图 8(a)~ 
图 8(d)用颜色映射方式显示了场拟合和点拟合所得的标量场,并抽取了场函数的部分等值线.可见,场拟合中等

值线是目标曲线的等距线逼近,点拟合中偏离目标曲线稍远处场函数值已经没有几何意义;(2) 不会出现多余

分支.隐式曲线重建中易出现不必要的分支,其原因在于将一个标量场函数的零点集f(X)=0 作为重建结果,而该

标量场在远离目标数据点处往往没有几何意义,故其零点集可能不仅包括目标曲线,而且包括其他点.图 8(e)为
采用Jüttler[8]方法时出现分支的一个例子.而场拟合方法的代数B-样条函数f(X)表达了空间点X到目标曲线的几

何距离,其零点集只包括到目标曲线距离为 0 的点(即目标曲线本身),所以不会出现多余分支. 

 
(a) The colormap of field  (b) The colormap of field    (c) The iso-contours    (d) The iso-contours  (e) Unwanted branch 
function generated by    function generated by           of (a)                 of (b)  generated by using 

using our method      using Jüttler’s method                                              Jüttler’s method 
(a) 本文方法的        (b) Jüttler 方法的          (c) 场拟合中          (d) 点拟合中       (e) 点拟合 
场函数颜色映射        场函数颜色映射         场函数的等值线       场函数的等值线       出现分支 

Fig.8  The example of the curve reconstruction 
图 8  曲线重建的实例 
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目标函数中,光顺项的作用是使结果曲线光顺.评价曲线重建结果的主要标准是原始点云到结果曲线的误

差和结果曲线的光顺性.但这两者之间存在矛盾,当光顺项系数过大时,原始点云的一些细节会被过滤掉,导致

拟合误差增大.所以,应根据实际需求指定合适的光顺项系数.当光顺项系数为 0 时,场拟合方法可以应用分方向

快速拟合,算法的效率大为提高;当光顺项不为 0 时,场拟合方法算法效率低于点拟合方法,因为它需要整体 
求解. 

图 9~图 11 是几个光顺项系数 w 为 0 的重建实例,表 1 中列出了这些实例的计算开销.可以看出,在拟合误

差大致相等的情况下,场拟合的计算速度比点拟合速度更快,这是因为采用了分方向快速拟合,而点拟合则无法

实现分方向拟合. 

 
(a) The result of field fitting of           (b) Iso-Contours of                   (c) Iso-Contours of 

the point set XingNoise              field respectively                    point respectively 
(a) 点云 XingNoise 场拟合重建结果      (b) 场拟合的等值线                 (c) 点拟合的等值线 

Fig.9  The example of the curve reconstruction 
图 9  曲线重建的实例 

 
(a) The result of field fitting of        (b) Iso-Contours of                (c) Iso-Contours of 

the point set CrownNoise           field respectively                 point respectively 
(a) 点云 CrownNoise 场拟合重建结果    (b) 场拟合的等值线              (c) 点拟合的等值线 

Fig.10  The example of the curve reconstruction 
图 10  曲线重建的实例 

 
(a) Reverse                (b) RouNoise               (c) SthNoise 

Fig.11  More curve reconstruction examples based on distance field fitting 
图 11  几个基于距离场重建的例子 
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Table 1  Computational costs comparison of two curve fitting methods 
表 1  两种曲线重建的计算时间比较 

Fitting point set Fitting distance field 
Runtime (s) Point set Number 

of points Fitting error Runtime (s) Fitting 
error Preprocessing Distance 

field 
Fitting 

distance field Total 

Reverse 132 0.000 7 5.968 0.000 5 0.876 0.094 0.016 0.986 
XingNoise 526 0.176 4 6.813 0.135 2 2.891 0.125 0.031 3.047 

CrownNoise 796 0.486 6 7.672 0.450 0 4.204 0.047 0.015 4.267 
RuoNoise 940 0.276 5 7.882 0.241 3 5.688 0.125 0.030 5.844 
SthNoise 969 0.355 7 7.687 0.300 6 4.328 0.062 0.015 5.311 

图 12、图 13 反映了光顺项权系数 w 对拟合结果的影响.表 2 给出了 w 取不同值时拟合的计算时间和误差.
从表 2 中可以看出:(1) w 越大,拟合结果的误差越大,当 w 足够小时(w≤0.00001),光顺项对拟合结果影响几乎为

0.为得到较光顺的重建曲线且拟合误差较小,应选取合适的 w(如 w=0.0001);(2) 拟合的时间主要由距离场的剖

分密度决定,因为它决定了求解的线性方程组的维数;(3) 当 w＝0 时应该进行分方向拟合,与整体拟合相比,分
方向拟合大大提高了效率,同时未引入更多误差. 

 
(a) w=0.01                   (b) w=0.0001                (c) w=0.00001 

Fig.12  The curve reconstruction results of the point set CrownNoise with different ws 
图 12  w 取不同值时点云 CrownNoise 的重建结果 

 
(a) w=0.01             (b) w=0.0001         (c) w=0.00001 

Fig.13  The curve reconstruction results of the point set RuoNoise with different ws 
图 13  w 取不同值时点云 RuoNoise 的重建结果 

Table 2  The influences of w to the results of reconstruction 
表 2  光顺项权系数 w 对拟合结果的影响 

Point set Preprocessing 
time (s) 

Runtime of distance field 
computation Weight w Fitting time (s) Fitting 

error 
0.000 1 30.406 0.912 3 

0.000 01 30.406 0.476 8 
0 30.031 0.476 8 CrownNoise 4.057 0.125 

0 (Fitting along parametric 
directions) 0.016 0.476 8 

0.000 1 29.969 0.804 1 
0.000 01 29.875 0.271 5 

0 29.781 0.271 5 RouNoise 5.801 0.172 
0 (Fitting along parametric 

directions) 0.016 0.271 5 
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5   总结与展望 

本文给出了一种基于有向距离场的代数 B-样条曲线重建方法.该方法以代数 B-样条曲线为表达形式,通过

一个代数 B-样条函数拟合原始点云的内蕴有向距离场,然后抽取其零点集作为目标曲线.为保证所建立的有向

距离场精确反映目标曲线,我们先用 MLS 方法对原始点云进行去噪、重采样等预处理,使点云落在 MLS 曲线

上并分布均匀,然后用 Level Set 方法建立预处理后点云的有向距离场. 后采用一个代数 B-样条函数拟合有向

距离场,并考虑目标曲线的光顺性,得到一个线性方程组,可以快速求解.该方法不仅获得了高质量的重建曲线,
而且得到了表征该曲线的有向距离场的代数 B-样条函数,可以方便后续的基于有向距离场的工作;同时,还避免

了隐式曲线重建中容易出现的不必要分支.第 4 节中给出的实例验证了上述特点. 
目前,本文方法的一个不足是暂时只能处理表示封闭曲线的点云重建.若原始点云表示的是一条开曲线,则

目前方法难以建立起蕴含目标曲线信息的有向距离场,基于有向距离场的重建也就无从实现.在下一步的工作

中,我们将设法把表示开曲线的点云构造成表示封闭曲线的点云的一部分,用本文的方法重建该封闭曲线, 后

取该封闭曲线的对应部分作为原始点云的重建结果.这种平面曲线的隐式重建方法可以很自然地推广到三维

空间中曲面重建的情形.在未来的工作中,我们也将对此进行讨论. 
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