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Abstract: In this paper, a vertex refinement method is proposed. The new vertex invariant is defined based on the 
number of the paths for a given length. A comparison between this vertex invariant and some other general vertex 
invariants has been made. It is proved that this method is as fine as other methods, and examples are given to show 
that this method is better than others in some case. This vertex refinement method can be used in graph 
isomorphism algorithms to reduce the number of mapping between the vertexes. 
Key words: graph isomorphism; exact graph isomorphism; partition; stable refinement; vertex invariant 

摘  要: 提出一种顶点细分方法.基于顶点之间具有一定长度的路径数等信息,定义了一类顶点不变函数.将该
方法与已有的一些顶点细分方法进行了比较.分析表明,基于路径数的顶点不变函数的细分效果,至少不差于基
于顶点的度、距离等方法;而一些实例则表明前者要优于后者.基于路径数的顶点分类方法可以有效地用于图同
构算法,能够降低所需比较的顶点数,达到快速搜索的效果. 
关键词: 图同构;精确图同构;划分;稳定细分;顶点不变函数 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

图同构问题(graph isomorphism problem)在对象识别[1]、数据编码[2]、分子、图像、网络的结构比较[3]等领

域具有广泛的应用价值.根据顶点/边是否精确匹配,可以分为精确图同构和非精确图同构;根据在顶点匹配的
过程中是部分匹配还是全部匹配,又可分为图同构和子图同构[4].在这些问题类中,不精确图同构、不精确子图
同构、精确子图同构问题已被证明属于 NP 完备问题;而精确图同构问题既未被归入 NPC 问题,也未被归入 P
问题 [4,5],是一个尚未得到彻底解决的问题 ,因此得到很多研究者的关注 .已有人提出了一种图同构完备
(isomorphism complete)的概念,以表示可以在多项式时间内归约为图同构的一类问题[6].对于一些类型的图,如
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平面图、区间图(interval graph)、树等,存在多项式算法,但正则图、二分图、弦图等是图同构完备的[7−9].本文
主要对精确图同构问题加以讨论. 
对于一般的图,目前一些算法有较好的匹配效率,对于上千个顶点的图,能够在可以接受的时间内完成匹

配.在文献[10]中,对几种常见的图同构算法的性能进行了比较,如根据顶点的邻接关系来寻找同构的 Ullman 算
法[11];利用顶点间的距离矩阵来降低搜索空间的 SD 算法[12];采用状态空间表示方法,利用顶点间的邻接关系进
行快速搜索剪枝的 VF算法[13];对 VF算法进行了改进的 VF2 算法[14]以及 McKay 提出的首先将图表示为某种
规范形式,然后再判断是否同构的著名的 Nauty(no automorphisms)算法[15].上述及其他一些图同构算法的关键
一步,是在寻找匹配的过程中将顶点进行细分,比如基于顶点的邻接顶点的信息[11,13−15]、基于顶点的某个距离

范围内顶点的信息[12,16]、基于顶点间最短路径的颜色信息[17]等.在本文中,我们提出基于顶点间的路径数来对
顶点进行细分,并将其与已有方法进行比较. 

1   基本概念和方法 

图 G定义为 G(V,E),其中:V={v0,v1,…,vn−1}表示顶点集合;E={(u,v)|u,v∈V}表示连接顶点的边的集合.两个图
是同构的,如果存在两图的顶点之间的一个映射,使得两图的边在该映射下也保持对应.一个图到自身的同构称
为自同构.顶点集合V的划分(partition)是将V分为一些不相交的集合,每个集合称为一个单元(cell),这里,单元之
间是有序的.划分习惯上也称为着色(color),每个单元中的顶点有一种颜色[18].一个划分ϕ1 称为划分ϕ2 的细分

(refinement),如果ϕ1 的任何一个单元都是ϕ2 的某个单元的子集 .顶点集合 V 的划分称为自同构划分
(automorphism partitioning),如果顶点 u,v属于该划分的同一个单元,当且仅当存在 G的一个自同构映射,将 u映
射到 v[19]. 
对图的顶点可以定义一类顶点不变函数(vertex invariant),使得属于同一个自同构划分的顶点都有相同函

数值,比如顶点的度、包含一个顶点的三角形的数目,都是顶点不变函数的例子[6].由于在搜索映射的过程中只
要考虑具有相同顶点不变函数值的顶点之间的对应即可,因此,如果顶点不变函数选择得好,将顶点尽可能地作
更细的划分,则能够极大地降低搜索的空间. 
在 McKay著名的 NAUTY算法中[15],利用了顶点的邻接顶点的信息来对顶点进行划分.假设当前划分为ϕ,

对于顶点 v,根据ϕ定义元组: 
D(v)=(ϕ(v),d1(v),d2(v),…,dk(v)). 

ϕ(v)表示顶点 v 的颜色,即顶点所在单元;di(v)表示在顶点 v 的邻接顶点中,属于划分ϕ的第 i 个单元的顶点
数. D(v)是一个顶点不变函数,根据 D(v)可以对ϕ进行细分,得到ϕ(1),使得属于ϕ(1)的同一个单元的顶点都具有相

同的函数值 ,根据ϕ(1)计算 D(v),并对ϕ(1)进行细分 ,得到ϕ(2),…,这个过程可以不断进行下去 ,直到得到某个
ϕ(r)=ϕ(r+1)为止,r<n.这样得到的划分ϕ(r)称为ϕ的稳定细分(stable refinement). 
该方法只考虑了顶点的直接邻居,Miyazaki[16]对此进行了扩展,考虑与顶点距离为δ的顶点的信息,定义以

下函数: 
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其中: )表示与顶点 v距离为δ的顶点中,属于划分ϕ的第 i个单元的顶点数.称 S(vdi
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Mateus[17]提出了一个一般的定义,对于一对顶点 u和 v,设有一个同构不变函数β(u,v)(即同构映射不改变该 

函数值),设 表示在使得β(u,v)=δ的所有顶点 u中,属于划分ϕ的第 i个单元的顶点数,定义 )(vdi
δ

})0:),,{(),(()( >= δδ
δ δϕ ii ddiSORTvvD , 

其中,SORT{}为排序函数,将集合的元素按某种规则进行排序(如字典序).这种情况下得到的 )1()( +== rr ϕϕϕβ 称 
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为ϕ的β稳定细分.Mateus证明了当β(u,v)取为两点 u和 v之间的距离时,该方法至少和强δ稳定细分一样强. 
另外,设两点 u和 v之间的路径为 P,定义 c(P)为路径上所有顶点所在单元的编号组成的序列,取 c(u,v)为 u

和 v 之间所有最短路径中 c(P)最小的那一个,Mateus 证明了当β(u,v)取为 c(u,v)时,该方法至少和 d 稳定细分一
样强.这里,d等于 u,v间的距离. 
目前,大部分的图同构算法,包括子图同构算法,例如文献[11−15],基本上都是利用以上顶点之间的信息来

降低搜索空间的. 

2   顶点间路径数不变函数 

假设顶点 v1,vd之间有路径 v1v2…vd,其中,(vi,vi+1),1≤i<d 是图中的一条边,路径中可以出现重复的顶点和边,
顶点之间的距离定义为最短路径的长度.显然,最短路径中不会出现重复的顶点或边. 
在前面介绍的Miyazaki方法中,考虑了与顶点 v的距离为δ的那些顶点.由于顶点间的路径更能刻画图的结

构特性,因此,基于顶点之间的路径来定义一类新的顶点不变函数.考虑与顶点 v 存在路径长度为δ的那些顶点,
同时考虑两顶点间的路径数,定义 

Qδ(v)=(ϕ(v),SORT{(i,d,n,c)}), 
其中,(i,d,n,c)表示所有满足下面条件的元组:在划分ϕ的第 i 个单元的顶点中,与顶点 v 的最小距离为 d(显然, 
d≤δ)、与顶点 v 之间有 n 条长度为δ的路径,所有满足这些条件的顶点数为 c.根据这一顶点不变函数,称得到的
稳定细分为ϕ的δ路径稳定细分. 
性质 1. ϕ的δ路径稳定细分至少与ϕ的δ稳定细分一样好. 
证明:不妨设ϕ 为ϕ的δ路径稳定细分,ϕ ′为ϕ的δ稳定细分.考虑某个顶点 v,根据 Qδ(v)的定义,那些与顶点 v

距离为δ的顶点,都对应元组(i,δ,n,c),因此在ϕ ′中, )等于所有形如(i,δ,n,c)的元组中对 c 进行求和的结果.因

此,对于任意属于

(vdi
δ

ϕ 中同一个单元的两个顶点 u 和 v,如果 Qδ(u)与 Qδ(v)相等,那么相应的 和 也一定

相等,从而顶点 u和 v也属于
)(udi

δ )(vdi
δ

ϕ ′中同一个单元.因此,ϕ的δ路径稳定细分至少与ϕ的δ稳定细分一样好. □ 
在δ稳定细分中考虑了与顶点之间距离为δ的那些顶点的信息.如图 1所示,就是在图中以 v为圆心、δ为半

径作一个圆,考虑的是落在圆周上的那些点 A,B,C,D,E;而在δ路径稳定细分中,考虑了与顶点之间路径长度为δ
的那些顶点的信息.由于路径中可以有重复的边,因此,考虑的不仅仅是 A,B,C,D,E,也包括一些落在圆内的点
1,2,3,4.这样,在前一种情况下不能区分的顶点,也能得到进一步的细分. 
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Fig.1  δ shortest path and δ path 
图 1  δ最短路径与δ路径 

对于一个顶点 v,设有 和 ,定义 )(
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其中: o表示连接运算; )表示考虑与顶点 v 有路径长度为δ(
21 , vQ δδ 1和δ2的那些顶点,称在这种情况下得到ϕ的δ1, 

δ2路径稳定细分.一般地,Q1,2,…,δ(v)表示考虑所有与顶点 v的路径长度不大于δ的那些顶点,称在这种情况下得到
ϕ的强δ路径稳定细分,根据性质 1,显然有: 
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性质 2. ϕ的强δ路径稳定细分至少与ϕ的强δ稳定细分一样好. 
由于计算 Q1,2,…,δ(v)要考虑与顶点 v的路径长度不大于δ的所有顶点,同时,一个顶点 u与 v之间既可能存在

长为δ1的路径,也可能存在长为δ2的路径,因此,在计算顶点 v 对应的 Q1,2,…,δ(v)时,某些顶点可能重复出现,从而
增加了复杂度.性质 3使得我们只需考虑与顶点之间具有路径长度为δ−1和δ的那些顶点即可. 
性质 3. ϕ的δ−1,δ路径稳定细分至少与ϕ的强δ稳定细分一样好. 
证明:首先证明,与顶点 v之间距离小于等于δ的某个顶点 u一定与 v之间具有长度为δ−1或δ的路径.这是显

然的,因为假设 u和 v之间存在一条长度为 d≤δ的最短路径: 
v,…,v1,v2,…,u, 

如果 d=δ−1或者 d=δ,那么,该路径就是满足条件的路径;否则,重复其中一条边(v1,v2),得到长为 d+2路径: 
v,…,v1,v2,v1,v2,…,u. 

如果 d+2=δ−1 或者 d+2=δ,那么,该路径就是满足条件的路径;否则,重复上述过程,直到得到 u,v 之间长度为δ−1
或δ的路径为止.这说明,与 v之间距离为 d≤δ的顶点在计算 Qδ−1,δ(v)时一定会被考虑到. 
设ϕ 为ϕ的δ−1,δ路径稳定细分,ϕ ′为ϕ的强δ稳定细分.考虑某个顶点 v,根据 Qδ−1,δ(v)的定义,那些与顶点 v

距离为 d≤δ的顶点,都对应元组(i,d,n,c),因此在ϕ ′中, )等于所有形如(i,d,n,c)的元组中对 c进行求和的结果.

因此,对于任意属于

(vd d
i

ϕ 中同一个单元的两个顶点 u和 v,如果Qδ−1,δ(u)与Qδ−1,δ(v)相等,那么,相应的 和

也一定相等,从而,顶点 u和 v也属于
)(ud d

i )(vd d
i

ϕ ′中同一个单元.因此,ϕ的δ−1,δ路径稳定细分至少与ϕ的强δ稳定细分一样 
好.命题得证. □ 
类似于这一证明思想,可以得出如下性质: 
性质 4. ϕ的δ−1,δ路径稳定细分至少与 Mateus的基于顶点距离的β稳定细分一样好. 
在证明性质 3 的过程中,我们从存在边(v1,v2)推导得出存在路径(v1,v2,v1,v2),这里考虑的是无向图的情况,这

是因为根据文献[20],有向图同构问题可以在多项式时间内归约为无向图同构问题,因此,一般只要考虑无向图
的情况即可. 

3   分  析 

接下来分析该顶点不变函数的计算复杂度.经典的 Floyd算法计算所有顶点之间最短路径的时间复杂度为
O(n3),空间复杂度为 O(n2).所有顶点之间长度为δ的路径的数目可以从图的邻接矩阵 M 的δ次方 Mδ直接得到,
而经典的基于分治策略的 Strassen矩阵乘法的时间复杂度为 O(n281),空间复杂度为 O(n2),因此,计算该函数的时
间复杂度为 O(n3),空间复杂度为 O(n2). 
对于划分ϕ, 
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定义 ,它是当前划分下顶点之间可能的映射数.这样,p(ϕ)越小,所需匹配的映射数就越 !!
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1 ...)( ncccp ×××=ϕ

小,因此,该函数刻画了划分的细分程度.下面考虑图的几种基本结构,以比较以上几种稳定划分的效果. 
例 1:考虑图 2. 
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Fig.2  An example for strong δ stable refinement of ϕ 

图 2  ϕ的强δ稳定细分举例 

一般来说,对顶点进行细分是从一个平凡的划分(即该划分仅包含一个单元)开始的.当取ϕ为平凡划分时,
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所有顶点间可能存在的映射个数为 p(ϕ)=10!=3628800.由于所有顶点的度相等,因此,考虑顶点的邻接顶点的信
息,也不能将顶点进行细分了,因此,ϕ的稳定细分就是ϕ. 
但是,考虑与顶点距离为 2的顶点信息,注意到与顶点 A距离为 2的顶点有 1个(顶点 E),与顶点 C距离为 2

的顶点有 2个(顶点 D,F),与顶点 E距离为 2的顶点有 4个(顶点 A,B,G,H),因此,这 3个顶点是不同的,不难验证
ϕ的强δ(=2)稳定细分ϕ 为 

{A,B,I,J},{C,D,G,H},{E,F}. 
此时, )(ϕp =4!×4!×2!=1152.  □ 

例 2:考虑图 3. 
E

A

B

DC

F

GH  
Fig.3  An example for strong δ path stable refinement of ϕ 

图 3  ϕ的强δ路径稳定细分举例 

仍然取ϕ为平凡划分,p(ϕ)=8!=40320.利用顶点的邻接顶点来进行划分.显然,顶点 A 的度不同于其他顶点,
得到ϕ的稳定细分ϕ 为 

{A},{B,C,D,E,F,G,H}. 
此时, )(ϕp =1!×7!=5040.除了顶点 A 以外的所有顶点,与其距离为 2 的顶点数都是 4.因此,ϕ 也是ϕ的强

δ(=2)稳定细分,同时可以验证,采用Mateus[17]的方法,考虑长度为 2的最短路径上顶点所在单元的编号也不能对
顶点细分了. 
但是,让我们考虑顶点之间长度为 2 的路径的数量,顶点 B 到 4 个顶点(E,F,G,H)有 1 条长为 2 的路径,到 2

个顶点(C,D)有 2条长为 2的路径;而顶点 E到 5个顶点(B,C,D,F,H)有 1条长为 2的路径,到 1个顶点(G)有 3条
长为 2的路径.因此,顶点 B和 E是不同的,事实上,ϕ的强δ(=2)路径稳定细分ϕ 为 

{A},{B,C,D},{E,F,G,H}. 
这也与直观是符合的,因为顶点 A 的左边连接了一个三角形,右边连接了一个四边形,这两边的顶点从同构

关系来考虑是存在区别的,此时, )(ϕp =1!×3!×4!=144.  □ 

从这两个例子可以发现:一般来说,δ不必取很大,即使是考虑δ=2 这种最简单的情况,强δ(=2)路径稳定细分
也能取得较好的结果. 
根据稳定细分的定义,寻找顶点集合的一个划分ϕ的稳定细分ϕ ,是将划分ϕ的某个单元中的顶点,根据顶

点的一些属性进行进一步分类,得到比划分ϕ更细的划分ϕ(1),进一步考虑ϕ(1)中的某个单元中的顶点,又可以得
到ϕ(2),这个过程可以不断递归地进行下去,直到得到不能再细分的划分ϕ 为止,这也是该划分称为“稳定”的原

因.由于顶点集合最细的划分是离散的划分(即划分的每个单元都只包含一个顶点[15]),因此,上述递归过程至多
进行|V|步即可结束.在对单元中的顶点进行分类时,选择何种顶点不变函数是问题的关键:一般的稳定细分考虑
的是直接邻居,δ稳定细分考虑的是距离为δ的顶点,强δ稳定细分考虑的是距离δ之内的所有顶点,这些信息是从
一次邻接矩阵得到的;而考虑顶点之间的路径数是基于高次的邻接矩阵,因此能够获得更多的信息. 
为了比较一次邻接矩阵和高次邻接矩阵的分类效果,我们对一个图进行如下细分:从平凡划分开始,得到稳

定划分,如果稳定划分有多于 1 个顶点的单元,则从中选出一个顶点单独作为一个单元,再次得到稳定划分,…,
重复以上过程 ,直到得到离散划分为止 .测试数据取自采用文献 [21]中提出的方法得到图库
(http://amalfi.dis.unina.it/graph),选择 6正则图(bd06)进行测试,图的顶点数 20~1000共 10种顶点数,每种 100个
图,运行时间的平均值见表 1.在这种情况下,利用二次邻接矩阵分类的运行时间小于一次邻接矩阵,这是因为前
者分类时叠代次数要少.设从划分ϕ得到稳定划分ϕ(r)=ϕ(r+1)时循环次数为 r,叠代次数定义为从平凡划分到离散
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划分过程中各循环次数之和,叠代次数的平均值见表 2(注:运行环境为 P4 2.66GHz CPU,Windows 2000 OS). 

 Table 1  Running time (ms) 
 表 1  运行时间 (ms) 

Number of vertexes
Refine method 20 40 60 80 100 200 400 600 800 1 000 

Adjacent matrix <1 <1 <1 <1 <1 2 5 13 24 36 
Quadric adjacent matrix <1 <1 <1 <1 <1 <1 5 9 16 23 

Table 2  Iterate times 
表 2  叠代次数 

Number of vertexes
Refine method 20 40 60 80 100 200 400 600 800 1 000 

Adjacent matrix 6 15 23 27 36 72 146 218 288 362 
Quadric adjacent matrix 7 9 12 16 20 35 71 105 139 171 

由此考虑是否可以利用邻接矩阵的一些其他信息,比如特征向量和特征值,因为它们刻画了图的全局结构
特征.事实上,在文献[22]中就提出了这样一种方法,该算法甚至不需要回溯.但由于主特征向量得到的顶点顺序
并不能完全确定顶点之间的对应关系,因此并非精确图同构. 
考虑顶点不变函数的定义,顶点 u,v属于自同构划分的同一个单元,是这两个顶点具有相同函数值的充分条

件,如果后者也是前者的充分条件,我们则称这样的顶点不变函数为完备的(complete).由于图同构问题可以转
化为求自同构划分问题,因此,也可以转化为寻找完备的顶点不变函数问题.在例 1中,Miyazaki定义的D2(v)是完
备的 ,因为顶点不能再细分了 ;但在例 2 中 ,该函数就不是完备的 ,而此时 Q2(v)是完备的 .对于一般的
图,Q1,2,…,|V|(v),甚至 Q1,2,…,∞(v)是否为完备的,仍是一个尚未解决的问题. 

4   结  语 

本文中提出了一种在图同构中对顶点进行细分的方法,通过计算与顶点 v之间具有一定长度路径的顶点的
函数来对图的顶点进行细分,以降低在图同构的搜索过程中需要匹配的顶点数量.我们证明了该方法至少优于
已有的一些常用的顶点细分方法,并通过例子说明了一些简单的图的结构,比如三角形和四边形,采用基于顶点
的度和距离不能进行细分,但采用本方法能够进行进一步的细分. 
进一步的工作是寻找完备的顶点不变函数,或者证明不存在这样一个在多项式时间内可计算的函数.我们

猜想,就像树、区间图、极大外平面图、平面图等特殊类型图的同构存在多项式时间算法那样,对于具有一定
特殊结构的图,可能存在这样的函数. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是中国科学院计算技术研究所谭建龙博士表示
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