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Abstract:  The study of coalgebraic methods, as one of the active areas for theoretical computer science in recent 
years, is widely used in concurrence computing model, automat theory, and the foundations of object-oriented 
technology. Through using category theory, this paper investigates the properties of subcoalgebras, especially, the 
properties of subcoalgebras on Set, the category of sets and functions. This paper shows that all the subcoalgebras 
on Set are regular. Furthermore, using the correspondence between the cocongruence corelations and the 
subcoalgebras on Set, a way to construct the co-generated subcoalgebra is given in this paper. 
Key words:  coalgebra; subcoalgebra; corelation; category theory 

摘  要: 共代数方法是近几年来理论计算机科学的研究热点之一,在并行计算模型、自动机及面向对象技术的
理论基础方面有着广泛的应用.以范畴理论为工具讨论子共代数的性质,特别是集合范畴上的子共代数的性质,
证明了集合范畴上的子共代数都是正则子共代数.进一步利用共同余共关系与子共代数之间的对应,给出了集
合范畴上共生成子共代数的一种构造方式. 
关键词: 共代数;子共代数;共关系;范畴理论 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

代数方法已经在抽象数据类型、程序设计语言的形式语义等计算机科学领域有了深入研究与广泛应用,
而共代数方法则是近 10 年来才逐渐引起计算机科学工作者的注意与研究.然而,自 Aczel[1],Rutton[2],Jacob[3]等

人的开创性工作以来,共代数方法在自动机理论、并发程序的语义、面向对象程序的规范等计算机科学领域有
了广泛的应用,而人们对共代数方法的范畴论基础、共代数逻辑等方面的研究也日益深入.我们在文献[4]中对
共代数方法的范畴论基础、共代数逻辑及共代数方法的应用研究等方面进行了综述. 

由于计算机科学中的共代数方法研究只有近 10年的历史,因此,有关共代数方法本身的一些理论基础问题
仍需深入研究.例如,互模拟(bisimulation)这一概念最初在进程代数中提出,在共代数方法中得到了进一步的抽
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象与推广,已成为共代数方法的核心概念之一,但目前许多结果都是针对集合范畴而言的[2,5,6],如何将其很好地
推广到一般范畴仍是一个值得探讨的理论问题[7−10]. 

子共代数与互模拟、积共代数之间存在着十分密切的关系[6,11,12],有关子共代数的并、交、生成子共代数
及共生成子共代数等性质是许多学者所关注的问题[13,14].对这些问题的深入研究有助于共代数方法在计算机
学科的各个领域更好地应用. 

在对共代数方法的研究中我们发现:基于关系(relation)理论的互模拟在共代数理论中应用广泛,但共关系
(corelation)理论仍未引起人们的太多注意.目前,也有一些学者开始重视对共关系理论的研究,如 Kurz等人试图
使用基于共关系的共同余描述共代数之间的行为等价[7];Wolter 研究了共关系的一些基本性质[15],并指出它在
共等式(coequation)规范研究中有十分重要的作用.但从总体上说,共关系理论及其在共代数方法中的应用研究
仍处于起步阶段. 

在 Kurz,Wolter等人工作的基础上,我们对共关系的基本性质作了进一步的研究,并探讨了共代数上共关系
的一些基本性质.本文目标是在 Gumm[5,13],Hughes[8]等人工作的基础上,利用共同余(cocongruence)共关系与子
共代数之间的对应,给出集合范畴的共生成子共代数的一种构造方法. 

本文需要一些范畴理论的基础知识,特别是有关单射(monomorphism)与满射(epimorphism)、极限(limit)与
共极限(colimit),以及伴随函子(adjoint functor)的知识,有关内容可参考标准的范畴论文献(如文献[16,17]等). 

1   基础知识 

1.1   共代数与同态 

目前已有不少介绍共代数理论的文献,其中以文献[2]最为有名,文献[5,18,19]也是了解共代数方法极好的
参考文献 .给定自函子Ω:C→C,Ω-共代数是二元组 (X,ξ),其中 ,X 是范畴 C 的对象 ,称为该共代数的载体
(carrier),ξ:X→ΩX 是范畴 C的射,称为该共代数的结构(structure)射或变迁(transition)射.共代数(X,ξ)和(Y,ζ)之间
的同态 f:(X,ξ)→(Y,ζ)是范畴 C的射 f:X→Y且满足Ωf°ξ=ζ°f.所有Ω-共代数构成一个范畴,记为 CΩ. 

共代数范畴 CΩ的忘却函子(forgetful functor)U:CΩ→C将共代数(X,ξ)映射为 X,将同态 f:(X,ξ)→(Y,ζ)映射为
f:X→Y.U 是忠实函子(faithful functor),从而反射单射和满射,即若同态 f 是 C 的单射(满射),则 f 也是 CΩ的单射 
(满射). 

忘却函子 U最重要的性质是创建范畴 C的共极限,即若 C有某种共极限,则 CΩ也有该种共极限,且与 C有
相同的构造方式.例如,共积是共极限的一种,因此若范畴 C 有共积,即任意两个对象 X 和 Y 有共积(X+Y,κX: 
X→X+Y,κY:Y→X+Y),则对任意共代数(X,ξ)和(Y,ζ),存在唯一的结构射χ:(X+Y)→Ω(X+Y)使得κX,κY 都是同态,从而
CΩ也有共积. 

1.2   共代数范畴的分解系统 

设 E 和 M 都是范畴 C 的一组射构成的类(class,区别于集合).若(E,M)满足:(i) 
范畴 C 的所有同构射同时属于 E 和 M;(ii) E 和 M 都对射的复合封闭;(iii) 范畴 C
的任意射都有(E,M)-分解,即对任意射 f:X→Y,存在 e∈E,m∈M,使得 f=m°e;(iv) ∀e∈ 
E,∀m∈M,e正交于(orthogonal to)m,记为 e⊥m,即对范畴 C的任意射 f,g,若 m°f=g°e,
则存在唯一的射 w,使得 w°e=f且 m°w=g(见左图),则称范畴 C是(E,M)范畴.这时,射
f的分解 f=m°e在同构的意义下唯一,即若还存在m′∈M,e′∈E,使得 f=m′°e′,则存在同
构射 w,使得 e′=w°e且 m′°w=m. 
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e 
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D 

gf 

B 

对于集合范畴 Set,所有满函数构成的类 Epi 和所有单函数构成的类 Mono 满足上述性质.因此,Set 是(Epi, 
Mono)范畴.对于一般范畴 C,既是满射又是单射的射不一定是同构射,因此一般不是(Epi,Mono)范畴. 

对于共代数范畴同态的分解,Hughes引入了所谓殆共正则范畴(almost co-regular category)的概念[8].说范畴
C是殆共正则范畴,若它有共核及(Epi,RegMono)分解,这里,RegMono是 C的所有正则单射构成的类.Hughes证
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明了如下定理(实际上,Hughes是针对代数范畴证明相应的对偶性质,即文献[8]的定理 1.2.13). 

定理 1.1. 给定范畴 C是殆共正则范畴且自函子Ω:C→C保持正则单射,则 CΩ也有(Epi,RegMono)分解,且为
忘却函子 U:CΩ→C反射和保持,即对任意同态 f:(X,ξ)→(Y,ζ),设 f:X→Y在 C分解是 f=m°e:X→X′→Y,则存在唯一

的结构射χ:X′→ΩX′,使得 m是正则单同态 m:(X,ξ)→(X′,χ),而 e是满同态 e:(X′,χ)→(Y,ζ).进一步地,U保持和反射
满射与正则单射,即同态 f是 CΩ的满射(正则单射),当且仅当它是 C的满射(正则单射). 

集合范畴 Set有共核,且它的任意单射都是正则单射,所以 Set是殆共正则范畴.另一方面,集合范畴的任意自
函子Ω:Set→Set 都保持定义域非空的单射(因为存在左逆),而对任意共代数(X,ξ),空函数∅:∅→X 总是正则单同
态 ,因为总有空共代数 (∅,∅:∅→Ω∅),而且空同态∅:(∅,∅)→(X,ξ)是同态κX,κ′X:(X,ξ)→(X+X,χ)的均等射 ,这
里,κX,κ′X是共积的注入函数.于是有如下推论: 

推论 1.2. 对集合范畴的任意自函子Ω:Set→Set,共代数范畴 SetΩ有(Epi,RegMono)分解,且为忘却函子 U: 
CΩ→C反射和保持,即对任意同态 f:(X,ξ)→(Y,ζ),像集 f(X)上存在唯一的结构射χ:f(X)→Ω(f(X)),使得 m为正则单
同态,e为满同态.这里,m,e是函数 f:X→Y在 Set的分解 f=m°e:X→f(X)→Y.进一步地,U反射和保持满射与正则单
射,即同态 f是满同态,当且仅当 f是满函数;而同态 f是正则单同态,当且仅当 f是单函数. 

注意:当 f 是范畴 SetΩ的单同态时,f 不一定是单函数,因为忘却函子并不保持单射.根据著名的函子(−)2
3,容

易构造反例说明单同态不一定是单函数.可以参考文献[6]中第 2.4 节对函子(−)2
3 的讨论构造这种反例.值得一

提的是,由此可推知,文献[5]的定理 3.48 说范畴 SetΩ存在(同构意义下)唯一的(Epi,Mono)分解是错误的.实际上,
一个同态既是满同态又是单同态时,不一定是同构. 

1.3   共关系 

对于范畴 C,对象 X和 Y之间的共关系是三元组 R=(R,rX:X→R,rY:Y→R),其中 R是 C的对象,且 rX ,rY是范畴

C的联合满射(jointly epi),即对任意射 f,g:R→Z,若 f°rX=g°rX且 f°rY=g°rY,则 f=g. 

对于任意对象 X,显然∆X=(X,idX,idX)是 X 上(即 X 与 X 之间)的共关系,称为恒等共关系.对于任意两个对象
X,Y,(X+Y,κX,κY)是 X与 Y之间的共关系.更一般地,当范畴 C有共积时,(R,rX,rY)是 X与 Y之间的共关系,当且仅当
[rX,rY]:X+Y→R是满射. 

由于集合范畴有共积,所以集合 X 和 Y 之间的共关系(R,rX,rY)等价于以共积 X+Y={〈0,x〉|x∈X}∪{〈1,y〉| 
y∈Y}为共域的满射 e=[rX,rY]:X+Y→R,从而也等价于 X+Y 上的一个划分.例如,集合 X 上的恒等共关系∆X相当于

划分{{〈0,x〉,〈1,x〉}|x∈X},因此,恒等共关系实际上与恒等关系∆X={〈x,x〉|x∈X}等价. 
我们将 X 与 Y 之间的所有共关系记为 Corel(X,Y).共关系之间可定义序:给定范畴 C 及对象 X 和 Y,设

R=(R,rX,rY)和 T=(T,tX,tY)都是 X 和 Y 之间的共关系,定义 R≤T,当且仅当存在射 w:R→T,使得 tX=w°rX且 tY=w°rY.

显然,这里的 e 唯一且是满射.任意一族共关系(即一组共关系构成的集合)的上确界可由广义外推给出.因此,当
Corel(X,Y)本身是集合时,它就是完备偏序集,其中最小元正是共关系(X+Y,κX,κY). 

对偶于自反、对称、传递关系,也可定义共自反、共对称、共传递共关系[15],并进一步得到共等价共关系
的概念.特别地,对于集合范畴,我们证明了: 

引理 1.3. 集合 X上的共关系 R=(R,r,r′)是共等价共关系⇔R≤∆X⇔(R,r,r′)是 r,r′的均等射的共核. 
进一步地,对于集合范畴,由于任意单函数都是正则单射,且是该单函数的共核的均等射,因此可建立共等

价共关系与正则子对象之间的一一对应:X 上的所有共等价共关系 CoeqCorel(X)与 X 的所有子对象 Sub(X)是
同构的完全偏序集. 

2   子共代数与共同余共关系 

给定自函子Ω:C→C,共代数(X,ξ)的子共代数定义为(X,ξ)的子对象 m:(Y,ζ)→(X,ξ),且 m:Y→X也是范畴 C的
单射,即子共代数是由忘却函子所保持的单同态.当然,读者不妨将(Y,ζ)看作(X,ξ)的子共代数.类似地,(X,ξ)的正
则子共代数是为忘却函子所保持的正则单同态.我们将(X,ξ)的所有子共代数记为 SubCoalg(X,ξ),所有正则子共
代数记为 RegSubCoalg(X,ξ). 
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对于集合范畴上的自函子Ω:Set→Set,共代数(X,ξ)的子共代数是 m:(Y,ζ)→(X,ξ),m:Y→X 是单函数.前面推论

2.2 表明,忘却函子将单函数反射为正则单射,从而 m 作为同态是正则单同态.因此,m:(Y,ζ)→(X,ξ)就是(X,ξ)的正
则子共代数,即有如下定理: 

定理 2.1. 给定自函子Ω:Set→Set,共代数(X,ξ)的任意子共代数 m:(Y,ζ)→(X,ξ)都是正则子共代数. 
定理虽简单,但它使得通过共同余共关系考虑共生成子共代数成为可能.而且,这也使得 Gumm[5,6],Rutten[2]

关于集合范畴子共代数的一些结果可以推广到一般范畴,正如 Hughes的博士论文[8]所做的工作.Hughes的博士
论文[8]研究了一般范畴上正则子共代数的性质,但没有将它与集合范畴的子共代数性质联系起来. 

给定自函子Ω:C→C,共代数(X,ξ)和(Y,ζ)之间的共关系((R,ρ),rX,rY)称为准共同余共关系(precocongruence 
corelation).若(R,rX,rY)在范畴 C也是对象 X与 Y之间的共关系,即准共同余共关系是忘却函子保持的共关系. 

引理 2.2. 给定自函子Ω:C→C 且范畴 C 有共积.X 与 Y 之间的共关系(R,rX,rY)可成为(X,ξ)和(Y,ζ)之间的准
共同余共关系当且仅当存在(唯一的)结构射ρ:R→ΩR,使得 rX,rY都成为同态. 

证明:因为范畴有共积时,(R,rX,rY)是共关系,当且仅当[rX,rY]是满射,而忘却函子又保持和反射满射. □ 
进一步地,(X,ξ)上的共关系((R,ρ),r,r′)被称为共同余共关系(cocongruence corelation),如果(R,r,r′)在范畴 C

是对象 X上的共等价共关系.显然,恒等共关系((X,ξ),id,id)是(X,ξ)上的共同余共关系. 
最重要的是我们可以证明,对于集合范畴的任意自函子Ω:Set→Set,若((R,ρ),r,r′)是(X,ξ)上的共同余共关系,

则在范畴 SetΩ,同态 r,r′存在均等射.首先可以证明如下引理: 
引理 2.3. 给定自函子Ω:Set→Set,若函数 p,q:X→Y是它的均等射(Q,m)的共核,且 Q≠∅,则(ΩQ,Ωm)是Ωp,Ωq

的均等射. 
证明:因为 m 是单函数且 Q 非空,因此存在左逆 e°m=idQ,从而 m°e°m=m,根据共核的性质,存在射 u:P→X,

使得 u°p=m°e且 u°q=id,见下 左边: 

 m

w
f

ΩY 
ΩmΩQ X

Ωq 

Ωp 
XQ 

q Y

p 

m°e

id 

u

X 

 
 
 
 
 
 
于是对任意射 f:D→X,若Ωp°f=Ωq°f,则可令

Ωm°w=
若还存在 w′使得Ωm°w′=f,则 w′=Ωe°Ω

定理 2.4. 给定自函子Ω:Set→Set,若((R
射((P,ς),m),且 r,r′是 m的共核. 

证明:设 r,r′在集合范畴 Set的均等射是
若 P=∅,则显然存在空函数使得(P,∅)是共代
等射是空函数时,意味着不存在任何函数 f

在任何同态使得该等式成立.因此,空同态也
若 P≠∅,则根据上面的引理,(ΩQ,Ωm)是
由 r,r′都是同态有 

Ωr°ξ°m=ρ°r°m=ρ°r′°m
从而根据均等射的性质,存在ς:P→ΩP,使得

对任意同态 f:(Y,ζ)→(X,ξ),若 r°f=r′°f,则
f=m°k,由 f 是同态且 m 是单射,不难证明 k

 

m

图

X 

w=Ωe°f,从而有 

D

Ωm°Ωe°f=Ωu°Ωp°f=Ωu°Ωq°f=f. 
m°w′=Ωe°f=w.因此,(ΩQ,Ωm)确实是Ωp,Ωq的均等射. □ 

,ρ),r,r′)是(X,ξ)上的共同余共关系,则在范畴 SetΩ,同态 r,r′存在均等

(P,m),我们证明存在结构射ς:P→ΩP使得 m是同态,且是 r,r′均等射.
数,而m(这时也是空函数)是同态,且是 r,r′的均等射,因为当 r,r′的均

,使得 r°f=r′°f,当然也就不存

是同态 r,r′的均等射. 
P

ξ ς 
r′ 

R 
r X m

ΩX 
Ωm

ΩP

Ω r,Ω r′的均等射,见右图. ρ 

Ωr′ 

Ωr =Ωr′°ξ°m. ΩR 
ξ°m=Ωm°ς,即 m是同态. 

因为作为函数 m是 r,r′的均等射,因此存在唯一的函数 k:Y→P,使得
是同态,从而在范畴 SetΩ,同态 m 也是 r,r′的均等射.进一步地,由于在
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范畴 Set中(R,r,r′)是 m的共核且忘却函子创建共极限,从而在范畴 SetΩ,r,r′也是 m的共核. □ 

根据上面定理 2.1,对于集合范畴上的自函子,(X,ξ)的子共代数 m:(Y,ζ)→(X,ξ)都是正则子共代数,从而 m 都
是它的共核 ((R,ρ),r,r′)的均等射 .这样 ,(X,ξ)的所有子共代数 SubCoalg(X,ξ)与 (X,ξ)上的所有共同余共关系
Cocong(X,ξ)建立了一一对应,且此对应使得这两个完全偏序集同构. 

定理 2.5. 给定集合范畴上的自函子Ω,(X,ξ)的所有子共代数 SubCoalg(X,ξ)与(X,ξ)上的所有共同余共关系
Cocong(X,ξ)是两个同构的完全偏序集. 

证明:求子共代数的共核和求共同余共关系的均等射建立了 SubCoalg(X,ξ)和 Cocong(X,ξ)之间的双射,且
这两个操作分别保持子共代数和共同余共关系的序,而保序的双射是格之间的同构. □ 

3   共生成子共代数的构造 

利用上面所给出的子共代数与共同余共关系之间的同构,可以给出共生成子共代数的构造.首先,我们给出
共生成子共代数的定义: 

定义 3.1. 给定自函子Ω:C→C和共代数(X,ξ),X的子对象 m:Y→X的共生成(cogenerate)子共代数[m]是(X,ξ)
被该子对象包含的最大子共代数,即它满足:(1) [m]是(X,ξ)的子共代数,且 m 和[m]作为 X 的子对象有[m]≤m;(2) 
对(X,ξ)的任意子共代数 n:(Z,χ)→(X,ξ),若在范畴 C有 n≤m,则在范畴 CΩ也有 n≤[m]. 

对集合范畴的自函子Ω:Set→Set 上的共代数(X,ξ),由于集合 X 的子对象 m:Y→X 可认为是 X 的子集 m(Y),
所以共生成子共代数是被 X的子集 Y⊆X包含的最大子共代数.Rutten等人证明:对于共代数(X,ξ)和(Y,ζ),X∪Y存
在结构射χ:(X∪Y)→Ω(X∪Y)使得包含函数 m:X→X∪Y 和 n:Y→X∪Y 是同态,从而在 SubCoalg(X,ξ)中,(X∪Y,χ)是
(X,ξ)和(Y,ζ)的上确界.进一步地,此结论可以推广到任意一族共代数的并,即 SubCoalg(X,ξ)的上确界∨可由集合

并给出,这意味着,对任意共代数(X,ξ),X的子集 Y总是存在共生成子共代数∨{(Yi,ζi)|Yi⊆Y}. 
但这并没有给出共生成子共代数的构造方式.为利用子共代数与共同余共关系之间的同构给出共生成子

共代数的具体构造方式,这里再给出共生成准共同余共关系的定义. 
定义 3.2. 给定自函子Ω:C→C及共代数(X,ξ)和(Y,ζ).对象 X和 Y之间的共关系 R=(R,rX,rY)的共生成准共同

余共关系,记为[R]=([R],[rX],[rY]),是(X,ξ)和(Y,ζ)之间被该关系包含的最大准共同余共关系,即:(1) ([R],[rX],[rY])
是(X,ξ)和(Y,ζ)之间准共同余共关系,且作为范畴 C的共关系有[R]≤R;(2) 对(X,ξ)和(Y,ζ)之间任意准共同余共关
系 T=((T,χ),tX,tY),若在范畴 C有 T≤R,则在范畴 CΩ也有 T≤[R]. 

在一定条件下,我们可以给出共生成准共同余共关系的构造: 
定理 3.1. 给定范畴 C 是有共积的殆共正则范畴且函子Ω:C→C 保持正则单射.若忘却函子 U:CΩ→C 有右

伴函子 H:C→CΩ,则对任意共代数(X,ξ)和(Y,ζ),X和 Y之间的共关系 R=(R,rX,rY)有共生成准共同余共关系. 
证明:设伴随函子(U┤H)的单位变换(unit)是η:Id⇒HU.对于(X,ξ)和(Y,ζ)

的共积 (X+Y,χ)有同态ηχ:(X+Y,χ)→H(X+Y).对于共关系 (R,rX,rY),我们有满射
r=[rX,rY]:X+Y→R,且 Hr:H(X+Y)→HR也是同态. 

ηχ 
H(X+Y)X+Y 

Hr e 
根据定理 1.1,这时 ,范畴 CΩ有 (Epi,RegMono)分解 ,所以可考虑同态

Hr°ηχ:(X+Y,χ)→H(X+Y)→HR的分解 m°e:(X+Y)→[R]→HR,见左图. 
m 

HR [R] 

我们证明[R]=([R],e°κX,e°κY)就是(R,rX,rY)的共生成准共同余共关系. 

H(X+Y) Hr 
HR 

εR εXY 

ηχ 

首先证明[R]≤R.设伴随函子(U┤H)的共单位变换(counit)是ε:UH⇒IdC,特别地,对于 X+Y 有εXY:H(X+Y)→ 
(X+Y),根据伴随函子的性质,对共代数(X+Y,χ)有εXY°ηχ=id.见下图: 
 X+Y H(X+Y) 
 

Hr r

X+Y 

 
 
 

 

r 

R R 
εR 
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于是,εR°m°e=εR°Hr°ηχ=r°εXY°ηχ=r,这就表明[R]≤R. 
对(X,ξ)和(Y,ζ)之间的任意准共同余共关系 T=((T,τ),tX,tY),有满射 t=[tX,tY],若 T≤R,即存在射 w:T→R使得 r= 

w°t,见下图: 

HT 

X+Y t 

Ht
H(X+Y) 

T 

ητ

HR 

Hw°ητ 

Hw 

 t X+Y T 
 

Hw°ητ  ηχue 

 

m
[R] HR  

 
于是,Hw°ητ°t=Hw°Ht°ηχ=Hr°ηχ=m°e,从而由 t是满射,m是正则单射有 t⊥m,即存在射 u:T→[R],使得 e=u°t,

即 T≤[R].综上表明:([R],e°κX e°κY)就是(R,rX,rY)的共生成准共同余共关系. □ 
具体到集合范畴,上述定理意味着:当自函子Ω:Set→Set使得忘却函子 U:SetΩ→Set存在右伴函子时,给定共

代数(X,ξ),可给出 X上的共关系(R,r,r′)的共生成准共同余共关系的构造.进一步地,对于 X上的共等价共关系 R,
由于[R]≤R≤∆X,因此[R]也是共等价共关系,从而是(X,ξ)上的共同余共关系.也就是说,我们有: 

引理 3.2. 给定自函子Ω:Set→Set 及其共代数(X,ξ),X 上的共等价共关系的共生成准共同余共关系是(X,ξ)
上的共同余共关系. 

利用这一点,对于 X的子对象 m:Y→X,我们可以考虑 m的共核 R=(R,r,r′),它是 X上的共等价共关系.R的共
生成准共同余共关系[R]=(([R],ρ),[r],[r′])是(X,ξ)上的共同余共关系.而在范畴 SetΩ,同态[r],[r′]存在均等射[m]: 
([P],ς)→(X,ξ),我们证明这就是 m的共生成子共代数. 

定理 3.3. 给定自函子Ω:Set→Set及共代数(X,ξ).设 X的子对象 m:Y→X的共核是 R=(R,r,r′),而 R的共生成
共同余共关系是[R]=(([R],ρ),[r],[r′]),则同态[r],[r′]的均等射[m]:([P],ς)→(X,ξ)是 m的共生成子共代数. 

证明:根据定理 2.4,这时,同态[r],[r′]也是[m]共核,而 X上的共等价共关系与 X的子对象一一对应,因此,[R]≤ 
R意味着也有[m]≤m. 

对(X,ξ)的任意子共代数 n:(Z,ζ)→(X,ξ),设 n≤m.考虑同态 n的共核 T=((T,χ),t,t′),则 n也是同态 t,t′的均等射.
同样,由于共等价共关系与子对象(均等射)一一对应,因此,n≤m 意味着作为共等价共关系有 T≤R,从而根据共生
成共同余共关系的性质,有 T≤[R].再利用子共代数与共同余共关系之间的一一对应,就有 n≤[m],这就表明[m]是
m的共生成子共代数. □ 

结合上面两个定理,当自函子Ω:Set→Set 使得共代数范畴的忘却函子存在右伴函子时,我们就得到了共生
成子共代数的一种具体构造方式. 

4   结束语 

共代数方法是理论计算机科学近 10 年新兴起的研究领域之一,它本身的一些基础问题还需要进一步探索
和研究.本文以范畴论为工具,从共关系理论的角度,利用共同余共关系与子共代数之间的对应,给出了集合范
畴的共生成子共代数的一种构造方式.由于共生成子共代数与共代数范畴的结构、积共代数以及互模拟之间有
紧密的联系[8,11],这里所给出的构造方式可用于对积共代数、互模拟的性质作进一步的研究. 

对共关系理论的研究也有助于研究共代数以及基于状态的系统的性质描述.由于对象是一种基于状态的
系统,因此,这种研究对于将共代数用于研究面向对象技术的理论基础有十分重要的作用.实际上,研究共代数
的共等式规范描述[15],从而描述与验证软件系统的性质,是共代数方法在计算机科学中的重要应用之一. 
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