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Abstract: Regularity is an important algebraic property of parametric curve and surface, which depends on the 
parameterization of parametric curve and surface. In computer-aided manufacturing, the processed parametric curve 
and surface should be regular, so the parametric curve and surface generated by computer-aided design should be 
regular first. However, the computation of determining the regularity of parametric curve and surface by solving 
equation or system of equations induced by the definition of regularity is considerably complex, and is actually 
infeasible. In this paper, by transforming the parametric representations of derivative vector curve (of Bézier curve) 
and normal vector surface (of Bézier surface) to their implicit representations, a simple and practical sufficient 
condition for determining the regularity of Bézier curve and surface is presented. 
Key words: Bézier curve and surface; regularity; determining condition; implicitization 

摘  要: 正则性是参数曲线曲面的重要代数性质,是由参数曲线曲面的参数化决定的.在计算机辅助制造过程中,
要求所处理的参数曲线曲面是正则的,前提是计算机辅助设计得到的参数曲线曲面是正则曲线曲面.然而,直接按照
正则参数曲线曲面的定义,采用解方程或方程组的方法来判断曲线曲面是否正则,其计算相当复杂,实际上也是行不
通的.通过将 Bézier 曲线曲面的导矢曲线(法矢曲面)的参数表示转换为隐式表示,得到了一个判断 Bézier 曲线曲面
正则性的简单而实用的充分条件. 
关键词: Bézier曲线曲面;正则性;判别条件;隐式化 
中图法分类号: TP393   文献标识码: A 

在计算机辅助几何设计中,参数曲线曲面的正则性是一个重要性质.众所周知,一个参数曲线是正则的,如
果这条曲线的每一点处的切向量都不为 0;一个参数曲面是正则曲面,如果这个参数曲面每一点的法向量都不
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为 0.参数曲线曲面的正则性是它们的代数性质,由这个曲线曲面的参数化来决定[1]. 
在计算机辅助制造过程中,往往要求被处理的参数曲线曲面是正则曲线曲面.否则,如果曲线曲面上存在非

正则点,对这些点的处理将非常复杂,有时甚至导致处理过程失败.例如,在数控加工过程中,如果被加工的参数
曲面上存在非正则点,那么,在这一点将失去加工方向,使加工过程无法进行.因而,由计算机辅助设计得到的参
数曲面必须是正则曲面.又如,给定一系列点(有序或无序),要求得到插值或者逼近这些点的正则的 Bézier 曲线
曲面;再如,在对 Bézier曲面的裁剪操作中,常常在曲面的定义域上得到一个有 4条边界线的区域,为了将这个区
域重新参数化成一个矩形域,必须计算一张插值这 4条边界线的正则曲面.所有这些,都需要一个判断 Bézier曲
线曲面是否正则的条件. 
另一方面,判断参数曲线曲面的正则性,也是评价参数曲线曲面参数化质量的一个基本问题.曲面的一个好

的参数化,首先必须是正则的,并且,参数曲线网的分布尽可能均匀. 
给定一张 Bézier 曲面 S:r(u,v),在曲面 上每一点处的法向量为 N=rS u×rv,正如前面指出的,如果在曲面 上

每一点, 都不是零向量,那么曲面 是正则曲面.但是,考察 Bézier 曲面 的法向量是否为 0,要涉及到求解两
元非线性方程组,这是一个困难的问题,尤其当方程组的次数较高时

S
N S S

[2],通常用数值方法求解.然而,用数值方法
得不到方程组的精确解,也就无法判断曲面是否正则.因而,用解方程组的方法判断曲面的正则性是不可行的.
类似地,用解非线性方程的方法判断 Bézier曲线的正则性也是行不通的. 
到目前为止,研究 Bézier曲线曲面正则性判别方法的文献比较少见.就我们所知,Farin曾经研究过在 Bézier

曲面的角点处的法向量的情况[3].在本文中,我们给出了一个切实可行的判断 Bézier 曲线曲面正则性的充分条
件.具体来说,对于给定的 Bézier 曲线曲面,首先求出它们的导矢曲线或法矢曲面,然后,将相应的导矢曲线或法
矢曲面转化为隐式曲线曲面.通过曲线曲面的隐式表示,可以很容易地判断原点是否位于相应的导矢曲线或法
矢曲面上.如果相应的导矢曲线段或法矢曲面片经过原点,那么,给定的 Bézier 曲线曲面上存在非正则点;否则,
它们就是正则的.这样,判断 Bézier 曲线曲面的正则性问题,就转化为判断相应的隐式表示的导矢曲线段或法矢
曲面片上是否存在原点的问题,这个问题是容易解决的. 
本文第 1节给出平面和空间 Bézier曲线是正则曲线的充分条件.第 2节对 Bézier曲面的正则性进行讨论.

最后一节总结全文. 

1   Bézier曲线正则性的判别条件 

首先介绍判断平面 Bézier曲线正则性的一个充分条件,然后,给出判断空间 Bézier曲线正则性的充分条件. 

1.1   平面Bézier曲线正则性的判别条件 

给定一条平面 Bézier曲线: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,n nn
i i i i ii it x t y t B t x y B t

= =
= = =∑ ∑P P  n ,t∈[0,1] (1) 

其中, ( ) ( ){ }1 0,1, ..., n in i i
i nB t C t t i n−= − = 为 Bernstein基.它的导矢曲线为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
1 1 10 0

d , d
n nn

i i i i i i i ii it B t x x yt
− −−

+ + += =
= = − = − −∑ ∑PR P P 1ny B t−

( )

,t∈[0,1] (2) 

把式(2)改写为 

 ( ) ( )
( )

1 1
10
1 1
0

n n
i i ii
n n

ii

B t
t

B t

− −
+=
− −
=

−
= ∑

∑
P P

R  (3) 

为了得到导矢曲线(3)的隐式方程 ,需要将式(3)中的 Bernstein 基转换为幂基 ,为此 ,作变换 1 tu
t
−

= ,则

u
t

+
=

1
1 ,0≤u<+∞.于是[4], 

  



 518 Journal of Software 软件学报 Vol.17, No.3, March 2006   

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ )
1 1

1 10
1 1

10

1 , , 0,
1

n i n i
i i ni
n i n i

ni

C u
t x u

u C u

− − −
+ −=
− − −

−=

−  y u u= = = + 
∑

∑
P P

R R ∈ +∞  (4) 

由上式可以得到 

 
( )
( )

[ )
1 1

1 10
1 1

1 10

0,
 0,

0

n i n i
i i ni

n i n i
i i ni

x x x C u
u

y y y C u .

− − −
+ −=

− − −
+ −=

 − − = ∈ + ∞
− − =

∑
∑

 (5) 

它的 Sylvester结式(Sylvester’s resultant),也就是说,导矢曲线(2)的隐式方程为[5] 

  (6) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

...

0

...
...

n n

n n

n

n n

n n

n

a x a x a x a x
a x a x ... a x a x

... ... ...
a x a x ... a x

F x,y det A det
b y b y ... b y b y

b y b y ... b y b y
... ...

b y b y b y

− −

− −

−

− −

− −

−

  
  
  
  
  
  = =   
  
  
  
  
    

=

其中, ( ),F x y 是 ( ) ( )2 1 2 1n n− × − 阶行列式,
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

, 0,1, ..., 1
i

i n i i

i
i n i i

a x C x x x
i n

b y C y y y
− +

− +

 = − − .= −
= − −

 

显然,只要导矢曲线(2)不经过原点,也就是说, ( )0,0 0F ≠ ,那么平面 Bézier 曲线(1)上没有导矢为 0 的点,它

就是一条正则曲线.由此,我们得到定理 1. 
定理 1. 如果行列式 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0,0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

n n

n n

n

n n

n n

n

a a ... a a
a a x ... a a

... ... ...
a a ... a

F det
b b ... b b

b b ... b b
... ... ...

b b ... b

− −

− −

−

− −

− −

−

  
  
  
  
  
  = ≠  
  
  
  
  
    

 (7) 

那么,平面 Bézier曲线(1)为正则曲线. 
实际上, ( )0,0 0F ≠ 的充要条件是 ( )0 10a x 0x= − 与 ( )0 10b y 0y= − 不同时为 0,且两个多项式 

 ( ) ( ) ( )0 1 1 2 1
1 1 0 1 2 1 1 1 0n n n

n n n nC x x t C x x t ... C x x− − −
− − − n−− + − + + − =  (8) 

 ( ) ( ) ( )0 1 1 2 1
1 1 0 1 2 1 1 1 0n n n

n n n nC y y t C y y t ... C y y− − −
− − − n−− + − + + − =  (9) 

在复数域上没有公共根. 

1.2   空间Bézier曲线正则性的判别条件 

给定一条空间 Bézier曲线 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , n nn
i i i i i ii it x t y t z t B t x y z B t

= =
= = =∑ ∑P P n ,t∈[0,1] (10) 

其中, ( ) ( ){ }1 0, 1, ..., n in i i
i nB t C t t i n−= − = 为 Bernstein基.它的导矢曲线为 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
1 1 1 10 0

d , , d
n nn n

i i i i i i i i i ii i
t B t x x y y zt

− −− −
+ + + += =

= = − = − − −∑ ∑PR P P ( )z B t ,t∈[0,1] (11) 

与第 1.1节的方法类似,通过变换 1 , 0
1

t u
u

= ≤ < +∞
+

,可以得到 
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=

=

=

  (12) 

( )
( )
( )

[ )

1 1
1 10

1 1
1 10

1 1
1 10

0,

0,  0, .

0

n i n i
i i ni

n i n i
i i ni

n i n i
i i ni

x x x C u

y y y C u u

z z z C u

− − −
+ −=

− − −
+ −=

− − −
+ −=

 − − =

 − − = ∈ + ∞


− − =

∑
∑
∑

记 

  (13) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

, 0

n n

n n

n

n n

n n

n

a x a x ... a x a x
a x a x ... a x a x

... ... ...
a x a x ... a x

F x y det A det
b y b y ... b y b y

b y b y ... b y b y
... ... ...

b y b y ... b y

− −

− −

−

− −

− −

−

  
  
  
  
  
  = =   
  
  
  
  
    

  (14) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

, 0

n n

n n

n

n n

n n

n

a x a x ... a x a x
a x a x ... a x a x

... ... ...
a x a x ... a x

G x z det B det
c z c z ... c z c z

c z c z ... c z c z
... ... ...

c z c z ... c z

− −

− −

−

− −

− −

−

  
  
  
  
  
  = =   
  
  
  
  
    

  (15) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 1

, 0

n n

n n

n

n n

n n

n

b y b y ... b y b y
b y b y ... b y b y

... ... ...
b y b y ... b y

H y z det C det
c z c z ... c z c z

c z c z ... c z c z
... ... ...

c z c z ... c z

− −

− −

−

− −

− −

−

  
  
  
  
  
  = =   
  
  
  
  
    

其中,A,B和 C均为 ( ) ( )2 1 2 1n n− × − 矩阵,且

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, 0, 1, ..., 1

i
i n i i

i
i n i i

i
i n i i

a x C x x x

b y C y y y i n .

c z C z z z

− +

− +

− +

 = − −
 = − − =


= − −

− ( ),F x y 是式(12)中第 1与

第 2 个方程的结式,表示轴平行于 轴的柱面, 是第 1 与第 3 个方程的结式,表示轴平行于 轴的柱

面,

z ( ),G x z y

( ),H y z 是第 2 与第 3 个方程的结式,表示轴平行于 x 轴的柱面.于是,空间 Bézier 曲线(10)的导矢曲线(11)可

以看作柱面 ( ),F x y 与 ( ),G x z 的交线,或者柱面 ( ),F x y 与 ( ),H y z 的交线,或者柱面 ( ),zG x 与 ( ),H y z 的交线.因

此,只要 ( )0,0F , ( )0,0G 和 ( )0,0H 这 3 个式子中有一个不为 0,导矢曲线(11)就不会经过原点,从而,空间 Bézier

曲线(10)是一条正则曲线.这样,我们得到定理 2. 
定理 2. 只要 ( )0,0F , ( )0,0G 和 ( )0,0H 这 3个式子中有一个不为 0,空间Bézier曲线(10)就是一条正则曲线. 

1.3    计算实例 

两个 次多项式n ( ) 0
n n i

iia t a t −
=

= ∑ 和 ( ) 0
n n i

iib t b t −
=

= ∑ 的结式有多种表示方法[6],其中,Sylvester 结式的元素

结构简单,但是阶数比较高,为 2 2n n× 阶;Bézout 结式的元素结构比较复杂,但是阶数低,为 阶.因此,当多项n n×
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式的次数较高时,采用 Bézout结式计算量比较小.对于上述两个 次多项式,它们的 Bézout结式的矩阵为n

bS(











...
2

1

na

a
a











...
2

1

nb

b
b

1
0

0
.

 
 
 
 
 
 

[7] 

)0,0

0
1
0
2

 
 
 
 
 

− 

2
1




0,0,0

det

1
0

 
 
 

2
1 0




  (16) EaSEbSaSbaBez )ˆ())ˆ()(),( −=

其中 











=





















= −

−−

0...0
.........
0...

...

)ˆ(,

0...0
............
0...

...

)(

2

0

2

021 n

n

nn aa

aS

a

a
aaa

aS , 











=





















= −

−−

0...0
.........
0...

...

)ˆ(,

0...0
............
0...

...

)(

2

0

2

021 n

n

nn bb

bS

b

b
bbb

bS , 

E为反序单位矩阵, 
0 ... 0
0 1

1 0

...
E

... ... ..
...

= . 

由定理 1和定理 2可以看出,只要知道了 Bézier曲线的控制顶点,就可以判断它的正则性. 
例 1:给定一条平面 3次 Bézier曲线,它的控制顶点为 (1 =P , ( )2 2,1=P , ( )3 3,2=P , ( )4 4,0=P .这条 Bézier

曲线的导矢曲线的控制顶点依次为 ( ) ( ) ( )2,1 , 1,1 , 1, 2− .采用 Sylvester结式, 

( )

2 2 1
0 2 2

0,0 37
1 2 2
0 1 2

F det

 
 
 = = −
  
 

. 

采用 Bézout结式, 

( )
2 2 2 2 0 1 1 2 1 0 1

0,0 37
2 0 2 0 1 0 0 1 0 1 0

F det
 −          

= − =           −           
, −

根据定理 1,这条 Bézier曲线为正则曲线. 
例 2:给定一条空间 3次 Bézier曲线,它的控制顶点为 ( )1 =P , ( )2 2,1,2=P , ( )3 3,2,3=P , ( )4 4,3,0=P .这条

Bézier曲线的导矢曲线的控制顶点依次为 ( )2,1,2 , ( )1,1,1 ,(1,1,−3).采用 Sylvester结式, 

( ) ( )

2 2 1 0 1 2 1 0
0 2 2 1 0 1 2 1

0,0 1, 0,0 9,
1 2 1 0 2 2 3 0
0 1 2 1 0 2 2 3

F det H

     
     
     = = =     −
        −     

=



. 





采用 Bézout结式 

( )
2 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1

0,0 1
2 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0

F det
          

= − =          
          

, −

( )
2 1 2 3 0 1 1 2 2 0 1

0,0 25
1 0 3 0 1 0 2 0 1 0

H det
 −          

= − =           −           
, −

根据定理 2,这条空间 Bézier曲线是一条正则曲线. 
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)

2   Bézier曲面正则性的判别条件 

2.1   判别条件 

给定一张 Bézier曲面 

 ( ) ( ) (0 0
, m n m n

ij i ji j
s t B

= =
= ∑ ∑P P s B t

1−

n

 (17) 

它的法矢曲面是 

  (18) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0 0 0 0
,

m m n n
m m n n

u v i ij l kl i k j l
i k j l

u v B s B s B t B t
− −

−

= = = =

= × = ∇ ×∇∑∑∑∑N P P P P

其中, 

1 , 0, 1, ..., 1, 0, 1, ...,i ij i , j ij i m j+∇ = − = − =P P P n , 1 , 0, 1, ..., , 0, 1, ..., 1l kl k l kl k m l+,∇ = − = = −P P P . 

由于 

( ) ( ) ( )2 1
11

2 1

i k m
m m i km m

i k i k
m

C C B s
B s B s

C

−
− +−

+
−

= , ( ) ( ) ( )2 1
11

2 1

j l n
n n j ln n

j l j l
n

C C B t
B t B t

C

−
− +−

+
−

= , 

所以,式(18)变为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1

2 1 2 11 1

0 0 2 1 2 1

,
i k j lm n

m nm m n n
i ij l kl i k j li k j l

p q i k p j l q m n

C C C Cs t
C C

− −
− −− −

+ ++ +
= = + = + = − −

 
= ∇ ×∇

 
∑ ∑ ∑ ∑N P P B s B t  (19) 

令 ( ) 1 1

2 1 2 1

i k j l
m m n n

pq i ij l kl i k j l
i k p j l q m n

C C C C
C C

− −
+ +

+ = + = − −

= ∇ ×∇∑ ∑N P P ,则 

  (20) 2

1,
1
10,

0
1

1,0
1
1

0
00

0
1

0

0,1
1
10,1

01
1

0
0

100
00

1

122

...
......

...

...
......

...
][ BD

CCCC

CCCC

CCCC

CCCC
AD

nmj
n
n

m
mmjn

m
m

nj
n
nmjnm

mi
n
n

m
mmin

m
m

ni
n
nminm

nmpq



































∇∇

∇∇
⊗

















∇∇

∇∇
=

−
−
−−

−
−
−−

−
−
−−

−
−

−−

×

PP

PP

PP

PP

N

其中 与 为对角阵 1D 2D

( )0 1 2
1 2 1 2 11 , 1 , ..., 1 m

m m mD diag C C C −
− −= 1

2 1− , ( )0 1 2
2 2 1 2 11 , 1 , ..., 1 n

n n nD diag C C C −
− −= 1

2 1− , 

⊗ 为矩阵的 kronecker 乘积符号 ,其两边矩阵的元素为向量 ,向量之间的乘积为外积 .另外 , A 是一个
( )2 1m m m× + 阶矩阵, B是一个 ( )1 2n n n+ × 阶矩阵, 

  (21) 





















=





















=

n

n

n

m

m

m

I

I
I

B

I

I
I

A
OO

,

矩阵 A由 个 阶单位矩阵组成,相邻两个单位矩阵错开一行,比如第 1个m 1m + 1m + 阶单位矩阵从第 1行到
第 行,则第 2 个 阶单位矩阵从第 2 行到第1m + 1m + 2m + 行,依次类推;矩阵 B由 1n + 个 阶单位矩阵组成,相
邻两个单位矩阵错开一列,比如第 1 个 阶单位矩阵从第 1 列到第 列,则第 2 个 阶单位矩阵从第 2 列到第
列. 

n
n n n

1+n

与第 1.1节类似,作变换 1 1, , 0 , 0
1 1

u v
u v

t s= = ≤ < +∞ ≤ < +∞
+ +

,式(19)变为 

 ( ) ( ) ( ) ( )(
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 10 0
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 10 0

,  
m n p q m p n q

pq m np q
m n p q m p n q

m np q

C C u v
u v x u v y u v z u v

C C u v

− − − − − −
− −= =

− − − − − −
− −= =

= =
∑ ∑
∑ ∑

N
N ), , , , ,  (22) 

若令 ( ), , pq pq pq pqx y z=N ,则得到一个二元方程组 
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  (23) 













=−

=−

=−

−−−−
−

−

=

−

= −

−−−−
−

−

=

−

= −

−−−−
−

−

=

−

= −

∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

0)),((

0)),((

0)),((

1212
12

12
0

12
0 12

1212
12

12
0

12
0 12

1212
12

12
0

12
0 12

qnpmq
n

m
p

n
q

p
mpq

qnpmq
n

m
p

n
q

p
mpq

qnpmq
n

m
p

n
q

p
mpq

vuCCvuzz

vuCCvuyy

vuCCvuxx

它的 Sylvester结式,即导矢曲面(19)的隐式表达式为[5,6] 

 ( )

( ) ( )

0 2 2 2 1

0 1 2 1

0 2 2 2 1

0 1 2 1 2 2 1 3 2 1

, , 0

m m

m

m m

m m m

S ... S S
... ... ... ...

S S ... S
S x y z det

S ... S S
... ... ... ...

S S ... S

− −

−

− −

− − × −

         = =           

 (24) 

其中, 

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1

0 1 ,2 2

i i i n i n

i i i n i n

i i i n i n

i i i n i n

i i i n i n
i

i i i n i n

i i i n i n

i i i n i

a a ... a a
a a ... a a

... ... ...
a a ... a a

b b ... b b
b b ... b b

S
... ... ...

b b ... b b
c c ... c c

c c ... c c

− −

− −

− −

− −

− −

− −

− −

−

=

( ) ( )

,2 1

0 1 ,2 2 ,2 1 3 2 1 2 2 1

n

i i i n i n n n

... ... ...
c c ... c c

−

− − − × −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

( ) 2 1 2 1
i j

ij ij m na x x C C− −= − , ( ) 2 1 2 1
i j

ij ij m nb y y C C− −= − , ( ) 2 1 2 1
i j

ij ij m nc z z C C− −= − , i m0, 1, ..., 2 1= − , . 0, 1, ..., 2 1j n= −

于是,如果 ( )0,0,0 0S ≠ ,那么,法矢曲面(19)不经过原点,这说明原Bézier曲面(17)为正则曲面.由此,我们得到

定理 3. 
定理 3. 如果 ( )0,0,0 0S ≠ ,Bézier曲面(17)为正则曲面. 

2.2   计算实例 

与曲线的情况类似,表示参数曲面的二元多项式组 

( ) ( ) ( ), ,0 0 0 0 0 0
, , , , ,m n m n m ni j k l p q

i j k l p qi j k l p q ,x u v a u v y u v b u v z u v c u v
= = = = = =

= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

的结式有多种表示形式,其中,Sylvester结式的结构比较简单,但是阶数较高,为 6 6mn mn× 阶;Cayley结式的阶数
为 ,但是它的结构比较复杂.令 2 2mn mn×

, , ,

, , ,

, , ,

, ; , ; ,
i j i j i j

k l k l k l

p q p q p q

a b c
i j k l p q det a b c

a b c

  
  =   
    

, 

上述二元多项式组的 Cayley结式的矩阵为[8] 

 
1,2 1,2 1, 1 1,2 1,0,0

, , ,

0,0,2 1, 1 0,0,0,0

m n m n m n

a b

m n

c ... c
S ... c ...

c ... c
σ τ

− − − − − −

− −

 
 =  
  

 (25) 

其中, 
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|,;,;1,1|               

|,;,;1,1|

)1,min(

)1,1max(

),min(

),0max(

)12,min(

0

)1,min(

0

)1,min(

)1,1max(

),min(

),0max(

)12,min(

0

)1,min(

0
,,,

vbkualklvu

vbkualklvuc

vn

nvbl

uam

muak

nb

v

ma

u

vn

bvbl

uam

uak

nb

v

ma

u
ba

−−−−++++

+−−−−++++=

∑∑∑∑

∑∑∑∑
++

−+++=

−

−−=

−−

=

−−

=

++

−+++=

−

−−=

−−

=

−−

=

τσ

τσ

τ

τ

τσ

τ

τσ

τσ

τσ

. 

当多项式组的次数较高时,采用 Cayley结式可以有效降低结式的阶数.下面我们给出一个例子. 
给定一张 次 Bézier曲面,控制顶点为 2 2×

( ) ( ) ( )00 01 020,0,0 , 1,2, 1 , 1,3,1 ,= = − = −P P P  

( ) ( ) ( )10 11 122,0,3 , 3,1,1 , 2,3,2 ,= = =P P P  

P20=(4,−1,2),P21=(5,1,2),P22=(4,4,1), 
则 i-向差分向量为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

00 01 02

10 11 12

2,0,3 , 2, 1,2 , 3,0,1 ,

2, 1, 1 , 2,0,1 , 2,1, 1 ;
i i i

i i i

∇ = ∇ = − ∇ =

)∇ = − − ∇ = ∇ = −

P P P

P P P
 

j-向差分向量为 

( ) ( )
( ) (
( ) (

00 01

10 11

20 21

1,2, 1 , 2,1,2 ,

1,1, 2 , 1,2,1 ,

1,2,0 , 1,3, 1 .

j j

j j

j j

∇ = − ∇ = −

∇ = − ∇ = −

∇ = ∇ = − −

P P

P P

P P
)
)

C C

 

于是有 
0 0 0 0
2 1 00 2 1 010 0 0 1 0 2
1 0 1 01 2 00 1 2 01 1 2 02
2 1 10 2 1 111 0 1 1 1 2
2 0 2 01 2 10 1 2 11 1 2 12
2 1 20 2 1 21

j j
i i i

j j
i i i

j j

C C C C
C C C C C C

E C C
C C C C C C

C C C C

 ∇ ∇
 ∇ ∇ ∇  

= ⊗ ∇  ∇ ∇ ∇ ∇   ∇ ∇ 

P P
P P P

P P
P P P

P P
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6,5,4 3, 10,2 6,8,10 8, 16,0 2,4,6 1, 8,3
6,14,4 12, 10,8 0,24,12 20, 16,12 2,14,6 4, 8,12
6,3,4 9, 1,6 8,4,10 10,0,10 2,1,6 3,2,9

3,1,5 1, 2,0 4,6,8 2, 12,4 1,1,3 3, 2,4
6,6,6 2, 2,6 4,20,8 8, 12,16 2,6,

− − − − − − − − −
− − − − − − − −
− − − − − − −

=
− − − − − −

− − − − −( ) (
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 6, 2,10
2, 1,5 4,3,5 4,2,8 6,2,12 2, 1,3 2,3,7

)

)

 
 
 
 
 
 
 − 

− − − −  

. 

将矩阵 ,E { }1 1,1 3,1 3,1D diag= , { }2 1,1 3,1 3,1D diag= ,以及 

1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0

0 0 1

A

 
 
 =
 
 
 

, 

1 0
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1

B

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

代入式(20),可得法矢曲面的控制顶点为 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) (
( ) ( ) ( ) (

( )
4 4

6,5,4 3, 0.6667,4 3.3333, 4,2 1, 8,3
4,5.6667,2.6667 3.2222,1.8889,4 3.7778, 0.1111,3.7778 2.3333, 2,7

3,2.3333,3.6667 0.7778,2.4444,2.4444 1.2222, 1.8889,2.7778 3, 1.3333,4.6667
2, 1,5 0,1.6667,4

ij ×
=

− − − − − − −
− − − − − −

− − − −
−

N

( ) ( ) ( ).3333 1.3333,0.3333,5 2,3,7

 
 
 
 
 

− 

)
)

. 

利用 Sylvester结式,将上式中的值代入式(24),得 S(0,0,0)=−2.9356e+53≠0;或者,利用 Cayley 结式,也可得到
( )0,0,0 0S ≠ .所以,根据定理 3,给定的这张 2 2× 次 Bézier曲面是正则曲面. 

以上这个例子以及第 1.3节中的两个例子都是由 matlab软件编程实现的. 
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3   讨论和总结 

在本文中,通过将 Bézier 曲线曲面的参数表示转化为隐式表示,得到了判断 Bézier 曲线曲面是否正则的一
个充分条件.当平面 Bézier 曲线的导矢曲线满足式(7)中的 ( )0,0 0F ≠ ,或空间 Bézier 曲线的导矢曲线使得式

(13)~式(15)中给出的 ( )0,0 0F ≠ , ( )0,0 0G ≠ 和 ( )0,0 0H ≠ 这 3 个式子中有两个成立,或者,Bézier 曲面的法矢曲

面满足式(24)中给出的 ( )0,0,0S 0≠ 时,说明相应的导矢曲线或法矢曲面不经过原点,于是,给定的 Bézier曲线曲

面为正则曲线曲面.然而,如果相应的导矢曲线或法矢曲面经过原点,即上述各个式子中等号成立,那么,还需要
反求出原点对应的参数值,根据其是否包含在 Bézier 曲线曲面的定义域 [ ]0,1 或 [ ] [ ]0,1 0,1× 中来判断相应的 

Bézier曲线曲面是否正则.但是,反求参数值的计算相当复杂. 
另一方面,多项式组的结式有多种表达形式,其中,Sylvester结式(Sylvester’s resultant)的元素结构很有规律,

但是,当Bézier曲线曲面的次数比较高时,由这个结式导出的行列式(7),式(13)~式(15),式(24)的阶数相当高,给计
算带来一定的困难.相反地,Bézout 结式(Bézout’s resultant)和 Cayley结式(Cayley’s resultant)的元素结构比较复
杂,但阶数较低,当 Bézier曲线曲面的次数较高时,采用 Bézout 结式和 Cayley结式可以有效地降低行列式的阶
数[6−8]. 
由本文的几个定理我们可以看出,Bézier 曲线曲面的正则性完全由它的控制顶点决定,因此,理想的情况是,

由 Bézier曲线曲面的控制顶点的几何关系就可以判断它的正则性.这样,如何由定理 1~定理 3中相应的行列式
不等于 0这些代数条件推导出与之等价的Bézier曲线曲面的控制顶点之间的几何关系,就成为我们今后工作的
研究重点. 
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