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Abstract: While using continuous time neural network described by the E.Oja. learning rule (Oja-N) for 
computing real symmetrical matrix eigenvalues and eigenvectors, the initial vector must be on Rn unit hyper-sphere 
surface, otherwise, the network may produce limit-time overflow. In order to get over this defect, a new neural 
network (lyNN) algorithm is proposed. By using the analytic solution of the differential equation of lyNN, the 
following results are received: If initial vector belongs to a space corresponding to certain eigenvector, the lyNN 
equilibrium vector will converge in this space; If initial vector does not fall into the space corresponding to any 
eigenvector, the equilibrium vector will belong to the space spanned by eigenvectors corresponding to the maximum 
eigenvalue. The initial vector maximum space for the lyNN equilibrium vector will fall into space spanned by 
eigenvectors corresponding to any eigenvalue received. If the initial vector is perpendicular to a known eigenvector, 
so is the equilibrium vector. The equilibrium vector is on the hyper-sphere surface decided by the initial vector. By 
using the above results, a method for computing real symmetric matrix eigenvalues and eigenvectors using lyNN is 
proposed, the validity of this algorithm is exhibited by two examples, indicating that this algorithm does not bring 
about limit-time overflow. But for Oja-N, if the initial vector is outside the unit hyper-sphere and the matrix is 
negatively determinant, the neural network will consequentially produce limit-time overflow. Compared with other 
algorithms based on optimization, lyNN can be realized directly and its computing weight is lighter. 
Key words: neural network; symmetric matrix; eigenvalue; eigenvector; limit-time overflow 
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摘  要: 当把 Oja 学习规则描述的连续型全反馈神经网络(Oja-N)用于求解矩阵特征值特征向量时,网络初始

向量需位于单位超球面上,这给应用带来不便.由此,提出一种求解矩阵特征值特征向量的神经网络(lyNN)方法.
在 lyNN 解析解基础上得到了以下结果:初始向量属于任意特征值对应特征向量张成的子空间,则网络平衡向量

也将属于该空间;分析了 lyNN 收敛于矩阵最大特征值对应特征向量的初始向量取值条件;明确了 lyNN 收敛于

矩阵不同特征值的特征子空间时,网络初始向量的最大取值空间;网络初始向量与已知特征向量垂直,则 lyNN
平衡解向量将垂直于该特征向量;证明了平衡解向量位于由非零初始向量确定的超球面上的结论.基于以上分

析,设计了用 lyNN 求矩阵特征值特征向量的具体算法,实例演算验证了该算法的有效性.lyNN 不出现有限溢,而
基于 Oja-N 的方法在矩阵负定、初始向量位于单位超球面外时必出现有限溢,算法失效.与基于优化的方法相

比,lyNN 实现容易,计算量较小. 
关键词: 神经网络;对称矩阵;特征值;特征向量;有限溢 
中图法分类号: TP183   文献标识码: A  

1982 年,E.Oja 对主成分分析(principal component analyzer,简称 PCA)提出如下神经元模型[1]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttt
t

T XAXXAXX −=
d
d , ,AA =T nnR ×∈A , ( ) nRt ∈X  (1) 

将A视为神经网络的连接强度,X(t)为神经网络的状态,则式(1)描述了一类连续型全反馈神经网络.E.Oja等人证

明式(1)从许多初始向量出发的解都收敛于最大特征值对应的特征向量[2].罗发龙等人认为,在将式(1)推广用来

求解矩阵多个特征矢量时,式(1)的输出只收敛于特征向量张成的子空间而非真正的特征矢量,并提出了一种求

解对称正定矩阵特征向量的神经网络[3,4].实际上,罗发龙等人的认识是有限的,章毅等人用式(1)成功地解决了

求解一般实对称矩阵特征向量及其特征值的问题,并给出了严格的数学分析[5].许多研究人员把求解矩阵特征

值特征向量问题转化为优化问题,并用神经网络求解,如 A.Cichocki 等人[6]把最小特征值问题转化为约束优化

问题,通过使用罚函数和 Lagrange 乘子法,用神经网络求解该优化问题,该法求解不易,网络具有最小点,使用非

常有限;Y.Tang 等人[7]设计的神经网络可得到对称半正定矩阵的最小特征值及对应特征向量,并通过构造一个

矩阵序列,提出了求解矩阵所有特征向量及特征值的措施[8]. 
基于优化思想构造的神经网络,一次收敛只能得到最大或最小特征值对应的特征向量,若要求出全部特征

值及特征向量[6,7],需采取其他措施[8].近年来,许多研究人员用式(1)求解矩阵所有特征值特征向量[3−5],文献[5]
是这方面研究的成果之一.但直接用式(1)求解矩阵特征值特征向量时存在明显不足,正如文献[5]所述,用式(1)
求解矩阵特征值特征向量时,要求系统初始向量 X(0)需位于 Rn中单位超球面上,否则,当 A 负定且初始向量位于

单位超球面外时,系统一定出现有限溢,算法失效.因此,本文提出一种计算一般实对称矩阵 A的特征向量及特征

值的神经网络(式(2))方法.式(2)的参数意义同式(1),显然,式(2)也为连续型全反馈神经网络. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )00d

d
XX

XAXXAXX T

T ttttt
t

−= , ( ) ( ) 000 ≠XX T  (2) 

由模拟电子线路知识得知 ,在网络 (1)模拟电路基础上 [4],增加寄存器存储 ( ) ( )00 XX T ,增加除法器实现

( ) ( )
( ) ( )00 XX

AXX
T

T tt ,式(2)完全可由电路实现. 

1   符号约定和实对称矩阵的性质及其与网络平衡解向量的联系 

1.1   符号约定 

A 的全部特征值设为 nλλλ ≥≥≥ ...21 ,对应特征向量为 nµµ ,...,1 ,对应特征子空间为 V ,用 表示

,并记V , V 表示

nV,...,1 V

nVVV ⊕⊕⊕ ...21 V ⊥
0

n=⊥
0 R 中 的正交补空间. 0V

假设 A 有 m 个不同特征值 mσσ >> ...1 ,前 个特征值代数重数之和为i ( )miKi ,...,1= ,显然 , ,并
记 . 

nm ≤ nKm =

00 =K
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令 ( )miVV
iKiKi ,...,1...

1
U =⊕⊕=

−
,并记U . V=⊥

0

1.2   实对称矩阵性质 

性质 1. 特征值特征向量为实数.不同特征值对应的特征向量必正交(证略). 
性质 2. 对 维矩阵,所有不同特征值对应子空间的规范正交基构成 维空间的一组规范正交基(证略). n n

1.3   矩阵特征值特征向量与网络平衡解向量的关系 

由式(2)得知,网络平衡时存在以下关系 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∞∞∞

=∞ X
XX

AXXAX
00T

T

, ( ) ( ) 000 ≠XX T  (3) 

若式(2)的 为非零向量,则 为 A 的特征向量,对应( )∞X ( )∞X ( )∞X 的特征值为 

 ( ) ( )
( ) ( )00 XX

AXX
T

T ∞∞
=λ  (4) 

定理 8 将证明,对非零初始向量 ,式(2)的( )0X ( )∞X 必为非零向量,因此式(4)总是有意义的. 

2   lyNN 的解析解 

定理 1．令
i

i
iS

µ
µ

= ,则根据实对称矩阵性质 2, 构成nSS ,...,1
nR 空间中一组标准正交基, nR 中任意向量可

表述为 ,对任意非零初始向量 ,式(2)的解析解为 ( ) ∑
=

=
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i
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类似文献[5],分析有 
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由式(6)、式(7)可得 
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等价形式为 
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上式两边对 t 积分可得 
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故得到 
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由式(7)、式(8)可得 

 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∑

∑

=

=
=

n

j
jj

n

j
jii

i

tz

ztz
tz

1

2

1

2

2exp0

0exp0

λ

λ
 (9) 

所以 
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 □ 

3   lyNN 的渐近行为 

定理 2. 如果非零初始向量 ( ) iV∈0X ,则式(2)的平衡解向量 ( ) iV∈∞X ,得到的特征值为 iλ . 
( ( )证明:因为 ,对任意( ) iV∈0X )njijj ,...,1,V =≠ , V ji V⊥ ,故 0X 在 的投影为 0,由定理 1 可得 jV
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所以, ,再由式(4)可知特征值为( ) iV∈∞X iλ . □ 
定理 3. 若非零初始向量 ( ) ( niVi ,...,10 )=∉X ,式(2)的平衡解向量属于 A 的最大特征值对应的特征向量张成

的子空间. 
证明:因为非零初始向量 ( ) ( niVi ,...,10 )=∉X ,所以 ( )0X 对空间 ( )nii ,...,1V = 的投影 ,由定理 1 得 ( ) 00 ≠iz
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定理 4. 若非零初始向量 ( )0X 属于 ,则式(2)的平衡解向量属于U . ( mkUU
k

i
i

i
i ,...,1

0

1

0
=−

=

⊥
−

=

⊥ II ),...,1( mii =)

  



 1068 Journal of Software  软件学报  2005,16(6)    

证明:I. 当 时,非零初始向量1=k ( ) ⊥⊥⊥ −=−∈ 1100 UVUUX , ( ) 00
1
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+=
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iz ,由定理 1 易证: 
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故 ( ) 1110
... UVV KK =⊕⊕∈∞ +X ,结论成立. 
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综合 I 和 II 可知结论成立. □ 

定理 5. 若非零初始向量 ( )0X 分别属于V ,..., ,…, ,则式(2)的平衡解向量

分别属于V ,…, V ,…, V . 
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证明:类似定理 4 的证明过程,此定理不难得证. 
本定理是文献[5]中定理 3 的更一般结果,该定理相当于本定理 1=k 的情况. 
定理 6．要求式(2)的平衡解向量 ( )∞X 分别属于U ,…, U ,…, U ,则初始向量 在1 k m ( )0X nR 中的最大取值空
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所以,式(2)的平衡解向量 ( ) kU∉∞X ,与假设矛盾. 
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所以, 为非零初始向量 的完备取值
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再根据鸽巢原理,垂直于 的 必然属于 V , ,…, , ,…, 

的其中之一,又据定理 5,式(2)必然收敛到V , V ,..., V , ,…, V 的其中之一.所以平衡解向量

即 . □ 
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( )不失一般性,假设第 1 个非零值为 00 ≠pz , 1+<< qq KpK ,则由上式得 
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此定理表明 不是零向量,用式(4)计算特征值总是有意义的. ( )∞X

4   计算特征向量及特征值 

根据 lyNN 的渐近行为分析,设计计算方法如下: 
1) 在 Rn 中任取非零初始向量代入式(2)得到向量 (这里,下标表示求解的先后关系),依据式(4)得到1S 1λ . 
2) 在垂直 的任意方向取非零初始向量代入式(2)得到向量 ,依据式(4)得到1S 2S 2λ . 
3) 在垂直 , 的任意方向取非零初始向量代入式(2)得到向量 ,依据式(4)得到1S 2S 3S 3λ . 
4) 在垂直 , ,…, 的任意方向取非零初始向量代入式(2)得到向量 ,依据式(4)得到1S 2S kS 1+kS 1+kλ .反复如此

操作,就可以算出所有特征向量及特征值. 
下面以两个算例示意上面算法. 

例 1:计算文献[5]所示矩阵 的特征值及特征向量. 
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例 2:计算矩阵 的特征值及特征向量. 
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任取 , 则式 (2) 收敛到( )
















−
−=

1
1

3
01X ( )

















−
−=∞

1
1

3
11X , 由式 (4) 得 01 =λ ; 任取垂直于 的初始向量1S

( )
( )







+

−

53
5
1









−
=02X ,则 ( )

( )














+−

−
+=∞

53
5
1

)5620(X ,从式(4)得 54 +2 −=λ ;任取垂直于 , 的初始向量1S 2S

( )
















−
=

53
5

1
03X ,则 ( )

















−
=∞

53
5

1
X ,借助式(4)得 543 −−=λ . 

5   讨  论 

lyNN 与基于优化的方法相比,依据式(2)可直接构建神经网络.而基于优化的方法必须是把求解矩阵特征

值特征向量的问题转化为优化问题,再用神经网络求解,计算量一般较大. 
与基于 Oja-N 的方法相比,lyNN 具有初始向量 ( )0X 取值广泛的特点.Oja-N 要求初始向量必须位于单位超

球面上,否则在矩阵特征值为负且 ( )0X 位于单位超球面外时,网络存在有限溢.而 lyNN 只要初始向量非零,无论

矩阵特征值如何,都不存在有限溢.例 1 所用矩阵与文献[5]举例所用矩阵相同,文献[5]所取初始向量全部位于单

位超球面上,例 1 所取初始向量都不位于单位超球面上,同样得到全部特征值和特征向量.例 2 待求矩阵的特征

值 2 负 1 零,如果初始向量位于单位超球面外,文献[5]所示方法存在有限溢,不能得到所求结果;而利用 lyNN 时,
由例 2 可见,单位超球面外的初始向量不影响收敛结果的准确性.因此,本文提出的神经网络完全克服了文献[5]
所示 Oja-N 神经网络有限溢的缺点. 

总体而言,下面是本文方法与其他方法各种性能的对比. 
方法 求解途径 得到全部值的措施 限制条件 实现难易 

基于 Oja-N 的

方法[1−5] 直接构造神经网络 改变初始向量取值 初始向量须位于 
单位超球面 较易 

基于优化的 
方法[6−8] 

化为优化问题,再
构造神经网络 构造矩阵序列等措施 初始向量不能为零向量 计算量一般较

大,使用有限 
本文方法 lyNN 直接构造神经网络 改变初始向量取值 初始向量不能为零向量 较易 

6   结束语 

本文提出了一种用于求解矩阵特征向量特征值的神经网络.探讨了网络平衡解向量与矩阵特征值特征向

量的关系,严格的理论证明了有关该神经网络的以下结果: 
1) 非零初始向量属于任意特征子空间,则网络平衡解向量也属于该空间,若初始向量不属于任意特征子空

间,则平衡解向量属于最大特征值对应的特征向量张成的子空间; 

2) 网络收敛于各特征值对应的特征向量张成的子空间时,初始向量的取值空间,并证明该空间是 nR 中符

合条件的最大初始向量取值空间; 
3) 在与已知特征向量垂直的子空间取非零初始向量,网络平衡解向量也将垂直于该特征向量; 
4) 平衡解向量位于由非零初始向量确定的超球面上. 
基于以上分析,本文设计了用该神经网络求解实对称矩阵特征向量特征值的计算步骤,并用两个例子验证

了该求解方法的有效性.同基于 Oja-N 的方法比,lyNN 具有初始向量不受单位超球面限制、不存在有限溢等特

点,两个举例也体现了这种特性.与基于优化的方法相比,lyNN 可直接构造神经网络,计算量较小. 
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作者投往本届大会的稿件必须是原始的、未发表的研究成果、研究经验或工作突破性进展报告。稿件请以 pdf 格式提交。所

有稿件将依据统一的原则进行审理。大会根据稿件的审理结果决定稿件是否录用。所有录用稿件将收录在本届大会论文集中。此

外，本届大会的优秀稿件将推荐往《计算机学报》、《软件学报》、《计算机研究与发展》、《小型微型计算机系统》、《高技术通讯》

上发表。 
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