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Abstract: To some extent, using a plane curve to approximate an offset curve of the plane Bézier curve is 
restricted. In this paper, a region approximation idea that means using a “fat curve” with a width to approximate the 
offset curve is proposed, and a complete set of algorithms to approximate offset curve using disk Bézier curve are 
given and implemented. In the algorithms, the optimal and uniform approximate curve of the offset curve as the 
central curve of the Disk Bézier curve is found by using Remez method, and then the upper optimal and uniform 
approximation principle is proposed to compute the error radius function of the Disk Bézier curve. Thus, the whole 
Disk Bézier curve can be obtained. In the end of this paper, the approximate effect of the Disk Bézier curve is not 
only analyzed and assessed, but also some specific examples are provided. 
Key words: offset curve; disk Bézier curve; error; upper; optimal and uniform approximating polynomial 

摘  要: 用一条平面曲线来逼近平面 Bézier 曲线的等距曲线具有一定的局限性.提出用一条带宽度的“胖曲
线”来逼近上述等距曲线的区域逼近思想,并建立与实现了圆域 Bézier 曲线等距逼近的整套算法,包括应用
Remez方法求出等距曲线的最佳一致逼近曲线作为圆域 Bézier曲线的中心曲线,提出上控最佳一致逼近的原理
求出圆域 Bézier 曲线的误差半径函数,以及确定整条圆域 Bézier 曲线,最后还对该圆域 Bézier 逼近的效果做了
分析和考核,并给出了一些具体实例. 
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等距(offset)曲线也称为平行或位差曲线,是基曲线沿法向距离为常数的点的轨迹,在计算机辅助设计及加
工(CAD/CAM)中有广泛应用.由于平面 Bézier 曲线的单位法矢包含平方根项,其等距曲线一般无法表示为有理
Bézier 的形式,所以多年来国际上用等距移动控制网格或基于插值和拟合的方法来对其进行逼近,收到了很好
的成效. 

但随着 CAD/CAM 研究的深入,把平面 Bézier 曲线的等距曲线用一条平面曲线来逼近的算法也呈现出一
些局限性:第 1,人们常常需要从几何逼近的角度寻求用某种方式来严格描述一个带状平面区域,使得落在此区
域内的任意一条曲线都可选用为相应于已知平面 Bézier 曲线的在可控误差条件下的近似等距曲线,以便在机
器人行走路径规划、加工刀具轨迹设计及等距曲线表示形式转换等方面有更大的选择余地;第 2,在产品检查中,
人们常常需要确定一个可控制的误差带,来实际度量或考核同一批产品表面某部位的曲线,与一条已知曲线的
等距误差是否小于一个公差ε,作为产品合格的标准之一;第 3,在平面曲线的等距逼近中,人们需要用上述带着
误差的区域作为判别多种多样等距逼近曲线的好坏标准.总之,必须寻求用一个带宽度的“胖曲线”来逼近已知
Bézier曲线的等距线. 

为了实现这一目标,区间 Bézier 曲线[1]不失为一个行之有效的工具,然而通过进一步的研究可以发现:1998
年,Lin和 Rokne提出的圆域(disk)Bézier曲线[2]是一个更为理想的工具.这是因为,它同样是一条带宽度的“胖曲
线”,但其边界能用更简单的显式表示,且其圆域控制顶点仅由 3 个(而区间控制顶点是 4个)独立参数决定,圆域
控制顶点的旋转又对圆域 Bézier曲线没有影响. 

本文的中心内容就是为圆域Bézier曲线对已知平面Bézier曲线的等距曲线提供一套逼近算法,算法的关键
包括用 Remez 方法求出等距曲线的最佳一致逼近曲线作为圆域 Bézier 曲线的中心曲线;用一条尽量狭窄的误
差半径为一个连续的参数函数刻画的圆域曲线包围已知 Bézier 曲线的等距曲线;再提出上控最佳一致逼近的
原理求出圆域 Bézier曲线来包围上述圆域曲线. 

文中在公差预先给定的情况下,以及公差没有预先给定但圆域 Bézier 曲线的次数预先给定的情况下,对圆
域 Bézier逼近给出了应用方法和一些具体实例.结果表明,本文对等距曲线的圆域 Bézier逼近是成功、有效的. 

1   预备知识 

1.1   平面圆域Bézier曲线[2] 

定义 1. 有界闭集 }0,,|{];[ 2
020
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0 ≥∈≤−∈== rRrRr xxxxxα 称为以点 0x 为中心, r为半径的圆域. 
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由定义 2易得圆域 Bézier曲线的中心表达形式: 
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1.2   平面Bézier曲线的等距曲线 

与已知平面 Bézier曲线 10)),(),(()()(
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这里, )(tP 称为母线, )(tn 称为 )(tP 的单位法向量, d为带符号的偏离量. 

2   应用 Remez算法构造圆域 Bézier曲线的中心曲线 

为求得区间 ]1,0[ 上等距曲线 )(tdP 的最佳逼近曲线,作为逼近 )(tdP 的平面圆域 Bézier 曲线的中心曲线,我
们只须分别求出 ]1,0[ 上 )(tdP 的两个分量函数 )(txd 与 )(tyd 的最佳逼近多项式. 

对于最佳逼近多项式的计算,目前已经有一些很好的算法,在这些算法中,Remez 算法对于圆域 Bézier 曲线
的中心曲线计算有潜在的实用价值.Remez 算法最早见于 1934 年 Remez 本人的论文,也可见于 1957 年的专题
论文.Remez 算法是从插值多项式出发,逐步修改插值节点以接近预先要求的最佳逼近多项式.Remez 算法虽然
需要一次次的迭代求解,但由于具有很快的收敛速度,因此算法效果十分显著.实际上,可以证明其收敛阶与
Newton法相同,还有人证明与 Newton法几乎等价.为应用方便,这里我们只引述 Remez算法在收敛性方面的重
要定理[3]. 
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Remez第 1算法的具体步骤[4]可描述如下: 
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应用上述的 Remez第 1算法,可求得 ]1,0[ 上对等距曲线 )(tdP 的近似最佳一致逼近曲线: 
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上述的 Remez第 1算法,亦称单一交换法,即从点 { } 1
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情况下,Remez 第 1 算法比 Remez 第 2 算法具有更高的收敛效率;在迭代次数 k 较多以及逼近阶数 n较大的情
况下,Remez第 2算法比 Remez第 1算法具有更高的收敛效率. 

3   上控最佳一致逼近原理构造圆域 Bézier曲线的误差半径函数 

为构造圆域 Bézier曲线,我们分两步进行: 
第 1 步:选取一条尽量狭窄的以连续函数 r(t), 10 ≤≤ t 为误差半径的圆域曲线,包围已知平面 Bézier 曲线的

等距曲线 Pd(t). 
方法 1: 10,|))()(|,|)()(max(|)( ≤≤−−= ttytytxtxtr dada . 

方法 2: 22 ))()(())()(()( tytytxtxtr dada −+−= , 10 ≤≤ t . 

方法 3:先作一条通过定点 )(taP ,方向为 ))(),(( txty aa ′′− 的直线,与等距线 )(tdP 交于点 ))(),(( 00 tytx dd , 0t 可由

如下表达式求出: 
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容易看出 ,相应于任意时刻 ]1,0[0 ∈t ,一定存在某个时刻 ]1,0[∈t ,使得 )]();([)( 0 trtt ad PP ∈ ,即圆域
}10,|)]();({[ ≤≤ ttrtaP 是对点 }10|)({ 00 ≤≤ ttdP 的一个闭覆盖.换言之,我们求得了包围等距曲线 )(tdP 的一条圆

域曲线. 
以上确定误差半径的 3 种方法中,方法 1 和方法 2 计算简单,但误差较大;方法 3 采用变参数误差分析的方

法,几何意义鲜明,虽然计算较繁,但误差较小. 
第 2步:选取一条尽量狭窄的圆域 Bézier曲线,包围第 1步中选取的圆域曲线.由Weierstrass逼近定理可知,

对已知平面 Bézier 曲线的等距曲线 ))(),(()( tytxt ddd =P , 10 ≤≤ t 和任意给定的公差 0>ε ,一定同时存在次数 n
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充分大的两个多项式 )(* txd 和 )(* tyd ,使得对 ]1,0[∈t 一致地有 
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特别是取在 )(* txd 和 )(* tyd 为 )(txd 和 )(tyd 的最佳一致逼近多项式时,以上两式自然成立. 

再设 )(txa 和 )(tya 分别是对多项式 )(* txd 和 )(* tyd 应用 Remez算法在第 k 次迭代后最终确定的逼近多项式,
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容易验证,对于上述第 1步中 3种选取方法的任何一种误差半径函数 )(tr ,我们都有 ]1,0[,)( ∈∀< ttr ε .由此

得到如下定理. 
定理 2. 对已知平面 Bézier曲线的等距曲线 ))(,)(()( tytxt ddd =P 和任意给定的公差 0>ε ,当逼近的中心曲

线次数 n 充分大时 ,总存在一条平凡生成的 n 次圆域 Bézier 曲线 ,其中心表达形式中的中心曲线
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用上述第 1步中 3种方法的任何一种构造得到,使得该圆域 Bézier曲线能够将等距曲线 )(tdP 包围在内,并且满
足 ]1,0[,)( ∈∀< ttra ε . 

值得注意的是,一般的计算机辅助设计系统只能处理一定次数的多项式曲线.实质上,已知平面 Bézier 曲线
的等距曲线的最佳逼近曲线的次数是受到制约的.因此,我们转而考虑在半径函数 )(tr 已经确定,且中心曲线次
数 n 固定的条件下,让圆域 Bézier 逼近误差最小.即在所有满足不等式 ]1,0[,)()( ∈≥ ttrtpn 的 n 次多项式函数

)(tpn 中,寻找一个使得 |)()(|max
10

trtpnt
−

≤≤
最小的多项式,不妨称其为 n 次上控最佳一致逼近多项式函数.这种函

数的存在性由附录的定理 A给出. 
尽管存在性定理可以被证明,但是具体寻找出一个非线性约束条件下的 n 次上控最佳一致逼近多项式函

数却是逼近论的一个经典问题,又是一个难题[7].为此,下面给出上述问题的一个近似算法. 
第 1 步 : 设 闭 区 间 ]1,0[ 上 n 次 多 项 式 的 全 体 为 Πn, )(tr 的 n 次 最 佳 一 致 逼 近 多 项 式 为

)(* trn , |)()(|maxmin|)()(|max),(
10)(

*

10
trtrtrtrr nttrntn

nn
−=−=

≤≤∈≤≤ Π
Π∆ .再设 ∑

=

=
n

i

n
i

k
i

k
n tBrtr

0

)()( )()( 为对连续函数 )(tr 施行

Remez算法经过第 k 次修正后确定的 n次多项式,用来逼近 )(* trn .由定理 1得到 

+∞→→≤−
≤≤

ktrtr kkn
k

nt
,0,|)()(|max *)(

10
εε . 

于是, 

 ]1,0[,)()()( *)(* ∈+≤≤− ttrtrtr kn
k

nkn εε  (1) 

由 )(* trn 的性质得知 

 ]1,0[,),()()(),()( * ∈+≤≤− trtrtrrtr nnn Π∆Π∆ . (2) 

综合以上两式得到 

]1,0[,),()()()),(( )( ∈+≤−≤+− trtrtrr nk
k

nnk Π∆εΠ∆ε . 

所以, 

 ),(|)()(|max )(

10 nk
k

ntk rtrtrE Π∆ε +≤−=
≤≤

 (3) 

第 2步:由上式易知 

]1,0[,2)()(0 )( ∈≤−+≤ tEtrEtr kk
k

n . 

若记 
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 k
k

na Etrtr += )()( )(  (4) 

则有 
 kat

Etrtr 2|)()(|max
10

≤−
≤≤

, )()( trtra ≥ , ]1,0[∈t  (5) 

由上式及式(2)可得 

),()()( *
nna rtrtr Π∆−≥− , ]1,0[∈t . 

又由式(1),(3),(4)可得 

),(2)()( *
nkna rtrtr Π∆ε +≤− , ]1,0[∈t . 

综合以上两式可得 

 ),(2|)()(|max *

10 nknat
rtrtr Π∆ε +≤−

≤≤
 (6) 

由式(5)我们知道,由式(4)定义的 n次多项式函数 )(tra 上控 )(tr . 

再由式(6)可知 ,函数 )(tra 与 )(tr 的 n 次最佳一致逼近多项式 )(* trn 之间最多只相差 ),(2 nk r Π∆ε + .其中
0→kε , +∞→k , |)()(|maxmin),(

10)(
trtrr nttrn

nn
−=

≤≤∈Π
Π∆ ,所以 )(tra 可近似地看作是 )(tr 的 n 次上控最佳一致逼近多

项式函数. 
关于 )(tra 的算法,可由 )()( tr k

n 的定义得出 

∑
=

=
n

i

n
i

a
ia tBrtr

0

)( )()( , k
k

i
a

i Err += )()( , ]1,0[∈t . 

由前面的分析知道 ,对任意一个时刻 ]1,0[0 ∈t ,一定存在某个时刻 ]1,0[∈t ,使得点 )]();([)( 0 trtt ad PP ∈ ,即

)()()(
20 trtt ad ≤− PP ,现在由式(5)可知 )()( trtr a≤ ,于是又有 )]();([)( 0 trtt aad PP ∈ ,其中 )(tra 是 ]1,0[ 上的 n 次多

项式函数.这就表明,我们已经选取出一条尽量狭窄的圆域 Bézier曲线 )]();([ trt aaP ,包围已知平面 Bézier曲线的
等距曲线 )(tdP .这里我们指出,本文提出和用到的一整套逼近方法容易推广到对任意的连续曲线,而不仅局限
于 Bézier曲线的等距曲线. 

4   圆域 Bézier曲线的等距逼近的应用及实例 

上一节中,我们已经在公差ε预先给定的情况下,以及公差没有预先给定但是圆域 Bézier曲线的次数 n预先
给定的情况下,分别求出了一条尽量狭窄的圆域 Bézier 曲线 )]();([ trt aaP ,包围已知平面 Bézier 曲线的等距曲线

)(tdP . 
如果把上述圆域 Bézier 曲线 )]();([ trt aaP 形象地看成是一条“带子”,那么以这条带子为基准,我们就可以对

用各种方法建立起来的对于已知平面 Bézier曲线的等距曲线 )(tdP 的逼近 Bézier曲线作一个分类:完全落在此

带子内部的逼近 Bézier曲线为第 1类,而不完全落在此带子内部的逼近 Bézier曲线为第 2类.显然: 
• 当公差ε预先给定时,第 1类逼近 Bézier曲线满足预先的公差要求,第 2类逼近 Bézier曲线不满足预先的

公差要求.由于圆域 Bézier 曲线包含了控制顶点 niii ,...,1,0,][ =∈ PP 的所有 n 次 Bézier 曲线,所以这些 n 次

Bézier曲线都是满足公差 ε 要求的对已知平面 Bézier曲线的等距曲线的一种合格的逼近曲线. 
• 当公差ε没有预先给定但是逼近 Bézier曲线的次数 n预先给定时,第 1类逼近 Bézier曲线一定比第 2类

逼近 Bézier曲线的逼近效果要好. 
也就是说,利用圆域 Bézier 曲线和公差ε的调节作用,可以把各种等距逼近曲线的逼近效果作一番比较.在

产品外形检验中有类似的作用. 
例 1:设已知的平面 Bézier曲线为 ))(),(()( tytxt =P ,其 6个控制顶点为: 

)100,220(0 =P , )140,80(1 =P , )180,140(2 =P , )230,280(3 =P , )290,140(4 =P , )330,220(5 =P . 
它的距离 20−=d 的负等距曲线为 ))(),(()( tytxt ddd =P ,设公差 ε 没有预先给定,但是圆域 Bézier 曲线的次

数预先给定为 5=n .那么使用 Remez第 1算法,分别经过 3次迭代和 2次迭代就可以分别求出 )(txd 与 )(tyd 的
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的 5 次近似最佳一致逼近多项式 )(txa , )(tya .即我们得到了圆域 Bézier 曲线的中心曲线 ))(),(()( tytxt aaa =P ,它

的 6个控点分别为 
)81,215(0 =Q , )141,26(1 =Q , )248,163(2 =Q , )145,232(3 =Q , )325,123(4 =Q , )348,211(5 =Q . 

并且满足: 

7

10
1079.1

)(
)()(max −

≤≤
×≤

−
tx

txtx

d

da

t
, 7

10
1018.1

)(
)()(max −

≤≤
×≤

−
ty

tyty

d

da

t
. 

下面,先用方法 3 求出表示误差半径的连续函数 )(tr ,如图 1 所示的虚线.为求相应的 5 次近似上控最佳一
致逼近多项式 )(tra ,首先应使用 Remez算法,按照算法的终止条件,经过 6次迭代,求出 )(tr 的 5次近似最佳一致

逼近多项式 )()6(
5 tr ,其 Bézier纵标和相应的 6E 值为 

65.0)6(
0 =r , 39.1)6(

1 =r , 36.2)6(
2 =r , 27.2)6(

3 =r , 26.3)6(
4 =r , 03.0)6(

5 =r , 20.1|)()(|max )6(
5106 =−=

≤≤
trtrE

t
.

 
Fig.1  The error radius function )(tr (dashed) and its upper optimal and  

uniform approximating polynomial )(tra (real line) 
图 1  误差半径函数 )(tr (虚线)与其近似上控最佳一致逼近多项式 )(tra (实线) 

于是,进一步求得 )(tra 的 Bézier纵标为 

85.1)(
0 =ar , 59.2)(

1 =ar , 56.3)(
2 =ar , 47.3)(

3 =ar , 46.4)(
4 =ar , 88.1)(

5 =ar . 
由此得到误差函数 )(tr 的 5次近似上控最佳一致逼近多项式 )(tra ,如图 1所示的实线. 

这样 ,把中心曲线及近似上控最佳一致逼近多项式函数结合起来 ,我们就选取出一条尽量狭窄的圆域
Bézier曲线 )]();([ trt aaP ,包围已知平面 Bézier曲线等距曲线 )(tdP ,如图 2所示. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  The Disk Bézier curve of 5 degree (shadow area) 
图 2  5次圆域 Bézier曲线(阴影区域) 

为了考核“带子”的选取是否得当,我们考察了 Lengendre 最佳平方逼近法[8]所产生的平面 Bézier 曲线的等
距曲线在本文生成的带子内部摆动的情况.为此,分两种情形考察: 

情形 1:基于控制顶点偏移的无端点约束 5次 Lengendre最佳平方逼近法.设 n
kk tL 0)}({ = , ]1,0[∈t 为 Lengendre

基底,则逼近曲线的参数形式为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ∑∑

==

5

0

5

0
)12(,)12(

k
kk

k
kk tLytLx .曲线如图 3(左)所示,其中控制顶点坐标为 

( ) ( )0136.1,6125.5,5996.0,9810.5,1949.3,7126.16,,,,, 543210 −−−=xxxxxx , 
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( ) ( )8464.5,1664.10,1161.13,2640.10,1133.11,7952.1,,,,, 543210 −−=yyyyyy . 

情形 2:基于单位法矢逼近的有端点约束 17次 Lengendre最佳平方逼近法.逼近曲线的参数形式为 

)1()()12(,)12()1()0()( 17
17

15

0

15

0

17
0 d

k
kk

k
kkd tBtLytLxtttB nn +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+ ∑∑

==

. 

经计算易知, )230.19,494.5()0( −−=dn , )888.17,944.8()1( −=dn .曲线如图 3(右)所示,其中控制顶点坐标为 

).6406.0,0942.2,7259.2,9999.1,1165.6,3019.3,7364.4,8100.1,7478.21,2166.0,5684.1
,5695.27,2502.25,6801.31,4489.30,1750.92(),,,,,,,,,,,,,,,( 1514131211109876543210

−−−−−−
−−−−=xxxxxxxxxxxxxxxx

).8971.2,2914.0,3138.0,5887.5,6937.4,6761.4,4182.5,9288.15,1842.6,1920.18,9312.6
,8610.43,8926.68,1657.67,0942.8,3181.1(),,,,,,,,,,,,,,,( 1514131211109876543210

−−−−−−−
−−=yyyyyyyyyyyyyyyy

 

 
Fig.3  The approximate offset curve using Lengendre approximation method: case1 (left), case2 (right) 

图 3  用 Lengendre最佳平方逼近得到的等距逼近曲线:情形 1(左),情形 2(右) 

由图 3 可见,情形 1 中的等距逼近曲线几乎落在带子中,而情形 2 中的等距逼近曲线却部分留在带子之外.
这是因为逼近曲线有严格端点约束所致.本文的圆域 Bézier曲线提供了一种判别等距曲线逼近效果的手段. 

最后,从计算所得的圆域控制顶点里,如果我们分别如此取两批点列: 
)349,211(),325,127(),148,232(),248,166(),143,26(),81216,( 543210 ====== QQQQQQ (图 4中左图); 
)348,210(),329,123(),145,229(),245,163(),141,24(),80,152( 543210 ====== QQQQQQ (图 4中右图) 

生成两条 Bézier曲线,如图 4所示,再与图 3中两条 Lengendre最佳平方逼近曲线进行比较,可知逼近程度更优. 

 
Fig.4  The specific application of disk Bézier curve in geometric design 

图 4  圆域 Bézier曲线在几何设计中的具体应用 

这说明利用圆域Bézier逼近可以很方便地得到对于已知Bézier曲线的等距曲线的无数条逼近曲线,它们一
般无法用以往的等距逼近方法得到,而精度却比 Lengendre 最佳平方逼近曲线来得高,同时具有适合于 CAD 系
统应用的 Bézier形式,因而在几何设计中大有用武之地. 
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附录 
 

定理 A. 对于 ]1,0[ 上给定的一个非负连续函数 )(tr ,以及固定的次数 n ,一定存在一个满足

]1,0[,)()( ∈≥ ttrtpn 的 n 次多项式函数 )(tpn ,使得它在所有满足此性质的 n 次多项式函数中, )()(max
10

trtpnt
−

≤≤

达到最小.特别是当 )(tr 为多项式函数时, )(tpn 就取为 )(tr . 
证明 :设 )(tr 和 )(tf 为闭区间 ]1,0[ 上的连续函数 , nΠ 为闭区间 ]1,0[ 上的 n 次多项式全体 ,再记

{ }]1,0[,0)()(,)()()( ∈≥−∈−= ttrtptptrtpA nnnn Π , )(max
10

tf
t≤≤∞

=⋅ .容易证明 , A 在
∞

⋅ 定义下是闭集 .记

{ }Atrtptrtpm nn ∈−−=
∞

)()(,)()(inf ,容易证明 0≥m .考虑到 )(tr 为闭区间 ]1,0[ 上的连续函数 ,取

Atrtpn ∈− )()(0 , Rl ∈∃ , ]1,0[∈∀t ,有 ltrtpn ≤− )()(0 ,从而有 lm ≤≤0 .接下来可以取到序列 Atrtp k
n ∈− )()()( ,使得

mtrtp k
n →−

∞
)()()( , +∞→k .因此 , +∈∃ ZK0 , 0Kk ≥∀ ,有 ltrtp k

n ≤−
∞

)()()( .当然 0Kk ≥∀ , ]1,0[∈∀t ,有

ltrtp k
n ≤−≤ )()(0 )( .因此, )()()( trtp k

n − 在 ]1,0[ 上一致有界.又因为有限维空间 A是局部紧的,因此 { })()()( trtp k
n −

有收敛子列 { })()()( trtp jk
n − , )()()()()( trtptrtp n

k
n

j −⎯⎯→⎯− ∞⋅ , +∞→j .由 A 是闭的可知 , Atrtpn ∈− )()( .所以

∞∞
−→− )()()()()( trtptrtp n

k
n

j ,其中 Atrtpn ∈− )()( .再由 mtrtp k
n →−

∞
)()()( , +∞→k 以及

∞
− )()()( trtp k

n 和

∞
− )()()( trtp jk

n 极限的同一性可知:
∞

−= )()( trtpm n , Atrtpn ∈− )()( . □ 

 


