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∗
  

刘军祥 1,2+,  王永吉 1,  Matthew Cartmell3 
1(中国科学院 软件研究所 互联网软件技术实验室,北京  100080) 
2(中国科学院 研究生院,北京  100039) 
3(Department of Mechanical Engineering, University of Glasgow, G12 8QQ, UK) 

An Improved Rate Monotonic Schedulability Test Algorithm 

LIU Jun-Xiang1,2+,  WANG Yong-Ji1,  Matthew Cartmell3 

1(Laboratory for Internet Software Technologies, Institute of Software, The Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080, 

China) 
2(Graduate School, The Chinese Academy of Sciences, Beijing 100039, China) 
3(Department of Mechanical Engineering, University of Glasgow, G12 8QQ, UK) 

+ Corresponding author: Phn: +86-10-82620803 ext 812, E-mail: junxiang03@iscas.cn, http://www.ios.ac.cn 

Received 2003-11-28; Accepted 2004-05-09 

Liu JX, Wang YJ, Cartmell M. An improved rate monotonic schedulability test algorithm. Journal of 
Software, 2005,16(1):89−100. http://www.jos.org.cn/1000-9825/16/89.htm 

Abstract: One of the key issues in real-time theory is the schedulable analysis of a given task set with fixed 
priority. All the proposed schedulability test methods can be classified into two types: polynomial time methods and 
exact methods. Polynomial time methods use a sufficient schedulability condition, and several least upper bounds of 
the processor utilization under ideal assumptions have been developed. Exact methods based on the necessary and 
sufficient schedulability condition guarantee that the test result for every task set is correct. However, the 
pseudo-polynomial complexity of the exact tests is too complex to be executed online for large task sets. This paper 
presents a novel ISTA (improved schedulability test algorithm) for analyzing the schedulability of periodic task sets 
under Rate Monotonic priority assignment. A pruning theorem for the Task_i space is derived, the schedulability 
correlation among tasks and its effect on the schedulability test are investigated, and the related theorems are proven. 
Based on the above results, a new improved pseudo-polynomial schedulability test algorithm is developed, and 
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several comparative simulation experiments among the three methods are conducted. Extensive simulations show 
that the average schedulability test performance as a function of number of the tasks can be significantly improved. 
Key words: real-time system; schedulability; real-time scheduling; RM (rate monotonic) algorithm; hard real-time 

system 

摘  要: 固定优先级任务可调度性判定是实时系统调度理论研究的核心问题之一.目前已有的各种判定方法

可归结为两大类:多项式时间调度判定和确切性判定.多项式时间调度判定通常采用调度充分条件来进行,为此,
许多理想条件下基于 RM(rate monotonic)调度算法的 CPU 利用率最小上界被提了出来.确切性判定利用 RM 调

度的充要条件,保证任何任务集均可被判定,并且判定结果是确切的.但是由于时间复杂度较差,确切性判定方法

难以实现在线分析.提出了一种改进的 RM 可调度性判定方法(improved schedulability test algorithm,简称 ISTA).
首先介绍了任务调度空间这一概念,并提出了二叉树表示,然后进一步提出了相关的剪枝理论.在此基础上,研究

了任务之间可调度性的相关性及其对判定任务集可调度性的影响,提出并证明了相关的定理.最后基于提出的

定理,给出了一种改进的伪多项式时间可调度性判定算法,并与已有的判定方法进行了比较.仿真结果表明,该算

法平均性能作为任务集内任务个数的函数具有显著提高. 
关键词: 实时系统;调度;实时调度;RM 算法;硬实时系统 
中图法分类号: TP316   文献标识码: A 

与非实时系统相比,实时系统的一个显著特点是它们试图同时实现计算在逻辑上和时间上的正确性.在实

时系统中,计算的正确性不仅取决于计算的逻辑结果,也取决于结果产生的时间.1973 年,Liu 和 Layland 提出了

一种适用于可抢占的硬实时周期性任务调度的静态优先级调度算法——速率单调(rate monotonic,简称 RM)调
度算法,并对其可调度性判定问题进行了研究[1].所谓 RM 调度,就是为每一个周期任务指定一个固定的优先级,
该优先级按照任务周期的长短顺序排列,任务周期越短,其优先级越高,调度总是试图最先运行周期最短的任

务.Liu 指出了 RM 算法的最优性:一切可以用其他静态优先级调度算法调度的任务集均可以被 RM 调度.Liu 和

Layland 给出了 RM 可调度性判定的一个充分条件,这个充分条件就是后面所要讨论的 CPU 利用率最小上界. 
任务可调度性判定是实时系统调度理论研究的核心问题之一,现已经发表了大量关于单调速率(RM)和各

种扩展情况下的调度算法以及实时任务在这些算法下的可调度性判定研究的文章.目前已有的各种判定方法

可归纳为两大类:多项式时间调度判定和确切性判定.多项式时间调度判定通常采用调度充分条件来进行,学者

们研究了最坏情况下的调度特性,提出了一系列的CPU利用率最小上界.对一个任意大小的任务集,如果它总的

CPU 利用率小于或等于这个最小上界,则此任务集是可以调度的.基于此出发点,文献[2]提出了另一个改进的

CPU 利用率最小上界,文献[3,4]提出了一个双曲线的 CPU 利用率最小上界,文献[5]提出了一种多项式时间判定

算法,文献[6]利用线性规划来求解任务执行时间不确切条件下的 CPU 利用率最小上界.然而,对于一个含有 n
个任务的任务集来说,如果 CPU利用率大于 CPU利用率最小上界,则用多项式时间调度判定无法判断该任务集

合是否可调度,我们把这种特性称为判定的不确定性.这是因为判定条件 CPU 利用率最小上界是在最坏情况下

考察其可调度性而得出的,它只是一个充分但不必要条件.因此,多项式时间调度判定常被称为“悲观的”,这是其

不足之处. 
确切性判定利用充要条件进行判定.文献[7]给出了 RM 可调度的充分必要条件,文献[8]研究了 RM 可调度

在各种扩展条件下的充分必要条件.确切性判定保证了判定结果的确定性,任何任务集均可被判定,并且判定结

果是确切的.但是,确切性判定方法的算法的时间复杂度是假多项式的,不能被用来进行大任务集的在线判定及

准入控制 .文献 [9]提出了一种新颖的方法来分析 RM 调度下周期性任务的可调度性 ,并给出了具体的

HET(hyperplanes δ-exact test)可调度性判定算法,是目前所能搜集到的最好结果. 
对实时单调速率及其扩展算法的可调度性判定,文献[10]给出了详细的介绍.本文提出了一种新的改进的

RM 可调度性判定算法,并与现有的同类算法进行了比较. 
本文第 1 节具体介绍与本文相关的在实时系统领域的研究结果,这部分的介绍是后边论文工作的必要数
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学基础.本文的主要工作由第 2~4 节组成.第 2 节提出任务调度空间的概念,并给出任务调度空间的二叉树表示.
利用二叉树来组织调度空间元素,可以在二叉树成熟的理论基础上进行任务调度空间的剪枝理论研究,同时方

便了各任务间可调度相关性研究.第 3 节给出任务间可调度相关性的判定定理、实例及改进的 RM 可调度性判

定算法.第 4 节给出具体的仿真对比实验,对 3 种不同算法的性能进行了比较分析.结果表明,改进后的算法具有

运行更快、结果更准确的优点.最后指出进一步的研究方向. 

1   研究基础 

1.1   RM调度模型 

假设 },...,{ 1 nτττ = 是一个含有 n 个周期性任务的集合,集合中的任务用 ),( iii TC=τ ),...,1( ni = 来表示,其
中, 表示iT iτ 的周期, 表示iC iτ 的最坏执行时间,且有 ii TC ≤≤0 ),...,1( ni = . U ii TC /i = 表示 iτ 的 CPU 利用率,整

个任务集的 CPU 利用率定义为U .对任务集∑ =
= n

i iU1 }n,...,{ 1 τττ = ,RM 算法中通常假定: ,意味

着,若 1 ,则
nT<TT << ...21

nji ≤< i≤ τ 的优先级高于 jτ ,也就是任务集中任务按照优先级由高到低的顺序排列.需要特别提出

的是,理想的 RM 调度模型是指隐含截止期(即任务 iτ 的截止期限 等于 )的同步单机实时系统,具体的 7 个

基本假设请参考文献[10].若一个任务集利用 RM 算法进行调度是可行的,则称该任务集 RM 可调度.反之,则称

RM 不可调度. 

iD iT

1.2   CPU利用率最小上界 

CPU 利用率最小上界意味着对一个包含任意数量,每个任务取任意周期的任务集,如果其总的 CPU 利用率

不大于这个最小上界,则此任务集是可以调度的.在第 1.1 节基本假设的基础上,文献[1~4]对 RM 算法的可调度

性判定进行了研究,提出了多个 RM 算法下的 CPU 利用率最小上界.然而,这些最小上界来自于最坏情况下的估

计.使用上述 CPU 利用率最小上界进行调度判定,具有多项式时间复杂度,但却带有很大的悲观性.如图 1 所示. 
 
         

U   0                      Bound       1 

Fig.1  Physical meaning of schedulability test with CPU utilization least up bounds 

图 1  利用 CPU 利用率最小上界进行可调度性判定的物理意义 

图 1 中 3 种情况所代表的物理意义如下: 
(1) 整个 CPU 利用率小于 bound,任务集是 RM 可调度的; 
(2) 整个 CPU 利用率大于 1,任务集是 RM 不可调度的; 
(3) 整个 CPU 利用率介于 bound 和 1 之间,无法判定. 
可见,对于图中处于灰色区域内的任务集,有可能可调度,但利用 CPU 利用率最小上界来判定却无能为力. 

1.3   RM调度的充要条件 

由于利用 CPU 利用率最小上界进行可调度性判定是一种悲观的判定,文献[7]提出了 RM 可调度的充要 
条件. 

定理 1. 对任务集 },...,{ 1 nτττ = ,有 
(1) 任务 iτ 是可调度的当且仅当 

   1
/

min ≤=
∈ t

CTt
L jj

Sti
i

 (1) 

这里,  } /,...,1,,...,1|{ jiji TTrijrTS === . 

(2) 整个任务集是可调度的当且仅当 
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 1max
,...,1

≤
= ini

L  (2) 

然而,利用 RM 可调度的充要条件来进行判定虽然能够保证所有的任务集均可以被判定,而且判定的结果

是确切的,但是它是一种假多项式时间的算法,不适合实时在线判定.文献[9]提出了一种新颖的分析周期性任务

RM 可调度性的方法.它把任务集 },...,{ 1 nτττ = 看做是一个由任务参数 构成的 n-维空间中的点,那么可调度

性判定则可以看做是检查此点是否在某一个 RM 可调度的区域 M 内. 的定义如下: 
iC

nMn

  (3) }byeschedulablis|0,,),...,{(),...,( 11 RMCiRCCTTM i
n

nnn τ≥∀∈=

在上式中,周期 T 是参数,各个任务执行时间 是自由变量.因此,我们可以得到一组关于 变量的约束条

件,这组约束条件同时也是各个任务周期 T 的函数.  
i iC iC

i

事实上,尽管没有明确表示,在不等式(1)中各个式子的关系是一种逻辑“或”的关系,而在不等式(2)中各个

式子的关系是一种逻辑“与”的关系,如果用符号“ ”来表示逻辑“或”操作,用符号“∨ ∧ ”表示逻辑“与”操作,这样

定理 1 可以表示为 

  (4)       tCTttCTttCTt j
i
j jStnij

i
j jStnij

i
j jStni iii

≤∨∧⇔≤∧⇔≤ ∑∑∑ =∈==∈==∈=
 / /min /minmax 1,...,11,...,11,...,1

结合式(3)中 的定义与式(4),我们可以给出如下定理. nM
定理 2. RM 可调度的区域 为 nM

  (5)   } /|0,,),...,{(),...,( 1,...,111 tCTtCiRCCTTM j
i
j jStnii

n
nnn

i
≤∨∧≥∀∈= ∑ =∈=

这里,  } /,...,1,,...,1|{ jiji TTrijrTS === . 

为方便理解,我们给出例 1. 
例 1:设有一任务集,见表 1,先让我们看看每个任务的 RM 可调度性.用代数式表示,我们有 

Table 1  A periodic task set 
表 1  周期性任务 

i Ti Si 
1 3 {3} 
2 8 {3,6,8} 
3 20 {3,6,8,9,12,15,16,18,20}}

·对任务 1τ ,如果 31 ≤C ,则 1τ RM 可调度. 
·对任务 2τ ,如果不等式(6)成立,则 2τ RM 可调度. 

 83623 212121 ≤+∨≤+∨≤+ CCCCCC  (6) 
·对任务 3τ ,如果不等式(7)成立,则 3τ RM 可调度. 

  (7) 
203718361626152512

2492383623

321321321321

321321321321321

≤++∨≤++∨≤++∨≤++∨
≤++∨≤++∨≤++∨≤++∨≤++

CCCCCCCCCCCC
CCCCCCCCCCCCCCC

采用文献[11]的方法,我们可以得到一种简洁而直观的表示.用 表示集合 的第ijS iS j 个元素,并且假设 

  ijk
i
k kijij SCTSh ≤⇔∑ =

 /1 . 

那么不等式(6)和(7)分别等价于如下具有逻辑关系“或”的不等式约束: 
  (8) 232221 hhh ∨∨

  (9) 393837363534333231 hhhhhhhhh ∨∨∨∨∨∨∨∨

从文献[9]中我们已经得知如下结论: 
(1)  RM 可调度的区域 由 限定,但是在不等式(8)和(9)中,许多 实际上是无用的; nM ijh ijh

(2) 阻碍利用充要条件进行在线调度判定的一个很重要的因素就在于 的数量比较大,特别是对于任务

数很多的任务集.所有 的数量等于所有 中元素个数的总和; 
ijh

ijh iS

(3) 实际上通过消除一些具有逻辑“或”关系的 ,我们可以得到一个与 等价的子集.相比较而言,在这

个子集上进行可调度性判定具有更简单的时间复杂性. 
ijh nM

从这些结论出发,Bini[9]给出并证明了如下定理. 
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定理 3. RM 可调度的区域 可以由简化后的区域定义如下: nM

  } /|0,,),...,{(),...,( 1)(,...,111
1

tCTtCiRCCTTM j
i
j jTptnii

n
nnn

ii
≤∨∧≥∀∈= ∑ =∈= −

. 

这里, 由循环表达式(10)定义: )(1 ii Tp −

   )() /()(  },{)( 211210 iiiiiiii TpTTTpTpttp −−−−− ∪==  (10) 

同时不失一般性,对任意的时间间隔[0,b],有 
   )() /()(   },{)( 110 bpTTbpbpttp iiiii −− ∪==  (11) 

文献[9]证明了集合 等价于 ,即iS )(1 ii Tp − )(1 iii TpS −⇔ . 

对于例 1,我们有 

}.3{)3()(
},8,6{)8()6()8()(

},20,18,16,15{)20()18()16()15()20()16()20()(

0101

001212

0000112323

==⇔
=∪==⇔

=∪∪∪=∪==⇔

pTpS
pppTpS

pppppppTpS
 

与此同时,设 20,18,16,15 39383736 ==== SSSS ,式(9)等价于 
  (12) 39383736 hhhh ∨∨∨

定理 3 通过减少充要条件中不等式的数目,显著地增加了利用充要条件进行可调度性判定算法的性能.文
献[9]中提出了 HET 算法.尽管性能显著提高,但依然存在如下不足: 

(1) 从式(10)可以看出,在 计算的过程中,可能存在大量相同的元素,这增加了算法不必要的计算 )(1 ii Tp −

开销. 
(2) 定理 3 主要用来减少具有逻辑“或”关系间的处理,具有逻辑“与”的任务之间可调度相关性研究则被忽 

略了. 
(3) 当与任务集内某一个任务具有相同周期的任务加入到任务集中时,HET 算法失效. 
针对上述不足,本文将对其加以改进. 

2   任务调度空间及其二叉树表示 

2.1   二叉树基本理论 

二叉树(binary tree)是 个结点的有限集,它或者是空集)0( ≥nn 0=n ,或者由一个根结点及两棵互不相交的、

分别称作这个根的左子树和右子树的二叉树组成.二叉树中,每个结点最多只能有两棵子树,并且有左右之分.
没有左右子树的结点称为叶结点.组成树的各结点的最大层次,称为树的深度.树形结构是一类重要的非线性结

构,而二叉树是树形结构的一个重要类型.许多实际问题抽象出来的数据结构往往是二叉树的形式,即使是一般

的树也能简单地转换为二叉树,而且二叉树的存储结构及其算法都较为简单,因此二叉树显得特别重要. 
遍历是二叉树上最重要的运算之一,是二叉树上进行其他运算的基础.所谓遍历(traversal)是指沿着某条搜

索路线,依次对树中每个结点均做 1 次且仅做 1 次访问.访问结点所做的操作依赖于具体的应用问题.通常根据

访问结点操作发生位置来命名,有 3 种遍历算法:前序遍历、中序遍历和后序遍历.本文仅考虑前序遍历的递归

算法定义,算法的复杂度为 o . )(n

若二叉树非空,则依次执行如下操作: 
(1) 访问根结点; 
(2) 遍历左子树; 
(3) 遍历右子树. 
使用二叉树来组织信息是一种广泛使用的技术,由于非本文的重点,有关二叉树更多的理论介绍,请参考文

献[12]及有关书目. 

2.2   任务调度空间及其二叉树表示 

为便于以后的问题描述,首先给出如下定义: 
定义 1. 称 为任务)(1 ii Tp − iτ 的 RM 调度空间. 
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实时在线可调度性判定时,根据理想的RM调度模型假设(A5),计算任务RM调度空间的时间开销是可以忽

略的.对式(10)或式(11)采用递归算法,然而由于任务 RM 调度空间有其自身的特点,性能并不是很好,它需要我

们给出一定的优化方法来减少计算开销.对式(11) 
  )() /()(   },{)( 110 bpTTbpbpttp iiiii −− ∪== . 

如果把 看做是)(bpi   )/(1 iii TTbp − 和 的父结点,并且)(1 bpi−   )/(1 iii TTbp − 是它的左子结点, 是它的

右子结点,那么 可以表示为一棵二叉树. 
)(1 bpi−

)b(pi

图 2 中,结点 由带有 的圆圈表示,左边的数字表示树中各结点所在层(深度),右边的列表示与每个结

点深度相关联的任务周期. 越小的任务所对应的结点深度越大,周期最短的任务在树的叶结点层.为了符号的

方便表示,我们用结点 t 来意指结点 .由图 2 可见,

)(tp j t

iT
)(tp j   bpTTbp ii ==′ ,/

2

.如例 1 所示,例 1 中 的二叉树

表示如图 3 所示.当结点深度为 2 时,相关的任务周期为 T ;当结点深度为 3 时,相关的任务周期为 T . 

)( 32 Tp

1

t r t′r′ 

p′ p

b

Related task 
period 

Depth  
2 3( )p T

1 3( )p T

0 3 2 2( / )p T T T  

1 3 2 2( / )p T T T  

0 3 1 1( / )p T T T  
0 3( )p T

3 2 2 1 1( / / )p T T T T T    

2020 

2020 1515 

2020 1616 

1818 1616 

 1 Ti+1

 
Ti 2  

 
3 Ti−1  
. 
. 
.  

… 
 

Fig.2  Bintree expression of RM schedulability space    Fig.3  Bintree expression of in Example 1 )(bpi )( 32 Tp
图 2  任务 RM 调度空间 的二叉树                 图 3  例 1 中 的二叉树表示 )(bpi )( 32 Tp

结合式(12),二叉树表示实际上就是用叶子结点来表示具有逻辑“或”关系的一组约束条件.更进一步地,我
们给出如下定义. 

定义 2. 前序遍历二叉树 ,如果具有同样深度的结点 在结点)(bpi t t ′之后被搜索到,则称 晚于结点 ,或

者说 早于 t . 

t t ′

t ′

2.3   剪枝理论 

定理 4. 设 是二叉树 中具有相同深度的任意两个结点,并且结点 要晚于结点 n ,那么当且仅

当 时,结点 才有意义.否则,分枝 可以被剪切掉. 
21 , nn

2n
)(bpi 2n 1

12 nn > 2n
证明:有两种情况存在:一是结点 有相同的父结点,二是 的父结点不同.当结点 有相同的父

结点时,以图 2为例,设
21 , nn 21 , nn 21 , nn

,, 21 tntn =′= 21 , nn 的父结点是 ,根据定义则有:p   11/, −−=′= ii TTptpt .容易得知, 当

时,分枝 t 可被剪切掉,定理成立.综合两种情况,对结点深度 采用数学归纳法来证明定理 4. 

,tt ′≥

tt ′= d
(1) 当结点深度为 2 时,属于第 1 种情况,得证. 
(2) 当 时,假设对所有的具有同一树深度的任意两结点 , 晚于 ,定理 4 成立,即有 .那

么我们需要证明当

nd = 21 , nn 2n 1n 12 nn >

1+= nd 时,如果 晚于 ,且2n 1n 12 nn ≤ ,分枝 可以被剪切掉.同时,对结点 有相同父结

点的这种情况已得证,因此我们只需证明第 2 种情况. 
2n 21 , nn

当 的父结点不同时,以图 4 为例,设21 , nn ,, 21 tnrn ′== r 的父结点是 o ,且 的左子结点是 的父结点是

,且 的右子结点是 t. 是有相同深度 的任意两个结点,且
o ,r′ t ′

p p po, n po < .并且与当前结点 ,r′ r , 和 相关的任

务周期为 T .此时我们有:
t t ′

j   jj TTo  /r =′ , or = ,   jj TTpt  /=′ , pt = .因为 t r>tt≤′ , ,所以只需证明对 t 定理成立

即可.此时有: 

,′

(1) 对   jj TTor  /=′ ,在这种情况下,由于 o ,显然直接可得 ,p< rt ′≥′ 若 ,rt ′=′ 分枝 t ′可以被剪切,定理成立. 

(2) 对 or = ,采用反证法.假设 t r<′ ,分枝 t ′不能被剪切,设   kTp j =/ ,那么有 t jkT=′ .根据假设, ,

可得

ort =<′

    jjjj kTTTkTo jj TTr =≥=′  / / , r即 jkT≥′ .又根据 定义,)(bpi jTtj pTtp +′<⇒<′− 又 可得jkT=, ,tpo ′<
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jTko )1( +< .因此 jTkor )1( +<≤′ .这样便有 jj TkrkT )1( +<′≤ .故有 tr ′=′ ,可见分枝 t ′被覆盖,能被剪切,与假设

矛盾. 

,15,9(5M

,2,,...,2 >nn

)( 54 Tp

(4p

2≤ 2 2,2 Tn <= (2 iT1ip −

2/1 <+ ii T )()( 11 iiii TpTp −− =

2/1 <+ iT  iT

  )/( 11 +− )()( 111 +−− ∪)( 1+ ∪iii pTTT
2

iiii TpTpii Tp )1+(1−i Tp
=n / 12 T }{) 2T∪},{)( 2121 TTTp ==

3=n   2/ 13 ≤TT

)(1 ii Tp −∈

13 2TT < (1p

otherwise  ,
/if  ,) 1







= ∑ =

F
TtTt

i
j .≤ tj

T
Ttf i =)( iτ

iτ

iτ
,2/, <> ji TTji )() 11 jjji pTpT −− =∩

 /2 1...1⇒< −+ iji TT

),(, 1 ii Tptji −

iT

),(1 jj Tp −

)1jT + ⊂)(1 jj Tp − ⊂ i

∈> ),(1 jj Tp −∈ f i (

,i > )(),(1 tfTpt iii∈ − iτ

综合上述情况,定理 4 得证. □ 
为了更好地理解定理 4,我们来看下面的例子. 
例 2:用剪枝理论对 中 的二叉树表示进行剪枝,所有被剪去的分枝不再被显示.如

图 5 所示,几乎一半的结点在最底层被剪掉了. 

)100,30,16
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Fig.4  Nodes in bintree               Fig.5  Bintree expression of after pruning )5T
图 4  结点示意图                      图 5  剪枝后 的二叉树表示 )( 54 Tp

定理 5. 如果=∀i  / 1TTn 或者 1T ,那么 }{))( 1 iii TpT ∪= −− . 
引理 1. 如果 T ,那么 )( 1ii Tp + ∩ . 
证明:如果 T ,那么i  1/1 =+ iT ,这样有 

)( 11 +− == iii Tp ,可见 ,得证. □ () ⊂ iii Tp
定理 5 的证明:当 , 2<T 时,有 ( 10 Tp ,定理 5 满足; 
当 时,因为 ,根据定理 4,当 时, 的左子结点将被剪切,而当 T 时,其右子

结点将被剪切.依次类推,对二叉树 结论依然成立,定理 5 得证. □ 
)3T 13 2T=

)(1 nn Tp −

定理 4 与定理 5 都很重要,后面会被用到. 

3   任务间可调度相关性及改进的 RM 可调度性判定算法 

3.1   任务间可调度相关性分析 

为便于问题的数学描述,首先给出如下定义: 
定义 3. 设 ,定义函数  t )(tf i

  ( Cf j
i  

这里, 意味真(true),F 意味着假(false).该函数的意义为:如果任务调度空间中元素 使得函数值为真,即
,则根据定理 1 有任务

t
RM 可调度.注意,如果任务调度空间中元素 使得函数值为假,即 ,任

务

t Ftf i =)(
RM 不一定不可调度.因为在任务 iτ 的 RM 调度空间中可能有另一元素 t ′ ,使得 ,从而使得任务Tf i =t ′)(

RM 可调度. 
定理 6. 如果 那么 )((1 ji Tp − . 

证明:  ,1/ =jT 由引理 1 有, 因此  

定理得证. □ 

), =∩ −− )()( 11 jjii TpTp(...( 1ij Tpp −⊂

定理 7. 如果 同时有 t 并且 Tt =) ,那么 Ttf j =)( . 

证明: j 设 ,T= 由定理 2,任务 是可调度的,则有 
t/T1C1+t/T2C2+…+t/TjCj+…+t/Ti−1Ci−1+Ci≤t. 
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由此可得 
t/T1C1+t/T2C2+…+t/TjCj≤t. 

由已知条件 t 可见任务),(1 jj Tp −∈ jτ 可调度.定理得证. □ 
定义 4. 表示 的最大元素, 表示 的最小元素. max

ip )(1 ii Tp −
min
ip )(1 ii Tp −

引理 2. . ii Tp =max

由 的定义直接可得. )(1 ii Tp −

定理 8. 设 整除 ,记为 tt ′ t t|′ ,并设 为正整数 ,如果有,tkt ′= k ),(),( 11 jjii TptTpt −− ∈′∈ 1,...,1 −= ij ,设 

jj nTt ε+=′ / , 是一非负整数,n ),1,0(∈jε 如果 有,j∀ )1,/11( kj −∈ε 或者 0=jε ,而且 ,那么  Ttf i =)( Ttf j =′)( .

证明:对 ,j∀ jε 有两种情况: 

(1) ,j∀ )1,/11( kj −∈ε ,可得 

         jjjjj TtkknkknnkTtkTt /)1()(// ′=+=+=+=′= εε . 

(2) ,j∀ 0=jε ,可得 

       jjj TtkknknTtkTt /// ′===′= . 

根据已知条件 Ttf i =)( ,任务 iτ 可调度,由定理 2,则有    tCTt k
i
k k ≤∑ =1 / .

由情况 1 和情况 2,有 

     
    .//

///

11

11

tCTttkCTtk

tkCTtCTtktkCTtk

k
j
k kk

j
k k

k
i

jk kk
j
k kk

i
k k

′≤′⇒′≤′⇒

′≤+′⇒′≤′

∑∑
∑∑∑

==

===  

任务 jτ 可调度,定理得证. □ 

定理 9. 如果   2/ 1 ≤TTn , ),(1 nn Tpt −∈ 而且 ,)( Ttf n = 则任务集τ 可调度. 

证明:根据定理 5,可分为两种情况: 
(1) 当 或者 T2>n 12Tn < 时,有 }.{)()( 121 nnnnn TTpTp ∪= −−− 由定理 5,如果 t ),(1 nn Tp −∈ 并且 由

定理 7,
),( 12 −−∈ nn Tpt

Ttnff n Tt =⇒( =) − )(1 成立.另一方面,如果 ,则有 nTt =

1
1
1

1
1

1
1 2/2/2 −

−

=

−

=

−

=
≤⇒≤+⇒≤+ ∑∑∑ n

n
i inn

n
i inn

n
i i TCTCCTCC . 

由定理 1 可知, 1−nτ 可调度.以此类推,可知任务集τ 可调度. 
(2) 且 ,此时 这样,如果2=n 12TTn = },{)( 221 TTp = ,)( 22 TTf = 可得 ,2 221 TCC ≤+ 不等式 成

立.很显然,任务集

121 2/ TTC =≤

τ 可调度. 
综上所述,定理得证. □ 
定理 10. 假设 t 并且),(1 ii Tp −∈ ,)( Ttf i = 同时 ,2/ 1 <−ii TT 如果 ,1−≤ iTt 那么, 

)( 12 −−∈ ii Tpt , .)(1 Ttf i =−  
引理 3. .),(),( btbptbpb ii ≤∈∀∈  

由定义,有 ),(}{)(0 bpbbp i∈= 根据引理 2,得证. □ 
定理 10 的证明:首先我们证明当 t 成立时,1−≤ iT )( 12 −−∈ ii Tpt .由定理 6,有 

)()()( 12121 −−−−− =∩ iiiiii TpTpTp . 
由定理 5,当 2/ 1 <−ii TT 时, 

  )()()()/()( 21221121 iiiiiiiiiiii TpTpTpTTTpTp −−−−−−−− ∪=∪= . 
已知 t ,如果)(1 ii Tp −∈ )( 12 −−∉ ii Tpt ,那么一定有 t )(2 ii Tp −∈ .根据引理 3 和定理 4,有 否则,分枝 将会

被剪掉.这与已知条件矛盾.因此,
,1−> iTt t

)( 12 −−∈ iTipt 得证.  
另一方面,根据定理 7,如果 则有,)( Ttf i = .)(1 Ttf i =− 综上,定理 10 得证. □ 

3.2   示  例 

为了便于理解上述定理,我们给出如下例子: 
例 3:可调度区域 ,由定理 3,各个任务调度空间如下: )30,20,8,3(4M
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}.3{)3(},8,6{)8(},20,18,16,15{)20(},30,24,20,18,16,15{)30( 0123 ==== pppp  

运用定理 7 和定理 8,可以得到如下任务间的可调度相关性: 

.)15()30(
;)20()20(    ;)6()18()18(

;)8()16()16(       ;)15()15(

23

23123

12323

TfTf
TfTfTfTfTf

TfTfTfTfTf

=⇒=
=⇒==⇒=⇒=

=⇒=⇒==⇒=
 

举例说来,当任务 3τ 的调度空间有一元素 16 使得任务 3τ RM 可调度时,我们就可知 2τ 和 1τ 亦 RM 可调度. 
例 4:假设有一和谐任务集 },...,{ 1 nτττ = ,根据和谐任务集的定义 [5,13],此时有 ],1,1[, −∈∀ nii ,| 1+ii TT 设

,iiin TkT ε+= 很显然 .0, =∀ ii ε 根据引理 3, T ),(1 ii Tp −i ∈ ),(1 nnn TpT −∈ 我们有 

  ∑∑∑∑
==

== === n
i ii

n
i ini

n

n
i ii

n

i
n
i in TCkTC

T
Ck

T
CTT

11
11 /)//(

 /
. 

可见,根据定理 1,当CPU利用率U 时,1/1 ≤= ∑ =

n
i ii TC ,)( TTf nn = 任务 iτ RM可调度.由定理 8,因为 T

而且 可得到

,|1 nn T−

,|,1,...,1 1−−=∀ ni TTni ,)( 11 TTnf n =−− −n任务 1τ RM 可调度.以此类推,整个任务集是 RM 可调度的.从

而证明了文献[5,13]的理论:对任意的和谐任务集,如果U ,那么和谐任务集是 RM 可调度的. 1= /1 ≤∑ =

n
i ii TC

3.3   改进的RM可调度性判定算法,简称ISTA(improved schedulability test algorithm) 

与文献[9]中的 HET 算法不同,ISTA 采用后向推理.伪代码如下: 
boolean RMTest(τ ) { 

for(int i=n;i>0;i--) { 

if(!isSched(i))       //Test each task’s schedulability backward 

return false;    //Task τi is not schedulable 

else if ( 2/ 1 ≤TTi ) 

return true;     //Theorem 9 is applied here 

} 

return true;            //Task set is schedulable 

} 
函数 isSched(int i)用于确定任务 iτ 是否错过最后截止期.在这个函数中,为了剪去一切不必要的计算,一个

跟踪执行流的全局变量被保存,函数通用的过程如下: 

Step 1.  ;/1 ii TTdiv +=

Step 2. If  && latest2<div ,_ iTt <  return true; //Theorem 10 is applied here 

Step 3. read one element t from ;         //Theorem 4 is applied here )(1 ii Tp −

Step 4.  if is an integer and ,_ kttlatest = k knTtij jjj /11,/,,...,1 −>+==∀ εε  or 0=jε  

  return true;        //Theorem 8 is applied here 

Step 5. if (∑ ){   //Theorem 1 is applied here   tCTt j
i
j j ≤
=

 /
1

;_ ttlatest =        //Global variable to remember the executing flow 

Step 6.  if all elements of have been tested, return false, otherwise, go to Step 3. )(1 ii Tp −

3.4   算法性能分析 

普通实时系统的调度判定通常是一个强 co-NP-hard 问题[14],也就是说,如果 NPP ≠ ,则不可能存在多项式

时间算法和伪多项式时间算法.在第 1.1 节理想的 RM 调度模型中,假设所有任务在 0 时刻发出请求,并且任务

截止期与请求周期相等,这是一种隐含截止期的同步实时系统.BARUAH 等人[14]指出了这种特殊实时系统的调

度判定问题的复杂性目前仍然未知,现阶段人们所发现的最好的算法是伪多项式时间算法.这里给出 ISTA 的性

能分析及实现开销. 
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设有周期任务集 },...,{ 1 nτττ = ,对任务 ),,( nnn TC=τ 根据二叉树理论,其调度空间最多有 个元素即叶结

点数量,对每一个结点元素进行调度判定需执行 次操作,任务

12 −n

n nτ 调度判定的算法复杂度为 ,为指数时

间算法.实际上,其调度空间元素个数最多为 ,而且 ,所以真实复杂度应为 o ,即为伪多项式时间

算法.考虑一共有 个任务,ISTA 时间复杂度为 ,该算法执行时间不仅与问题规模相关,而且与任务集

)1 n2(o n−

nT <<nT

)( 2
nTno

12 −n )( nnT

n τ
中最大的任务周期 T 相关,所以是一种伪多项式时间算法.同时,在实现 ISTA 时,还存在两方面的实现开销:一是

需要 的时间开销对任务集

n

)log( nno τ 进行排序,使得 T nTT <<< ...21 ;二是需要 的时间对任务)( iTo iτ 的调度空

间进行二叉树遍历. 

4   对比仿真性能比较 

针对文献[7]给出的未简化的 RM 可调度性判定充要条件,文献[9]提出的 HET 算法以及本文提出的 ISTA,
这里给出 3 种算法的平均性能比较.在文献[9]中,衡量算法复杂度的性能指标是算法内部的循环次数.本文结合

ISTA 的实际情况,算法性能指标定义为各算法占用的 CPU 处理时间.通常可以认为算法占用 CPU 的时间是算

法内总循环次数的递增函数,即有 
CPUElapsedTime= . )(nTimesf

这里,nTimes 就是每种算法内循环的总次数.同时,当 时,有 .这样,本文定义的性能指标

就与文献[9]中的性能指标相一致. 
21 nn > )()( 21 nfnf >

实验随机产生各个任务 ,各任务的周期 随机地从 [1,10000]中产生 ,各任务的执行时间 随机地从iT iC
))1,0(),/(1](,0[ ∈= ψψςς nTi 产生得到,这里ψ 是一个调整系数, 是任务集内任务的数量.实验发现,如果 是一

个在 [ 内的随机数,那么整个任务集绝大部分是不可调度的,所以我们定义了一个与任务集所含任务个数

成反比例的影响因子

n iC
],0 iT

ς ,使得可调度任务集的数量可以控制.调整系数ψ 越小,影响因子 ς 就越大,可调度的任

务集越少.反之,调整系数ψ 越大,影响因子 ς 就越小,可调度的任务集越多.为了得到一个平均性能,避免由于不

同大小的相邻任务集因特性不一样带来平均性能的剧烈波动,对同样大小的任务集选取 5 个样本进行测试,不
同大小的相邻任务集所含任务个数相差为 2,每次实验任务集大小从 0~100,这样每次实验一共随机产生 250 个

任务集.仿真环境是在 Window 2000,Pentium III 600,256M RAM 环境下进行的,同时对每一个实验,各算法运行

环境相同,以保证算法性能的可比性. 
所有实验均假设,算法所占用 CPU 处理时间同时也是任务集所含任务个数的函数.实验给出不同影响因子

情况下的平均性能比较结果.在下面的所有比较图中,横坐标是采样任务集内所含任务个数,在实验中,任务集

所包含的最大任务个数是 100.纵坐标是各算法在判定相同的任务集时所占用的 CPU 时间, 表示实验中不

可调度的总的任务集的个数.RM代表利用未简化的RM充要条件进行可调度性判定分析的算法,我们用实线表

示 ISTA 算法的性能,点虚线表示 HET 算法的性能,破折线表示利用未简化的 RM 充要条件算法的性能. 

num

对具有属性 T 的任务集,过去已有许多学者做了很多研究工作.可以证明除了 这种特

殊情况外,对所有的任务集,都有 S
2/ 1 ≤Tn 12 2,2 TTn ==

},...,,{)( 211 iiii TTTTp == − .也就是说,各任务调度空间无法被减少,任务集可调

度区域 无法被简化.此时 3 种算法性能一致,这里不再进行比较. nM
在下面的实验中,我们不要求 2/ 1 ≤Tn

ip −

T ,每个任务的请求周期 T 在[1,10000]范围内,这种情况更符合大多

数的实际需求,具有更好的现实意义.此时, 是 的子集,各个任务调度空间被简化,各个任务集可调度区

域 减少.实验结果如图 6 所示. 

i

)(1 iT iS

nM

从图 6(a)、图 6(b)可以看出,对于含有任意周期任务的任务集,ISTA 要好于未简化的 RM 可调度性判定,同
时优于 HET 算法.其原因是 ISTA 与 HET 算法的各个任务调度空间均少于未简化的 RM 可调度性判定的调度

空间,而 ISTA 一方面利用剪枝理论,优化了任务调度空间的搜索过程,另一方面,分析了具有逻辑“与”关系的任

务间的可调度性相关性,简化了部分判定分析,克服了 HET 算法的部分不足,相对于同是伪多项式时间的 HET
算法而言,具有更小的时间开销,也就表现出更好的优越性.表 2 给出了当 99=num 时部分任务集所占用 CPU 处

理时间的比较结果. 
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(a) 173),65.0/(1,65.0 === numnςψ                    (b) 12),75.0/(1,75.0 === numnςψ  

Fig.6  Average performance comparison among three algorithms with any periodic task sets 

图 6  任意周期任务时 3 种算法平均性能比较 
Table 2  Comparison on CPU elapsed time among different task sets           (s) 

表 2  不同任务集所占 CPU 时间比                          (秒) 
Task set size 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

RM 1.842 3 2.333 3 3.151 0 4.726 7 4.773 7 5.892 0 7.050 0 8.001 3 8.696 0 
HET 0.067 0 0.136 7 0.247 0 0.507 3 0.637 7 0.841 0 1.135 3 1.582 3 1.752 3 
ISTA 0.060 3 0.113 7 0.227 0 0.424 0 0.350 0 0.767 7 0.927 7 0.971 7 1.442 0 

Ratio impr. by 
ISTA vs. HET (%) 10 16.83 8.10 16.42 45.12 8.72 18.29 38.59 17.71 

从表 2 可以看出,ISTA 平均性能比 HET 算法的平均性能要好,最大平均性能提高接近 45.12%,性能提高率

平均可达 19.98%.而且任务集越大,平均性能提高越多.同时从图 6(b)还可以看出,不可调度的任务集数量越少,
平均性能提高也越大. 

此外,从图 6 可以看出,不同大小的相邻任务集之间平均性能的变化对 3 种算法都会出现波动现象,这是因

为算法对不同属性的任务集特性不一.比如,有两个相邻任务集,其中一个任务集包含 80 个任务,另一个任务集

包含 82 个任务.如果第 1 个任务集可调度,第 2 个任务集不可调度,并且第 2 个任务集的第 10 个任务不可调度,
很显然,判定的顺序以及不可调度的任务出现的时间对可调度性判定算法占用的处理机时间有很大程度的影

响.同时,任务集越大,差别也将越大.实验还发现,HET 算法不能很好地处理任务集中包含具有相同周期任务的

特殊情况,而 ISTA 和未简化的 RM 可调度性判定却能得到正确的结果. 

5   结  论 

本文在传统的 RM 调度充要条件的基础上,结合二叉树理论,给出了任务可调度空间的概念,用二叉树形式

表示了任务调度空间元素之间逻辑“或”的关系,给出了相应的剪枝理论.在此基础上,进一步研究了任务集内具

有逻辑“与”关系的单个任务之间的可调度相关性,提出了基于未简化的 RM调度算法的一种新的改进的周期性

任务集的可调度性判定算法.这一算法在减少调度空间的同时,兼顾了各个任务之间的可调度相关性,有效地克

服了传统的 RM 算法和 HET 算法的不足.在本文中进行的仿真对比实验结果显示了 ISTA 的优越性.我们相信,
这一结果将会吸引更多的学者对 RM 可调度性判定多项式算法或伪多项式算法进行更深入的研究. 

作为更进一步的研究工作方向,实时系统在不完全信息情况下的优化设计是一项有意义的深入点.以前的

工作大多基于每个任务的属性是已知的这一理想情况,然而这并不能完全代表所有的实际应用情况.比如,每个

任务的执行时间与多个因素相关,如硬件、软件的实现等,它不是固定不变的.如何利用现有的理论指导实时系

统的优化设计将是一个有意义的工作. 
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