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Abstract: Support vector machine (SVM) is a learning technique based on the structural risk minimization 
principle, and it is also a class of regression method with a good generalization ability. This paper presents an 
improved SMO (sequential minimal optimization) algorithm to train the regression SVM, which gives an the 
analytical solution to the QP problem of size two. A new working set selection method and a stopping condition are 
developed. The simulation results show that the improved SMO algorithm is significantly faster and more precise 
than the original SMO one. 
Key words: support vector machine; kernel method; regression; SMO (sequential minimal optimization) 

摘  要: 支持向量机(support vector machine,简称 SVM)是一种基于结构风险最小化原理的学习技术,也是一种新

的具有很好泛化性能的回归方法,提出了实现回归支持向量机的一种改进的 SMO(sequential minimal optimization)
算法,给出了两变量子优化问题的解析解,设计了新的工作集选择方法和停止条件,仿真实例说明,所提出的 SMO 算

法比原始 SMO 算法具有更快的运算速度. 
关键词: 支持向量机;核方法;回归;序列最小优化 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

自从 Vapnik[1]等人提出支持向量机(support vector machine,简称 SVM)理论以来,由于其出色的泛化能力,
已在模式识别和函数估计方面取得了越来越多的进展[2~4].但是,由于 SVM 的训练方法归结为求解一个受约束

的二次型规划问题,对于较多训练样本数据的情况而言,训练支持向量机的计算量是比较大的,需要很大的内存

和很长的运行时间,因此限制了它的实际应用.为了简化支持向量机的训练,降低其计算复杂度,Platt[5]提出了序

列最小优化(sequential minimal optimization,简称 SMO)方法,其主要思想是把一个大的优化问题分解成一系列
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只含有两个变量的优化问题.由于 SMO算法的出色性能,Smola和 Scholkopf[6,7]提出一种训练回归 SVM的 SMO
算法,这个算法是 Platt 算法的类比扩展.S.K. Shevade[8] 和 Gary William Flake[9]对 Smola 的算法进行了一些改

进.本文提出另一种改进的 SMO 算法,这种算法的特点是充分利用支持向量机的几何意义,以便提高算法的快

速性. 

1   回归 SVM 简介 

对于回归问题,给定训练样本xi∈Rn, liRyi ,...,1, =∈ ,采用式(1)拟合样本集: 

 f(x)=wTφ(x)+b. (1) 
这里,φ(⋅)是指由输入空间到特征空间的非线性映射,f(⋅)在特征空间中表示为一个线性函数.回归 SVM 的目的是

用函数 f(⋅)去拟合数据样本,同时保证能得到很好的泛化能力.为了增加回归的鲁棒性,Vapnik[1]提出了ε-不灵敏

损失函数,其特点是忽略小于ε的拟合误差.综合考虑拟合误差和函数复杂度,回归 SVM 可以表示为如下的约束

优化问题: 
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这里,C>0 是函数复杂度和损失误差的一个平衡量.优化问题(2)的 Lagrange 函数为 
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把上述KKT条件代入优化问题(2)的目标函数中,根据对偶原理和核函数技术,可以得到式(2)的对偶优化问题: 
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2   改进的 SMO 算法 

为了推导方便,作一些变量替换,令 
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则式(3)、式(4)分别变为 
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核函数k(xi,xj)简写为kij. 

2.1   子优化问题的解析解 

SMO 算法是把一个大的 QP 问题转化成一系列的具有两个变量的 QP 问题,参照文献[9]的一些方法,假设

待求的两个优化变量为 ba αα , ,把式(5)的目标函数表示成变量 ba αα , 的函数,而把其他 Lagrange 乘子视为常数,

可得: 
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ijji kkfkv ,L′是式(5)的目标函数中不含有 ba αα , 的项,即相对于 ba αα , 来说是

不变的.具有上标*的量是指前一次迭代的值.由优化问题的等式约束,可以假设: 
 babas αααα +=+= *** , (8) 

由式(8)可以得到: 

 ba s αα −= * , (9) 

把式(9)代入式(7),有 
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为了求式(10)的极小值,必须求偏微分
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这种定义在数学上是允许的,这样可求得: 
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由式(12)可以写出变量 bα 的递推计算公式,如下: 

 ))]sgn()(sgn([ ****
bbbaabbb sffyy ααεηαα −−+−+−+=

v , (13) 

其中
abbbaa kkk 2

1
−+

=η . 

H 
ab aa<0<ab 

s*(if s*>0) 
0(if s*<0) 

sgn(aa)=sgn(ab) 
0(if s*>0) 
s*(if s*<0) 

L ab<0<aa 

∂L(ab)/∂ ab
由于两个符号函数的存在,式(13)是递归的,必须

求其解.如果 SVM 的核函数满足 Mercer 条件,就可以

保证下式成立: 
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即随 bα 的增加而增加,而且,如果 ,偏导数的变化

曲线是具有两次突变的分段直线,如图 1 所示. 

0* ≠s

图 1 显示了对偶目标函数的偏导数
b

bL
α
α

∂
∂ )(

的变

化情况.考虑以上因素我们来求方程(13)的解,这个方程存在 5 个可能的解,3 个解对应于 ))sgn()(sgn( bbs αα −−∗

的值,取−2,0,2,另两个解是 bα 等于 0 和 S*. 

Fig.1  The curve of ∂L(ab)/∂ ab 
图1  随变化曲线图 

取 ))sgn()(sgn( αα −a 的值分别为–2,0,2,代入式(7)中,如果能使式(11)等于 0 则接受此新值,如果上面的取值

失败,尝试取 bα 值为 0 或 S*,利用 bα 值的正(负)扰动是否能使式(11)取正(负)值来判断取 0 还是 S*.总结以上讨

论,可以得到 bα 的更新律,见式(14),式中 0+,0−,s*+,s*−分别表示 0 和 S*的正负微小扰动. 
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考虑到 bα 所受的矩形约束,即 CC b ≤≤− α ,我们定义: 

L=max(s*−C,−C), 
H=min(C,s*+C), 

以上等式的高低边界限制可以确保优化变量 ba αα , 的值在 C± 之间. 
根据KKT条件可求得常值偏差 0α 的更新,强迫使SVM的输出 bbaa yfyf == , ,有 
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把以上两式平均,即可得到 
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)(5.0 000
ba ααα += . 

2.2   选择待优化Lagrange乘子 

在 SMO 算法中,如何选择子优化问题的工作集是非常重要的,它严重影响了算法的收敛性和快速性.事实

上,即使我们不采用任何选择方法,只是按顺序抽取 ba αα , 的所有组合进行优化,目标函数也会不断下降,直到任

意一对 ba αα , 都不能继续优化,目标函数就会收敛到极小值.但是这种情况下算法的收敛速度会很慢,为了提高

算法的收敛速度,必须采用某种启发式方法来选择工作集.Platt 和 Smola 采用了一种两层循环的方法,外层循环

遍历所有样本,找到训练集中违反 KKT 条件的样本,内层循环针对违反 KKT 条件的样本选择另一个样本与它

配对优化(即指优化它们的 Lagrange 乘子),选择的依据是尽量使这样一对样本能取得最大优化步长.我们认为,
这种选择优化变量的启发式策略存在一定的缺陷,就是第 1 个优化变量的选取过于随机.下面对这种优化变量

的选择策略作进一步的改进,采用另一种启发式方法来选择待优化的 Lagrange 乘子 ba αα , . 

对于优化问题(5),当只考虑等式约束时,可以得到目标函数: 
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根据文献[10]可知,Lagrange乘子λ等于待求函数的常值参数b ,即λ=b,因此有 
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可求得目标函数对优化变量 bα 的梯度分量为 
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其中sgn(⋅)是符号函数. 
对于一个目标函数来说,一个优化变量的梯度分量的绝对值越大,这个优化变量的变化对目标函数值的改

变量就越大,因此我们就根据这一点来选择第 1 个优化变量,对于第 2 个优化变量的选择,像 Smola 所使用的方

法一样,使优化变量本身获得最大的变化量.综上所述,选择两个待优化变量的策略如下: 
① 对第 1 个优化变量的选择是算法的外部循环,首先遍历训练样本集中的非边界样本,找出样本中违反

KKT 条件的样本,若找不到则遍历整个训练集,找出样本中违反 KKT 条件的样本,如果还是不存在违反 KKT 条

件的样本则退出循环 ,结束程序 ;从违反 KKT 条件的样本中找出使目标函数梯度绝对值最大的样本 (即

Max(|Eb+εsgn( bα )|))所对应的优化变量 bα 作为第 1 个优化变量. 
② (A) 在确定第 1 个优化变量之后,进入算法的内部循环,再从违反 KKT 条件的非边界样本中找出使

|Ea−Eb|最大所对应的 Lagrange 乘子 aα 作为第 2 个优化变量进行优化; 
(B) 若(A)步所选择的优化变量不能产生改进,则遍历非边界样本,从违反 KKT 条件的优化变量中随机找

出 Lagrange 乘子 aα 进行优化; 
(C) 若(B)也无法使优化变量产生改进 ,则遍历整个训练集 ,从违反 KKT 条件的优化变量中随机找出

Lagrange 乘子 aα 进行优化; 
(D) 若(A),(B),(C)都不行,则算法忽略外部循环中所选择的第 1 个样本,继续外部循环. 
这种选择策略的第①步是使所选取的优化变量能够使目标函数的下降最多,第②步是使优化变量本身的

变化量大,进而使目标函数的变化量大. 

2.3   完整的SMO算法 

总结以上各部分的讨论,完整的 SMO 算法可以表示如下: 

(1) 初始化 oldold , ba αα ; 
(2) 利用第 2.2 节提供的方法选择优化变量 ba αα , ; 
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(3) 利用式(14)计算 new
bα ; 

(4) 如果 Hb >newα ,设定 Hb =newα ,如果 Lb <newα ,设定 Lb =newα ; 

(5) newoldoldnew
bbaa αααα −+= ; 

(6) )(
2
1

00
new

0
ba ααα += ; 

(7) 如果对于所有的样本均满足 KKT 条件,go to (8),否则 go to (2); 
(8) 输出α ,停止程序. 

3   仿真实验 

本节将采用一个具体的实例来验证我们所提出的算法,选择所需要拟合的函数为 
y(x)=4sin(2x)−x. 

首先产生训练和测试样本集,产生一个随机数列 x,具有 200 个点,代入上式生成 200 个样本(x(k),y(k)),如图

2 所示.总样本集中的前 100 个作为训练样本,用来训练 SVM,后 100 个作为测试样本,用来检验 SVM 的学习性

能和泛化能力. 

选择SVM的有关设计参数,核函数选RBF函数,即
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C=50,τ=0.5.采用上文提到的SMO算法来训练SVM,同时也利用原始的SMO算法来训练SVM,以便于比较.得到

如图3和图4所示的仿真结果. 
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Fig.2  Samples set            Fig.3  The simulation result of improved SMO algorithm 

图2  样本集                           图3  改进的SMO仿真结果  
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Fig.4  The simulation result of original SMO algorithm 

图4  原始SMO算法仿真结果 
图中,点(.)代表 SVM 的输出,实线(－)代表实际样本的输出.从仿真结果图 3 和图 4 可以看出,两个训练方法

都能够使 SVM 具有良好的学习性能.原始 SMO 的运行时间约为 5.6s,训练误差为 0.11,测试误差为 0.12;我们提
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出的 SMO 算法的运行时间为 1.7s,训练误差为 0.09,测试误差为 0.11.可以明显看出,我们提出的 SMO 算法比原

始算法优越,不但运行时间短,而且拟合精度也好. 
Table 1  The contrast of improved SMO and original SMO 

表1  改进的SMO和原始SMO的比较 
 Training error Testing error Running time (s) 

Improved SMO algorithm 0.09 0.11 1.7 
Original SMO algorithm 0.11 0.12 5.4 

在改变不灵敏参数ε时,可得到学习机的ε参数和支持向量的个数的关系,如图 5 所示. 
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Fig.5  The number of support vector with parameter ε 
图 5  支持向量数随ε变化的曲线 

可以看出,随着不灵敏参数ε的增大,支持向量数递减,支持向量机解的稀疏性增加. 

4   结  论 

针对回归支持向量机的学习方法计算复杂度过高的难题,本文提出一种改进的 SMO 算法.仿真实验表明,
它具有运算速度快、拟合精度高等优点,是较为实用的学习算法.未来的研究目标是设计出在线 SMO 学习算法,
能用它来解决 SVM 的在线学习问题. 
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