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一类平面参数曲线的保单调插值
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Abstract: In the geometric shape design, shape preserving interpolation of curve/surface is an important and 
difficult subject in which both monotonicity-preserving and convexity-preserving interpolation are two basic 
contents. In this paper, the monotonicity-preserving interpolation of a kind of plane parameter curve with a shape 
control parameter is investigated. The basic idea is as follows: first, a kind of plane α-B-spline interpolation curve 
with a shape control parameter α is constructed; then, by converting the first derivatives of the curve into Bernstein 
polynomial, the positive conditions of Bernstein polynomial can be used to get the necessary and sufficient 
conditions for the monotonicity of α-B-spline interpolation curves, i.e., the range of the parameter α. Therefore, 
monotone-preserving interpolating curves can be obtained succinctly. Numerical examples illustrate the correctness 
and the validity of theoretical reasoning. In virtue of its convenience and efficiency, this method is hopeful to be 
widely applied to engineering and practice. 
Key words: interpolation; α-B-spline; shape parameter; monotonicity-preserving; Bernstein polynomial 

摘  要: 曲线、曲面的保形插值是几何外形设计的一个重点和难点课题,而保单调和保凸是保形的两个基本内

容.研究了一类带有形状可调参数的平面参数曲线的保单调插值方法.其基本思想是:首先构造带有形状可调参

数α的一类平面α-B 样条插值曲线,再把其一阶导矢的两个分量分别转化为 Bernstein 多项式,从而利用 Bernstein

                                                             

∗ Supported by the National Natural Science Foundation of China under Grant No.60173034 (国家自然科学基金); the National 

Grand Fundamental Research 973 Program of China under Grant No.2002CB312101 (国家重点基础研究发展规划(973)) 

第一作者简介: 潘永娟(1975－),女,浙江丽水人,博士生,主要研究领域为计算机辅助几何设计,计算机图形学,数值逼近. 

 

http://www.jos.org.cn/1000-9825/14/1439.htm


 1440 Journal of Software  软件学报  2003,14(8)    

多项式的正性条件,得到此曲线为单调的充要条件,即形状参数α的取值范围,简单、快捷地实现此参数样条曲线

的保单调插值.实例计算及绘图验证了理论推导的正确性与有效性.该方法的方便、有效使其易于在工程实践中

获得广泛应用. 
关键词: 插值;α-B 样条曲线;形状参数;保单调;Bernstein 多项式 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在自由型曲线曲面的设计中,保形具有非常重要的意义.保形中最基本的内容是保单调和保凸,即给定一个

单调或凸的数据集,希望找到同样也是单调或凸的曲线曲面来插值或逼近给定的数据集. 
众所周知,在外形设计和逆向工程中最传统和广泛应用的多项式样条插值曲线/曲面[1~3]对给定点集的插

值往往不是保形的.事实上,对于函数式样条插值曲线/曲面而言,至多只需保证给定插值点处的一阶或二阶导

数值,一般不包含保形条件;同样,大多数参数式样条插值曲线/曲面是通过反求控制网格得到的,反求方程的建

立只依赖于插值信息,一般不包含保形条件;因而按这两种传统方法得到的曲线/曲面只保证插值给定的点集,
不保证与给定的点集形状或单调性一致,且其形状由插值点集惟一确定,无法加以调整.这给外形设计与几何造

型带来了种种困惑和不便.为了克服这种局限性,众多学者创造了带有形状控制参数的样条形式,试图通过调节

形状参数来控制曲线曲面的形状,进一步达到保形插值.例如,文献[4]中引进偏移(biases)参数β1 和张力(tension)
参数β2 得到β-样条曲线/曲面,通过调整β1 和β2,对曲线/曲面的形状进行控制.文献[5]中取每段曲线的次数作为

参数,通过调节曲线次数来调整曲线的形状,得到满足一定连续性条件(Ck)的保形插值曲线.文献[6,7]通过在每

相邻的两个节点之间插入两个新节点,再调整新节点的位置和原节点处的一阶、二阶导数值得到保单调的 C2

插值曲线.文献[8]引进 Lp(1≤p≤∞)样条,通过使插值曲线的二阶导数的 Lp 范数最小来获得保形的插值曲线.在此

基础上,文献[9]又引进基于曲率的 3 次 L1 样条,通过使插值曲线曲率的 L1 范数最小来获得保形的插值曲线.另
一方面,由于细分方法研究的不断深入,采用一定的细分格式也可得到保形的细分插值曲线曲面[10~12].然而,所
有这些方法都有一定的局限性:首先,按这些方法得到的保形或保单调的条件都只是充分条件,而非必要条件,
从而失去了理论上的完备性和严密性;其次 ,有些方法虽能保证产生的插值曲线为保形的 ,但一般不能达到

C2[4,10~12],从而失去了应用上的通用性和广泛性;而另外一些方法虽能产生光滑的保形插值曲线,但呈现出计算

上的复杂性. 
为克服上述种种局限性,本文构造出一类能够保单调的均匀α -B 样条插值曲线,以满足外形设计与逆向工

程中对曲线插值的保形要求.α -B 样条曲线是由 B 样条曲线和一个重新参数化的多边形按混合因子α 进行混

合得到的[13],它以α 作为形状参数,并且和原 B 样条曲线具有相同的参数连续性.本文首先基于α -B 样条逼近

的思想,在无须求解反求方程组的情况下构造出一类均匀α -B 样条插值曲线;进一步,把平面均匀α -B 样条插

值曲线的一阶导矢的两个分量分别转化为 Bernstein 多项式,从而利用 Bernstein 多项式的正性条件,轻松而简捷

地得到这两个分量都为非负的充要条件;对整条α -B 样条插值曲线,找到形状参数α 的取值范围,使得当且仅

当参数α 在该范围内时,相应的整条α -B 样条插值曲线都是保单调的,且为 C2;其次,为了实际使用上的方便并

提高算法效能,对α -B 样条插值曲线的每段曲线选取不同的参数,使整条曲线也是保单调的,并达到 G1.最后,用
实例及图形显示表明,我们构造和引进的α -B样条保单调插值曲线,其理论推导及算法设计是正确而有效的,可
望在工程实践中获得广泛应用. 

1   预备知识 

1.1   单调点列和单调曲线 

给定平面点列 { , ,n
ii 1=}P ),( iii yx=P ni ,...,2,1= ,若满足 

 ,, 11 ++ ≤≤ iiii yyxx 121 −= ni ,...,,  (或 ,, 11 ++ ≥≤ iiii yyxx 121 −= n,...,,i ), (1.1) 

则称 { 为单调上升(或单调下降)点列;若满足 n
ii 1=}P

 ,, 11 ++ << iiii yyxx 121 −= n,...,,i  (或 ,, 11 ++ >< iiii yyxx 121 −= n,...,,i ), (1.2) 

  



 潘永娟 等:一类平面参数曲线的保单调插值 1441 

则称 { 为严格单调上升(或下降)点列.对 ,或 ,n
ii 1} =P 1+≥ ii xx 1+> ii xx 121 −= n,...,,i 的情况,有类似的定义. 

相应地,对于平面曲线 ))(),(()( tytxt =r , (I 为区间),若满足 It ∈
 21212121 ,,),()(),()( ttItttytytxtx ≠∈∀≤≤ (或 21212121 ,,),()(),()( ttItttytytxtx ≠∈∀≥≤ ), (1.3) 
则称 为单调上升(或单调下降)曲线;若满足 )(tr
 2121121 ,,),()(),()( ttItttytytxtx ≠∈∀<<  (或 21212121 ,,),()(),()( ttItttytytxtx ≠∈∀>< ), (1.4) 

则称 为严格单调上升(或严格单调下降)曲线.对 ,或 , ∀ 的情况,有类似

的定义. 
)(tr )()( 21 txtx ≥ )()( 21 txtx > 2121 ttItt ≠∈ ,,

本文只讨论满足式(1.1)和式(1.2)的平面单调上升点列的保单调插值问题,其他情况的讨论很容易由此得

到,因而从略.本文还将用到下面的引理,其证明见文献[14]. 

引理 1. 二次 Bernstein 多项式 ,在 [ 上非负,当且仅当 10
2

0

22 ≤≤=∑
=

xfxBxfB
i

ii   ,)();( ],10

00 ≥f , ,02 ≥f 0201 ≥+ fff ; 

在 [ 上全正,当且仅当 ],10

00 >f , ,02 >f 0201 >+ fff . 

1.2   均匀α-B样条插值曲线的导出 

已知单调的型值点列 { , ,为使相邻型值点的连线段数与B样条曲线的段数一致,需设置辅助型值

点 ,考虑到应使 { 为单调点列,不妨令 

n
ii 1=}P

1
0
+
=

n
i}

4≥n

10 +nPP , iP

 , . (1.5) 210 2 PPP −= 11 2 −+ −= nnn PPP
取节点参数 ui=i(i=−2,−1,0,1,…,n,n+1,n+2,n+3).再对每个型值点 设置对应的节点参数 uiP i↔Pi(i=0,1,…,n,n+1).

以 { 为节点向量, 为控制顶点, )为 3 次(4 阶)均匀 B 样条基,构造 B 样条曲线 3
2

+
−=

n
iiu } 1

0
+
=

n
ii}{P (4, uNi

1

,4 2 ,4 2
2

( ) ( ) ( )
n

i i i i
i i

u N u N u
−

+ +
=−

= =∑ ∑C P P nuuu ≤≤1, . 

记 ),( αuL 为参数化的多边形,也称为奇异多边形,其待定的顶点序列 { 将由已知的型值点列和插值条

件确定;它的每一条边是定义在节点区间 上,连接两相邻顶点V 和V 的直线段,记为 ,即 

n
ii 1=}V

1+j],[ 1+jj uu j ),( αujL

1 1( , ) ( , ) (1 ( )) ( ) ,j j j j j jL u L u S u S u u u uα α + += = − + ≤ ≤V V j . 

其中 为 [ 上的奇异混合函数: )(uS j ], 1+jj uu
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uS  (1.6) 

定义均匀α-B 样条插值曲线 

 ),()()(),( αααα uuu LCQ +−= 1 , ; (1.7) nuuu ≤≤1

当限于节点区间[uj,uj+1]时,该曲线每一段的表示式为 
 Q(u,α)=Qj(u,α)=(1−α)Cj(u)+αLj(u,α)=(1−α)Cj(u)+α[(1−Sj(u))Vj+Sj(u)Vj+1], uj≤u≤uj+1,j=1,2,…,n−1. (1.8) 

由插值条件 jju PQ =),( α ),...,2,1( nj = 和 的性质可以确定: )(uS j

  (1.9) 






=−−=

−=−−=

− .),()1(

,1,...,2,1   ),()1(

1 nju
nju

nnnn

jjjj

CPV
CPV

αα

αα
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则 

  (1.10) 
1 1

1

( , ) ( , ) (1 ) ( ) (1 ( ))[ (1 ) ( )] ( )[ (1 ) ( )],  

                                                  , 1,2,..., 1,
j j j j j j j j j j

j j

u u u S u u S u u
u u u j n

α α α α α+ +

+

= = − + − − − + − −
≤ ≤ = −

Q Q C P C P C

这里, 

∑
−=

+=
j

ji
iij uNu

3
24 PC , )()( , ,1+≤≤ jj uuu 121 −= nj ,...,, . 

易知 ,且在节点 处, ][)( nuuCu ,,Q 1
2∈α ),...,,( nju j 21=

 )()(),(),()(),( jjjj uu
u

uu
u

CQCQ ′′−=
∂
∂′−=

∂
∂ αααα 11 2

2

. (1.11) 

从外形设计的实际需要出发,我们仅讨论α∈(0,1)的标准α-B 样条曲线;而当α=0 时,α-B 样条曲线退化为 3
次 B 样条曲线,此时不存在奇异多边形;当α=1 时,α-B 样条曲线退化为奇异多边形,即为已知的多边形 P1P2…Pn. 

2   α-B 样条曲线保单调插值的充要条件 

本节将求出参数α的取值范围,使得对应的α-B 样条插值曲线 是保单调的.注意到曲线

的单调性等价于其全部子曲线 Q
))(,( 1 nuuuαuQ ≤≤

)1+≤ ju ),...,2,1( nj))(,( 1 nuuuαuQ ≤≤ ),( αuj ( ≤j uu = 的单调性,我们先讨论在

节点区间 [ 上曲线段 的单调性. ], 1+jj uu ),( αujQ

作参数变换 

 1
1

, [ , ]j
j j

j j

u u
t u u

u u +
+

−
= ∈

−
,  (2.1) u

则 ,这时记曲线 为],[ 10∈t ),( αujQ ),( αtjQ , 为)(ujC )(tjC ,则式(1.8)、式(1.10)分别变为 

 ])())([()()(),(),( 111 ++−+−== jjjjjjj tStSttu VVCQQ αααα  (2.2) 

 )]()()[()]()())[(()()( 110111 12
3

4 jjjjjji

j

ji
i tStStN CPCPP, ααα −−+−−−+−= ++

−=
∑ , . (2.3) 10 ≤≤ t

其中 

 

3
3,4

3 2
2,4

3 2
1,4

3
,4

1( ) (1 )
6
1 2( )
2 3

1 1 1( )
2 2 2

1( )
6

j

j

j

j

N t t

N t t t

N t t t t

N t t

−

−

−

 = − = − + =− + + + =

1
6

,

3

3
3

3

9 1,                        0 ,
2 3

9 1 1( ) 3 ,  ,
2 3 3

9 21 (1 ) ,           1.
2 3

j

t t

S t t t t

t t

 ≤ ≤      = − − ≤ ≤        − − ≤ ≤

2
3

 (2.4) 

记 

 1,...,2,1,, ),,( 111 +=−=−==−= −−− niyysxxrsr iiiiiiiiiii PPa . (2.5) 

由 为单调上升点列的条件可知: n
ii 1=}{P

 . 1,...,2,1,0 ,0 +=≥≥ nisr ii  (2.6) 

容易求得 

 2 2
1 2( ) (1 ) 2 (1 2 2 ) 2 2j j jt t t t t+ +′ = − + + − +C a a 2

ja , 21 61646101 ++ ++=− jjjjj a/a/a/CC )()( , (2.7) 

所以, 









∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ),(),,(),( ααα tY

t
tX

t
t

t
jjjQ 1(1 ) ( ) ( )[( ) (1 )( (1) (0))]j j j jj jt S t αα +′ ′= − + − − − −C P P C C  
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2 2

2
1 2

[ (1 )(1 ) 2 (1 ) ( ) 6] [(1 )(1 2 2 ) 2   

   ( ) 2(1 ) ( ) 3] [(1 ) 2 (1 ) ( ) 6]

j j

j j jj j

t S t t t

S t S t t S t .

α α α

α α α+ +

′= − − − − + − + − +

′ ′ ′− − + − − −

a

a a
 

先考虑上述向量的第 1 个分量,记 αβ −=1 ,且记 

2 2 2
1 2

1( , ) ( , ) [3 (1 ) ( )] [3 (1 2 2 ) 6 ( ) 4 ( )] [3 ( )] ,
6

j j j j jj jM t X t t S t r t t S t S t r t S t r
t

β α β β β β β β+ +
∂ ′ ′ ′= = − − + + − + − + −
∂

 j′ j

(2.8) 
则由 )1,0(∈α 可知 )1,0(∈β ,下面只需在 [ 的 3 个子区间分别讨论,使]1,0 ]1,0[ 0,),( ∈∀≥ ttM j β 成立的β取值 
范围. 

(A) 由式(2.4)和式(2.8)得 

 
1

( ) 2
1

1 1 2

0 3( )
1

( , ) ( ) (1, , ) 0 6( )
81 3(7 40 7 ) 2

j j
j

j j j

j j j j

r r
M t F t t t r r

r r r r
β

β

+

+

+ + +

 +      = = − +        − + +  
1 , 




∈
3
10,t . (2.9) 

作变量代换 ,并由幂基与 Bernstein 基的关系式 tv 3=

 , (2.10) 















=

1
021
0

1 2
2

2
1

2
0

2

11
1

01
 ))(),(),((),,( /vBvBvBvv

将 化为 Bernstein 多项式得 )()(
1 tF j


























++−
+
+

==

++

+

+

+

β
1

6)710(
42

)(3

9
0
0

 ))(),(),(()()(

21

1

1

1

2
2

2
1

2
0

)(
1

)(
1

jjj

jj

jj

j

jj

rrr
rr

rr

r
vBvBvBvFtF  

 = 2 2 2 ( ) ( ) ( ) T
0 1 2 0 1 2( ( ), ( ), ( ))( , , )  , j j jB v B v B v f f f [0,1]∈v . 

其中,Bézier 纵标 
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 (2.11) 

经计算可得 , ,又因 和 ,故有 4 3β β≤ 3 5β β≤
j

3 1 β β≤
jj

3 2 β β≤
jj . , (2.12) )(

3
)*(

4
)(

3
)(

4 },max{ jββββ == },,min{ )*(
5

)(
2

)(
1

)(
5

)(
3

jjj βββββ =≤

则由引理 1 及式(2.6)可知, 

 0)(
)(

1 ≥vF
j

, [0,1]∈v .⇔ 0)(
2 ≥jf . . (2.13) )(

1
jββ ≤⇔

(B) 由式(2.4)和式(2.8)得到 
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作变量代换 ,并由幂基与 Bernstein 基的关系式(2.10),将上式化为 Bernstein 多项式得到 13 −= tv
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其中,Bézier 纵标 
( ) ( ) ( ) T

0 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2( , , ) (9 ( 10 7 ) 6, 18 (7 22 7 ) 3, 9 (7 10 ) 6)j j j
j j j j j j j j j j j jf f f r r r r r r r r r r r rβ β β+ + + + + + + + += − + + − + + − + + . 

则由引理 1 可知,
( )
2 ( ) 0

j
F v ≥ , . 下列 3 式同时成立: [0,1]∈v ⇔

(1) , . 0)(
0 ≥jf )(

1
jββ ≤⇔

(2) , . 0)(
2 ≥jf )(

2
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(3) 0)(
2

)(
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1 ≥+ jjj fff ,⇔ 0)(

1 ≥jf ,或者 且 . 0)(
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0 2 1( )j j jf f f≥
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)(
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2)(
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)(
1 ≤++= jjjj kkkA βββ

其中 

4)1283812821204(21 2121
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j rrrrrrrrrk , 

)413(418 211
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2 +++ ++−= jjjj
j rrrrk , . ( ) 2

3 1243j
jk r +=

因二次三项式 的判别式 ,零点是 , 

,再同时考虑上述条件表达式(1)与(2),结合式(2.12),立即得到 
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2
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(C) 由式(2.4)和式(2.8)得 
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作变量代换 ,并由幂基与 Bernstein 基的关系式(2.10),将上式化为 Bernstein 多项式得 23 −= tv
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其中,Bézier 纵标 

( ) ( ) ( )
0 1 2 1 1 2 1 2 1 2( , , ) (9 (7 10 ) 6, 2 (2 ), 3 ( )j j j

j j j j j j j jf f f r r r r r r r rβ β β+ + + + + += − + + + + )+ , 

则由引理 1 及式(2.6)可知 

 0)(
)(

3 ≥vF
j

, [0,1]∈v ⇔ 0)(
0 ≥jf )(

2
jββ ≤⇔ . (2.17) 

综合上述 3 个区间上的讨论结果,并由式(2.12)及 ),( 10∈β 可知: 

 ⇔∈≥ [0,1].0,),( ttM j β )1,min(,1),,min(0 )(
5

)(
5

)(
2

)(
1

jjjj βββββ =≤< . (2.18) 
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完全类似地,可以对 ),( αt
t jQ
∂
∂

, +jj ss

的第 2 个分量作相应的分析,得到类似的结果.为方便起见,不妨将式(2.11)右

端的数值 分别改为 ;对应地,同时将式(2.11)左端的数值21 ,, ++ jjj rrr 21, +js )( j
iβ )5,4,3,2,1( =i , , 分别改

为 , , .再记 
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于是我们有如下定理. 

定理 1. 设 为平面单调型值点列,2
1

+
−=

j
jii}{P 1))(0,( ≤≤ ttj αQ ),...,,( nj 21= 是由式(2.3)所示的 3 次均匀α -B 样

条插值曲线段,则此曲线段为单调的充要条件是 ,其中 1<≤αα j

 . (2.21) ( ) ( )max ( , )j j
j xα α α= y

这样,每一段曲线 )1,...,2,1)(,( −= njuj αQ ,对应着一个参数 ,使得当 时,jα 1<≤αα j ))(,( 1+≤≤ jjj uuuu αQ

为单调曲线.故当且仅当取这些参数的最大值时,整条α -B 样条插值曲线 为单调曲线.于是

我们又得到定理 2. 
)nu≤)(,( uu ≤1αQ u

定理 2. 设 { 为给定的平面单调型值点列,按式(1.5)设置辅助型值点 ,按式(1.10)构造插值点列

的 3 次均匀

n
ii 1=}P 10 +nPP ,

n
ii 1}{ =P α -B 样条曲线 ,再按式(2.21)取定数组 ,则当且仅当形状

参数

))(( nuuuu ≤≤1α,Q 1)−njα 1,2,...,( =j

α 满足 

  (2.22) 1
11

0 <≤=
−≤≤

ααα }{max j
nj

时,整条曲线 为单调曲线. ))(,( nuuuu ≤≤1αQ

定理 3. 设 为给定的平面严格单调型值点列,按式(1.5)设置辅助型值点 ,按式(1.10)构造插值点

列 { 的 3 次均匀

n
ii 1=}{P 10 +nPP ,

n
ii 1} =P α -B 样条曲线 ,再按式(2.21)取定数组 ,则当且仅当

形状参数

))(,( nuuuu ≤≤1αQ 1)1,2,..., −n( =jjα

α 满足 

  (2.23) 1
11

0 <<=
−≤≤

ααα }{max j
nj

时,整条曲线 为严格单调曲线. ))(,( nuuuu ≤≤1αQ

注:一般地,式(2.22)和式(2.23)中的 ,若 ,则说明对[0,1]∈0α 10 =α ),( 10∈∀α ,α -B 样条插值曲线都不是单调

的;若 ,则说明对00 =α ),( 10∈∀α ,α -B 样条插值曲线都是单调的,此时为保证曲线插值型值点,我们可取 为

内任意小的数,如在第 4 节数值例子中,我们不妨取α
0α

),( 10 0=0.00001. 

3   分段取不同形状参数的α-B 样条曲线的保单调插值 

在实际应用中,当型值点个数较多,而按照式(2.21)求得的某个 较大时,按照式(2.22)求得 就比较大,这

时不但会丢失某些段的信息,而且影响算法效能.我们设想,对每一段曲线 (j=1,2,…,n−1)取

各自不同的形状参数

jα 0α

j 1( , )( )j ju u u uα +≤ ≤Q

α , 记为 , 且让 ; 相应地 , 记由此产生的每一段曲线为

,而整段曲线记为 Q(u)(u

*
jα 1)1,2,...,( −=≥ njjj αα*

))(,( 1+≤≤ jjjj uuuu *Q α 1≤u≤un),那么,此时用什么算法可以保证 Q(u)(u1≤u≤un)为单调呢?

这就是本节所要研究的问题. 
在上述情况下 ,记相应的奇异多边形为 L(u)(u1≤u≤un),其每段为一直线段 ,记为  

(j=1,2,…,n−1).必须指出,此时,由于

))(,( 1+≤≤ jjjj uuuu *L α

α -B 样条插值曲线的每一段曲线 取各1) ( 1,2,..., 1)ju j n+ = −Q ( , )(j ju u uα ≤ ≤
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自的形状参数自的形状参数α ,故奇异多边形不是连续的,记第 j 段直线段的两个端点为V 和V ,如图 1 所示. j
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Fig.1  Discontinuous singular polygon (dot dash line) 

图 1  奇异多边形(点划线)不连续 

那么,当限于节点区间 [ 上时,曲线 的每一段的表示式为 ], 1+jj uu )(uQ

  (3.1) ),()()(),() ****
jjjjjjj uuu αααα LCQ +−== 1 ])()))()( * j

jj
j

jjj uSu 11 ++−+−= VVCα
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1α +

1+≤≤ jj uuu ,j=1,2,…,n−1.这里, 

 j=1,2,…,n−1, (3.3) 
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则 Q 也满足插值条件: ))(( nuuu ≤1

jjjj u PQ * =),( α , Q j=1,2,…,n−1. ),( 1
*

1 ++ = jjjj u Pα

下面讨论曲线 Q 的单调性: ))(( nuuuu ≤≤1

首先,由定理 1 可知,具有形状参数 ( )的曲线 的每一段 Q

为单调(j=1,2,…,n−1);在非节点 u 处, ;在节点 u 处,下面等式成立. 

*
jα

C∈)

jj αα ≥*

2

)(( uuu ≤≤1Q

),...,,( 32 −n

))(,( 1+≤≤ jjjjj uuuu *α

u(Q =jj

* *
1 1( , ( , )j j j j j juα α− −= = P , * *( , ) (1 ) ( )j j j j ju u

u
α α∂ ′= −

∂
Q C , * *

1( , ) ( )j j j ju u
u −
∂ ′
∂

Q C

1

,j=2,3,…,n−1. 

这表明,曲线 在节点 处为 G ,一般说来不是 .另一方面,由定理 2 可知,由式(3.1)~

式(3.3)所定义的曲线 为单调曲线.类似地 ,由定理 3 可知 ,对严格单调的型值点列 ,只要取

,则由式(3.1)~式(3.3)所定义的曲线 为严格单调曲线. 

)(uQ ),...,,( 32 −= nju j

)nuu ≤≤1

)(( uuQ

1 1

uu ≤

C

)(( uuQ

jj αα >* )n≤1

由此可见,若曲线 Q 的每一段取各自的形状参数 ,它最终是一条分段为 C 而整条为 G 的保单调插值

曲线.实际上,它可能比第 2 节所定义的取统一形状参数的保单调插值曲线

)(u *
jα 1

,u )nuu ≤≤1 具有更高的应用

价值.具体见第 4 节的实例. 

4   数值例子 

本节给出如下 4 个实验结果.图 2 中 4 个图的型值点列都相同,各图中的实折线表示型值点组成的多边形,
虚线表示以型值点组成的多边形为控制多边形的 B 样条曲线、实曲线表示 -B 样条插值曲线. 

其中,图 2(a)显示的是整条曲线随意取一个形状参数α,即α=0.1 的结果,容易看到,此时第 1 段、第 2 段和最

后一段曲线段都不单调;图 2(b)也显示了整条曲线随意取一个形状参数α,即α=0.34 的结果,容易看到,此时第 1
段和第 3 段曲线段都不单调;图 2(c)显示的是按式(2.21)取定数 =0.74133,0.271812,0.668093, 

0.338794,j=1,2,3,4,再按式(2.22)选取统一的α

(max j αα =

0.00001
0=0.74133 的结果,则α-B 样条插值曲线单调;其中 , 

0.271812,0.00001,0.338794; ;j=1,2,3,4(这里的 和 , 按

式(2.21)实际计算的值都为 0,为保证曲线插值型值点,我们取它们都为 0.00001).图 2(d)显示的是按式(2.21)分段

00001.0)( =j
xα

) )2(
yα )4(

yα  ,0.668093,  ,0.00001  74133.0)( =j
yα 3,1()( =jj

xα
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参数的结果,其中 , , , .此时α-B 样条插值曲线也

;显然,图 2(d)比图 2(c)具有更好的保单调效果. 
74133.0*

1 =α 271812.0*
2 =α 668093.0*

3 =α 338794.0*
4 =α

(a) α=0.1               (b) α=0.34                   (c) α0=0.74133         (d) Each segment having 

                                                                          different α*
j (j=1,2,3,4)  

 (d) 分段取不同的α*
j (j=1,2,3,4)     

Fig.2  α-B-spline interpolation curve with indicated α 
图 2  α取特定值时得到的α-B 样条插值曲线 
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