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Abstract:  A controllable fractal generation method is put forward based on FBM constraint model. According to 
the probability distribution of local deformation energy, the FBM constraint model is set up to keep the statistic 
self-similarity in detail and the controllability in macrostructure at the same time. And the constraint coefficient of 
the model can be calculated with the threshold estimation. The regional buffering control and regional harmonic 
control further enrich the control ways during the fractal generation. The controllable fractal generation examples 
prove the feasibility, validity and the practicality in nature simulation and engineering visualization. 
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摘  要:  为了获得分形生成过程的可控性,根据局部变形能的概率分布建立了基本 FBM(factal Brown motion)
约束模型,通过阈值估计给出了 FBM 约束因子的具体实现,使得分形生成过程能够在表面细节具备统计自相似

性的同时更好地对宏观形状进行控制.其中离散约束下提出的区域缓冲控制与连续约束下提出的区域调和控

制方法进一步丰富了分形生成的控制手段.可控性分形生成实例表明,该方法能够实现分形生成过程的有效控

制,可在自然模拟、工程信息可视化等领域中得到广泛应用. 
关键词:  图形;分形生成;FBM 约束模型;可控性;自然模拟;工程信息可视化 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

分形形状的计算机模拟是当前图形学研究的热点之一.利用分形形状的生成结果,可以很好地刻画各类极
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不规则、极不光滑对象的特征属性,如自然景物中的山脉、浮云、水波以及工程实际中的金属腐蚀表面、零件

加工粗糙度分布等. 
分形形状的生成方法主要分为两类,一类方法采用光滑曲面造型手段,在对分形形状大致轮廓进行刻画的

基础上,由纹理合成技术生成伪表面细节[1];另一类方法基于统计自相似原理采用 FBM(fractal Brown motion,分
形布朗运动)方法进行分形形状的生成与绘制,典型的算法包括白噪音积分法[2]、中点移位法[3]以及相继中点移

位法[4]等.前者能对所生成的分形形状进行较好的预测与控制,但可视化效果往往不尽如人意;后者虽然能更为

逼真地再现各种丰富多彩的分形形态,然而其生成方法具有较大的随机性,难以对生成过程与可视化结果进行

有效的控制. 
为了在分形生成过程中将两者的优势互补,既能保持随机分形方法的统计自相似性,又能根据给定形状进

行有效的控制,国内外许多专家、学者进行了专门的研究.Szeliski 等人提出了基于样条函数对分形生成过程进

行约束的模拟方法 ,通过在样条优化求解过程中加入概率因子并以后验分布的随机采样生成分形表面 [5]; 
M. Zribi[6]、高旭[7]、佘龙华[8]与程辉[9]等人通过给定数据集的分析对分形特征进行事先估计,施行约束中点移

位法来完成分形模拟;骆岩林[10]、丁友东[11]与张廷杰[12]等人则分别对递归细分格式与网函数法等几何造型手

段进行研究,利用法向扰动或分形插值等相结合的方法进行分形曲面的生成. 
然而,上述分形生成方法在对分形形状可控性作出不同程度改进的同时,仍然存在一些不足之处.Szeliski

的方法包含了较大规模的矩阵方程优化求解,迭代计算与后验采样过程均比较繁琐;采用分形特征事先估计的

方法对原始数据集要求较高,对于分形特征存在较大差异或分形特征不十分明显的情形均很难进行准确估计,
从而导致模拟效果不佳;通过递归细分法与网函数法所得到的分形结构则往往带有较为明显的人工插值痕迹,
且很难获得局部起伏较为剧烈的分形特征. 

本文提出了基于 FBM 约束模型的可控性分形生成方法,以局部变形能作为与宏观形状和细节特征之间的

双向关联,以阈值估计作为该约束模型中 FBM 约束因子的具体实现,以区域缓冲与区域调和作为离散约束与连

续约束下的控制手段,从而在局部特征服从统计自相似特性的同时,很好地实现了具有可控性的分形生成过程,
并且提供了更为丰富、更为灵活、更为方便的控制形式. 

1   基于局部变形能提出的 FBM 约束模型 

为了能够获得分形生成过程中分形性与可控性的统一,可以将分形形状表述为宏观形状与表面细节的统

一.其中宏观形状用于对可视化对象的总体起伏与大致轮廓进行刻画,如零件的外型设计、山脉的整体走势等;
表面细节则描述了分形对象极不规则、极不光滑的外观精细结构,并在一定标度范围内要求满足统计自相似 
原理. 

建立在分形形状=宏观形状+表面细节的基础上,本文基于局部变形能提出了 FBM约束模型,用以实现可控

性分形生成,通过局部变形能与宏观形状、表面细节之间所建立的双向关联,在表面细节特征模拟的同时得以

根据宏观形状进行总体把握,从而在分形生成过程中获得更为有效、更为完整的形状控制.局部变形能的这种

双向关联性具体表现为: 
(1) 根据局部变形能的定义形式: 

 2))()((
2
1)( iiid pdpDpE −= , Ni ,1= , (1) 

其中,参数 与 分别表示约束前后分形形状的实际标高值,使得)( ipd )( ipD )( ii xpp = 处的局部变形能的大小

与宏观形状的变形程度发生关联,从而满足分形形状整体可控性的要求. dE

(2) 根据 Boltzmann 概率分布原理中状态能量与状态概率间的负指数相关性: 

 )/)(exp(1)( TpE
Z

pP idid −= , ,,1 N=i  (2) 

其中,参数 Z 用于对概率分布进行归一化,参数 T 用于控制 与 间的关联强度,使得 处的局部变

形能大小 在概率分布上与 FBM 约束因子 发生关联,从而满足分形形状局部统计自相似性的要求. 
dE dP )( ii xpp =

dE dP
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综合式(1)和式(2)可以得到,基于局部变形能的 FBM 约束模型描述为 

 ))(ln(2)()( idii pPZTpdpD ⋅⋅−±= , ,,1 N=i  (3) 

其中归一化参数 Z 的取值与正负号的选择参见第 2 节,FBM 约束因子 的设定要求满足: dP

  (4) α∆∆ 2||)]()([ pkpPppPVar dd =−+

的统计自相似性要求,并且随着 在定义域dP ]1 ,0(
Z

中的过渡,对分形形状的约束程度也相应地发生改变: 

 当 时,+→ 0)( id pP ∞→− |)()( ii pdpD| ,该点处的最终形状与给定的宏观形状相去甚远,属于自由约 
束点; 

 当
−→ Zid pP 1)( 时, ,该点处的最终形状与给定的宏观形状完全一致,属于完全约束点; )()( ii pdpD →

 当 )1 ,0()(
Z

pP id ∈ 时,该点处的最终形状与给定宏观形状之间的偏差比例与参数 T的取值有关,属于过

渡约束点. 
由于该模型中 FBM 约束因子 是以一一映射的方式与分形形状的生成发生关联,因此上述约束模型

可以容易地推广至 的二维情形,其中 具有二维意义的随机分形特征,且其均方增量自

相似于二维投影上的平移距离. 

)( id pP
),( iii yxpp = )),(( iid yxpP

2   基于阈值估计的 FBM 约束因子生成 

在基于 FBM 约束模型的可控性分形生成中,约束因子 的生成直接关系到表面细节与宏观形状之间有效

关联的具体实现.传统的随机分形中点置换方法(包括中点移位法与相继中点移位法)所获得的 FBM 生成因子

虽然具有统计自相似特性,但其计算结果并不总是落在

dP

fbmP ]1 ,0
Z

( 的取值范围内,因而无法在约束模型中直接

将约束因子 等同于生成因子 (参见第 1 节).本文从理论上对中点置换法进行了阈值估计,并根据阈值估

计结果给出了 FBM 约束因子 的生成方法,从而在满足约束模型要求的同时较好地解决了约束因子的归一化

等问题,有效地支持了 FBM 约束模型在可控性分形生成中的具体实施. 

dP fbmP

dP

根据随机分形中点置换法的递归中点内插规则,每次迭代时中点偏置 均服从

分布,最为保守的阈值估计为服从 的初始量 在中点内插过程中经过 N 次迭代偏置: 
n∆ ))21(2 ,0( 2222 σ−− − HnHN

) ,0( 2σN 0P
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N
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n

其中 n 代表当前迭代的递归层数,H 反映布朗运动的平滑程度(在分形生成过程中为避免函数增量间的负相关

性,一般取 ),σ为基准方差值. 15.0 <≤ H

于是,FBM 生成因子 的数学期望值与方差值分别有如下的分析结果: N
fbmP
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进一步,由式(7)在 15.0 <≤ H 时的单调递减性可知: 
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综合式(6)与式(8)可得 的概率分布,如图 1 所示.根据高斯分布的“3σ规则”,该随机变量几乎全都落在区

间

fbmP












− σσ

2
63,

2
63

中,考虑到中点置换法的阈值估计推导过程均按极限情况进行,因此实际应用中生成因子
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fbmP 的阈值估计可采用“2σ规则”压缩至区间 ]6,6 σσ−[ 中,并令 FBM 约束因子为 
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其中归一化参数 ( )δσ += 61Z ,δ取一较小的正量,目的在于防止在 时失去局部变形量的约束控制. +→ 0dP
 

0
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p
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Fig.1  Probability distribution of random fractal variable 

图 1  随机分形变量的概率分布 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

由式(9)可以保证始终有 FBM 约束因子 ]/1,0[]/1,[ ZZPd ⊂∈ δ 成立,且当完全约束时(
−

→
Z

Pd
1 )其概率密

度达到最大,其中由生成因子的绝对值运算所引起的正负号湮没可进一步在局部变形约束过程中得到复现: 
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从而更好地实现 FBM 约束因子对于分形生成过程的控制. 

3   离散约束下的区域缓冲控制方法 

可控性分形生成中的离散约束是一种点对点的约束,其目的在于使分形结果准确地插值于给定的离散点

处,从而以逐点的方式对生成形状进行控制.在 FBM 约束模型中,当 处存在离散约束使得 成立

时,需要将 FBM约束因子退化为

*
ip )()( **

ii pdpD ≡

Z
pP id

1)( * = ,或相应地将 FBM生成因子退化为 .然而上述强制退化

过程均有可能局部破坏原有的随机分形特性,并导致离散控制点处的分形形状发生畸变. 

0)( * =ifbm pP

为了尽可能地避免离散约束对随机分形特性的局部影响,本文提出了离散约束下的区域缓冲控制方法:通
过离散控制点邻域中约束缓冲域的定义,将 FBM 生成因子(或约束因子)的退化过程 间

接地转化为缓冲域中的分布作用,从而在离散约束邻域内近似地重构出表面细节的随机分形特征. 

0)()( * =→ ifbmifbm pPpP

根据 FBM 生成因子局部退化过程与 FBM 递归中点内插形成过程之间的相关性联系,将离散约束 对应

的缓冲域点集定义为 

*
ip

 .,1),(
2
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相应地, 处 FBM 生成因子 的 阶迭代过程表达为 ip )( i
n
fbm pP n
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其中 表示 形成过程中各初始迭代点的集合,从 出发到各初始迭代点mip ,
w )( i

n
fbm pP *

ip mip ,
w

间的有向线段称为该

离散约束的缓冲方向,缓冲方向上各线段中点的集合即为缓冲域点集.M 为该次迭代中涉及的初始迭代点数,进
而也决定了缓冲域点集的数目,一般一维情形下 M=2,二维情形下根据 位置的不同可分别取 M 为 3 或 4,图
2(a)与图 2(b)分别表示了一维和二维情形下的缓冲域形成过程.不难看出,上述构造性定义给出的缓冲域点集,
正是 n+1 阶迭代过程中受到 退化影响的所有迭代点的集合,这种缓冲域形成过程中迭代阶的递增性,

不仅反映了局部分形影响与迭代过程的相关性,并且有效地保证了缓冲域点集之间的分离. 

ip

)( *
i

n
fbm pP
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缓冲方向
④

 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a) One-Dimensional case                     (b) Two-Dimensional case 
(a) 一维情形                              (b) 二维情形  

 
 

Buffering area points
Discrete constraint points  

Buffering direction
Intial iterative points

 

Fig.2  The buffering area of discrete constraint 
图 2  离散约束下缓冲域的形成 

由式 (12)可以得到 ,退化后的 FBM 生成因子仍将以 M1 的形式作用于缓冲域点集中 ,于是令







 −− )()((1 *

ifbmifbm pPpP
M

为相应离散约束的缓冲因子 ,通过缓冲域点集中各元素的缓冲因子叠加作用可对

FBM 因子的退化过程进行平衡控制,使得离散约束邻域中仍然近似地服从统计自相似性.具体算法描述为: 
Step1. 进行第 n 阶的 FBM 生成因子递归中点内插,初始时 n=0; 
Step2. 检查当前迭代结果中是否存在离散约束点,若存在,则执行 Step3,若不存在,则执行 Step6; 
Step3. 根据离散约束点位置标记相应的缓冲域点集,并以当前离散约束处的 FBM 生成因子值计算缓冲因

子大小; 
Step4. 遍历缓冲域点集,并在其 FBM 生成因子初值中叠加相应的缓冲因子; 
Step5. 令离散约束点处的 FBM 生成因子退化为 0; 
Step6. 判断是否满足递归终止条件,若是,则结束;若否,则令 n=n+1,继续执行 Step1. 

4   连续约束下的区域调和控制方法 

可控性分形生成中的连续约束是一种点对线、点对面的约束,其目的在于能够通过给定点处逼近度约束或

起伏度约束的设置,在约束源一定范围内的邻域中产生渐变影响,以实现不同区域中逼近控制与起伏控制的连

续变化,其中逼近度约束可利用式(3)中关联强度参数 T 的逐点调整进行实现,起伏度约束可利用式(5)中平滑程

度参数 H 的逐点调整进行实现.然而无论是起伏度约束还是逼近度约束,当约束源向周边邻域进行约束辐射时

均有可能存在重叠,从而导致连续约束作用域之间产生冲突. 
为了实现分形形状连续约束的平滑过渡,本文提出了连续约束下的区域调和控制方法,当作用域之间存在

重叠时采取一定方式进行约束的调和,并将原作用域相应地扩大为调和作用域,通过对调和作用域内各点进行

统一的调和约束作用可以避免约束的不一致现象,从而更有利于分形生成过程的综合控制. 

对于分形形状中的连续约束作用点 而言,其约束作用域点集定义为 *
ip

 },2|,|{ *
* Interval

n
ijjp

ipppS
i

⋅≤=  (13) 

其中 | 为两点之间的距离, 为分形形状在平面投影上的水平(垂直)间距,n 用于控制连续约束作用

域的大小,视具体需要而定.在不同维数情形下,连续约束作用域表现为不同的形态,一维情形下为以 为中点

的线域,二维情形下为以 为中心的正菱形域,图 3(a)与图 3(b)分别表示了当 n=1 时的作用域分布情况.位于连

续约束作用域点集中的各形状点,随着其与约束点之间距离的增大所受到的约束影响相应地减小,描述为 
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其中 F可分别指代逼近度约束与起伏度约束, 为每一点上相应约束的初值, 用于控制约束影响随距离变化

的快慢程度. 
0F df
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注意到连续约束作用域与约束作用点之间具有反身特性,即若有 21 pSp ∈ ,则必有 成立,于是可将

约束作用域点集作为虚拟约束源,根据其虚拟作用域中是否包含其他约束作用点来判断是否需要进行调和,重
复上述过程并将所有相关约束作用域进行求并,可得到扩大了的调和作用域

12 pSp ∈

US .在连续约束的调和作用域中,
同一约束点上可能受到多个连续约束的共同影响,因此调和约束的计算式可进一步表达为 
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其中 ),1(*
ji Mmp

m
= 为调和作用域 US 中 所关联的约束作用点, 为该点处连续约束的关联数目,具体算法

描述为 
jp jM

Step1. 设置分形形状中所有点的约束关联数为 0,当前调和约束作用域为空; 
Step2. 搜索分形形状中未被标记的连续约束作用点; 
Step3. 标记当前约束作用点为已处理,并生成当前约束作用点所对应的作用域点集,将作用域点集中各约

束关联数相应增 1; 
Step4. 当前调和约束作用域=当前调和约束作用域∪当前约束作用域; 
Step5. 令当前作用域点集中的元素为虚拟约束源,生成相应的虚拟作用域; 
Step6. 在虚拟作用域中继续搜索未被标记的连续约束作用点,若存在,则递归执行 Step3,若不存在,则执行

Step7; 
Step7. 遍历当前调和约束作用域点集,根据各点的约束关联数利用式(15)进行调和约束计算; 
Step8. 判断是否满足搜索终止条件,若是,则结束;若否,则令当前调和约束作用域为空,继续执行 Step2. 

 
 
 
 
 
 
 
 Fractal macrostructure points

(a) One-Dimensional case             (b) Two-Dimensional case
(a) 一维情形                       (b) 二维情形 

 Constinuous constraint point

 Constraint effecting area points 

Fig.3  The harmonic area of continuous constraint 
图 3  连续约束下调和域的形成 

5   实例与结论 

本文分别以一维线域与二维面域上的各类宏观控制形状为例,基于 FBM 约束模型有效地满足了分形生成

过程的可控性要求. 
图 4 为一维线域上基于 FBM 约束模型实现的可控性分形生成过程.以图 4(a)为宏观控制形状,图 4(b)表示

了相应的分形生成结果.图 4(c)用竖直线进一步表示了该生成过程中所施加的 8 处离散约束以及离散约束处的

插值结果.图 4(d)与图 4(e)分别为宏观控制形状与起伏度参数进行调整后的分形生成情况,其中图 4(e)将起伏度

参数统一由 0.5 调整为 0.65,其生成结果的起伏程度明显减小. 
图 5 为连续约束下一维线域的可控性分形生成过程.以图 5(a)为宏观控制形状,图 5(b)与图 5(c)分别在指定

区域中施加 0.95 的起伏度约束,图 5(d)与图 5(e)分别在指定区域中施加 0.05 的逼近度约束.可以看到,施加了起

伏度约束以后,作用域中的光滑程度明显高于其他区域,但仍与宏观控制形状存在一定的偏差;施加了逼近度约

束后,作用域与宏观控制形状的偏差程度明显低于其他区域,但局部区域中仍显粗糙不平. 
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 (a) (b) (c)

 
 
 
 

(d) (e)
 

Fig.4  The controllable fractal generation samples based on FBM constraint 
model in 1-dimensional domain 

图 4  一维线域上基于 FBM 约束模型的可控性分形生成 

 
 
 

(a)  (b) (c)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (d) (e)

 
 
Fig.5  The controllable fractal generation samples under continuous constraint in 1-dimensional domain 

图 5  连续约束下的一维线域可控性分形生成 

图 6 为二维面域上基于 FBM 约束模型的可控性分形生成过程.以图 6(a)为宏观控制形状,图 6(b)表示了相

应的分形生成结果,其控制过程包含了 7 处离散约束,逼近度参数为 0.2,起伏度参数为 0.8.图 6(c)与图 6(d)进一

步采取了只对水平线以上部分进行显示的方法,模拟了带湖泊的自然地貌形成过程. 
 
 
 
 
 
 
 (a) (b) (c) (d) 
 

Fig.6  The controllable fractal generation samples based on  
FBM constraint model from 2-dimensional domain 

图 6  二维面域上基于 FBM 约束模型的可控性分形生成 

 
 
 
图 7 为连续约束下二维面域的可控性分形生成过程.以图 7(a)为宏观控制形状,图 7(b)表示在指定区域中施

加了 0.95 的起伏度约束与 0.05 的逼近度约束后的生成结果(其余区域中的起伏度设置为 0.80,逼近度设置为

0.30),中间“山峰”处的光滑程度与逼近程度均高于其他区域.图 7(c)与图 7(d)分别表示了“凸台”顶部受腐蚀后的
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形状生成过程,其中图 7(c)在指定区域中施加 0.98 的起伏度约束后,表现了该局部区域未受腐蚀的情形;图 7(d)
在指定区域中施加 0.92 的起伏度约束后,表现了该局部区域受到腐蚀的情形. 

 

(b)(a)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(d)(c) 
Fig.7  The controllable fractal generation samples under continuous constraint in 2-dimensional domain 

图 7  连续约束下的二维面域可控性分形生成 
 
 
上述实例表明,本文基于 FBM 约束模型实现的可控性分形生成方法具有如下特点: 
(1) 基于局部变形能的 FBM 约束模型能够有效地保证分形生成结果在具备局部特征统计自相似性的同

时,能够较好地由宏观形状进行控制; 
(2) 基于阈值估计的 FBM 约束因子生成方法在满足约束模型要求的同时较好地解决了概率因子的归一

化等问题,有效地支持了可控性分形生成方法的具体实施; 
(3) 离散约束下的区域缓冲控制与连续约束下的区域调和控制分别在不同约束条件下给出了相应的处理

方法,丰富并完善了分形生成过程中可控性的具体表现. 
除此以外,由于本文的方法可以直接通过对传统 FBM 中点置换方法进行相应的改进而实现,因此具有较大

的实际应用价值.且从上述实例中可以得到,当 FBM 约束模型中的 指代地貌标高、零件尺寸、云层灰度、

水波高度等不同物理量时,本文的可控性分形生成方法也可直接在自然模拟、工程信息可视化等各相关领域中

得到推广应用. 

)( ipD
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